MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Financijsko modeliranje 2
Prvi kolokvij - 20. travnja 2015.

Zadatak 1
(a) (2 boda) Definirajte Brownovo gibanje.

(b) (2 boda) Definirajte Gaussovski proces.

(¢) (3 boda) Neka je B = {B, : t > 0} Brownovo gibanje. Dokazite da je B Gaussovski
proces te mu odredite funkciju oc¢ekivanja i kovarijacijsku funkciju.

(d) (6 bodova) Neka je B = {B; :t > 0} Brownovo gibanje. Koji su od sljedec¢ih slucajnih
procesa Brownova gibanja

(d1) X; =V/tBy, t >0, (d2) Y; = \/cB.-1;, t >0 gdjeje ¢>07?
Svoje tvrdnje obrazlozite i dokazite .
Rjesenje:

(a) Slucajni proces B = {B; : t > 0} definiran na vjerojatnosnom prostoru (§2,P, F) s
vrijednostima u R je Brownovo gibanje ako vrijedi

(i) By =0 P-g.s,;
(ii)) zasven e Ni0 =ty <t <...<t<mnsu prirasti
Btl o Bt07Bt2 - Bt17 R Btn - Btn—l

nezavisne slucajne varijable;

(iii) zasve 0 < s < t prirast B;— B, ima normalnu razdiobu s o¢ekivanjem 0 i varijancom
t—s,tj. By— Bs~ N(0,t —s);

(iv) trajektorije slu¢ajnog procesa B su P-g.s. neprekidne funkcije, tj.
P(t — B; je neprekidna funkcija) = 1.

(b) Slucajni proces X = {X; :t > 0} s vrijednostima u R je Gaussovski ako je za sve n € N
i0 <t <...<t,slucajni vektor (Xy,, X4,,..., Xy, ) normalni slucajni vektor.

(¢c) Nekasun e Ni0 <t <...<t, Budud su prirasti By, By, — By,,..., B, — B, _,

nezavisni i normalno distribuirani, slijedi da je (By,, By, — By, - - -, By, — B, _, ) normalni
slucajni vektor pa je i njegova linearna transformacija

1 00 --- 0] By ] [ By, |

110 --- 0| By, — By, By,

111 -+ 0| By — B, | = | By

_1 1 1 1_ _Btn Btn—l _Btn




takoder normalni sluc¢ajni vektor. Dakle, B je Gaussovski proces. Koriste¢i normalnost
i nezavisnost prirasta, slijedi da jeza 0 < s <t
m(t)=EB;, =0
v(s,t) = Cov (Bs, By) = E[B,B] = E[B,(B; — B,)] + E [B?]
=E[BJE[B; — Bs] +E[B}]=0+s=5s=sAt.

Ako je 0 <t < s, zamjenom uloga s i t dobijemo
v(s,t) =B [BsB] =E[B;Bs] =t Ns=sNt

pa vrijedi
(s, t) =sAt.

(d1) Ne. X nema nezavisne priraste, jer je na primjer za 0 < s <t

~ X,)] = Vs(Vt = VS)E[B]] = Vs(Vt — /5) > 0.

(d2) Da. Dovoljno je dokazati da je Y Gaussovki proces s neprekidnim trajektorijama,
funkcijom ocekivanja m(t) = 0 i kovarijacijskom funkcijom ~(s,¢) = s At. Neprekidnost
trajektorija slijedi iz neprekidnosti trajektorija Brownovog gibanja B. Dokazimo da je Y
Gaussovski. Neka jen e Ni0 <t <...<t, Tada je za slucajni vektor (Yy,,...,Ys,)
normalan kao linearna transformacija normalnog slucajnog vektora (B.-1,, ..., Be-14,)

E [Xs(Xt

koja je dana s

Ve 0 - 0 0] _Bcfltl 1 Y, ]
0 e -+ 0 0| B, Y,
O O \/E O Bc_ltn_l }/;n—l

10 0 0 e | B, | R

Funkcija ocekivanja je EY; = /cE [B.-1;] = 0, a kovarijacijska funkcija je
E[Y,Y:] = cE[B.1,B,1,] = c[(c 's) A(c )] = s At.

Dakle, Y je Brownovo gibanje.
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Zadatak 2 Neka je B = {B, :t > 0} Brownovo gibanje u odnosu na filtraciju F = {F; :
t >0} ineka je T > 0.

(a) (4 boda) Definirajte jednostavni sluc¢ajni proces H = {H; : 0 <t < T'} te pripadni Itov

integral u odnosu na Brownovo gibanje

t
/Hsst za 0<t<T.
0

(b) (4 boda) Dokazite da za jednostavni proces H = {H;, : 0 < t < T} vrijedi Itova

izometrija
T 2 T
E K/ thBt) ] :E/ HZdt.
0 0

(¢) (4 boda) Izracunajte varijancu slucajne varijable [ ch By dB, .

Rjesenje: (a) Slucajni proces H = {H; : 0 <t < T} je jednostavan ako je
= 2 i@, 05T,

gdjejen € N, 0 =ty <t < ... <t, =T je particija segmenta [0,T], a ¢; su I} -izmjerive
slucajne varijable za j € {0,...,n —1}.
[tov integral slucajnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B je slucajni proces

(HeB)={(HeB),:t>0} definiran s

(H b B)t = Zébj—l(Bt/\tj — Bt/\tj_l) , 0<t<T.

j=1
(b) Vrijedi

n

Z bj1(By; — Btj_1)> }

[ )]

S Eléy16e1(By, — By, )(By — By,

J,k=1

1

Za 1 < j < k <n je, zbog nezavisnosti prirasta,

E [gbj—lgbk—l(Btj - Btj—l)(Btk - Btk—l)] =E [E [¢j_1¢k_1(Btj - Btj—l)(Btk - Btk—1)|ftk—1]]
=K [(bj*l(bk*l(Btj - Btjﬂ) E [Btk - Btkfl ‘Ftkﬂ]] =0.

ZE [BtkiBtkfl]ZO




Zbog simetrije, isto vrijedi za 1 < k < j < n. Stoga je

T 2 n n
E [(/0 HsdBS) 1 :;E[QS?—l(Btj _Btj 1 z:: ¢] 1E Bt] Btj—1)2|"rtj—1”

=E[(Bt; =Bt;_1)?]=tj—tj—1
=E [i (b?*l(tj - tjl)-l =E UT H? ds} .
Lj:l J 0

(c) Koristedi Itovu izometriju, ¢injenicu da je It6v integral martingal i E [e

Var (/Olcthst> —E K/Olcthstﬂ - (E Uolcthstbg

1 1 /1
:E/ (Cth)QdS—OZZ/ E[€7235+2+€2Bs]d3
0

1+e
23

2)d

4/ + 4
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Zadatak 3
(a) (3 boda) Definirajte Itov proces.
(b) (3 boda) Iskazite Itovu formulu za [t6v proces.
(c) Neka je B={B;:t >0} Brownovo gibanje.
(cl) (3 boda) Je li slucajni proces X = {X; :t > 0} definiran s
X, =1*By, t >0

[tov proces? Obrazlozite vase tvrdnje.
(c2) (2 boda) Izracunajte kvadratnu kovarijaciju sluc¢ajnih procesa X i B.

(¢3) (4 boda) Pomocu Itove formule izracunajte E [cos(AB;)] za A > 0.

Rjesenje: (a) Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje u odnosu na filtraciju F = {F; :
t > 0}. Slucajni proces X = {X; : t > 0} je Itov proces ako postoje F-adaptirani slucajni
procesi V. ={V;:t >0} i H={H;:t >0} takvi da je

t t
/|V8|ds<ooIP’—g.s. i E{/ Hfds}<oo za sve t >0
0 0

t t
Xy=Xo+ [ Vids+ [ HdB, s t>0.
0 0
(b) Ako je f € C*([0,00) x R) i X Itov proces, onda vrijedi

t82f

f(t,Xt):f(0X0+/ (s, X,) d+/8 sX)dX+2 5

—= (s, X;) d(X)s.
(c1) Koriste¢i Itovu formulu,
t t
X =B, =0+ [ 2sB,ds+ [ 2B, +0,
0 0

odakle vidimo da je X Itov proces, jer je zbog neprekidnosti Brownovog gibanja

t t t t5
/ |25 B| ds < 0o i E/ |52|2ds:/ stds = — < o0
0 0 0 5



zasvet > 0.
(c2) Bududi je B, = fo 1d B, po definiciji kvadratne kovarijacije Itovih procesa je

t t 3
(X,B)t:/ 52-1d(B,B)S:/ Pds =
0 0 3

(¢3) Iz Itove formule slijedi

t 1 t
cos(ABy) =1 — A / sin(AB,) dB, — 5 X / cos(AB,) ds
0 0
pa uzimanjem ocekivanja i koriste¢i ¢injenicu da je Itov integral martingal dobijemo
2

A2 gt
E [cos(AB,)] =1 - 5 /0 E [cos(AB,)] ds

Definiramo 1i g(t) = E [cos(AB;)] slijedi da je

o) =1-= [ gls)ds.

foo cos()\m

odakle deriviranjem (g je derivabilna na (0, 00), jer je g(t) = e 5 d:c) dobijemo

diferencijalnu jednadzbu
2

§(1) = =2 gl1), 10

s rjeSenjem ¢(t) = ce~3¥t, Bududi je

1=49(0) = lim g(t) = c,

slijedi da je g(t) = E [cos(AB,)] = e~ 2 "1 .
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Zadatak 4 Neka je B = {B, : t > 0} Brownovo gibanje.
(a) (3 boda) Dokazite da je
Bf—6/0tB$2ds, >0
martingal.

(b) (3 boda) Neka je a > 017 = inf{t > 0:|B;| = a}. Izracunajte
T
E / B2ds.
0

(c) (4 boda) Rijesite stohasticku diferencijalnu jednadzbu
dXt - 2Xt dt + 3dBt, XO - O .
Izracunajte E[X?] zat > 0.
Rjesenje:
(a) Iz Itove formule slijedi
t 1 rt
Bl = Bi+ [ BB, + 5 | 1282as,
0 0
odakle dobijemo da je
¢ ¢
B;*—G/ des:z;/ BB,
0 0
martingal kao Itov integral.

(b) 1z (a) znamo da je M; = B — 6 [y B?ds, t > 0 martingal pa iz teorema o opcionalnom
zaustavljanju slijedi da je i Mysr, t > 0 martingal, odakle dobijemo

TNt

0=EM;r =EB}, —6E B2ds.
0

Dakle,
TAt 1
E [ Blds=-EB.,.
0 6
Stoga je
T TAt 1 1 at
E/ B?ds=1lmE [ BYds=lim -EB', = -E[Bi] =2
0 t—o0 0 t—o0 G 6 6

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji, a
u trecoj Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji, buduéi je |Biar| < a.



(¢) Prvi nacin. Koriste¢i Itovu formulu slijedi da je
d<€72tXt) = —2672tXt dt + €72tht = —2672tXt dt -+ €72t<2Xt dt + 3dBt) = 3672tdBt,

odakle dobijemo
t
X; = 362t/ e ®dB,, t>0.
0

Iz Itove izometrije slijedi da je

t 2 t 9
E[X?] = 9e"E l(/ e % st> ] = 9e4t/ e ds = Z(e‘“ —1).
0 0
Drugi na¢in. Radi se o linearnoj stohastickoj diferencijalnoj jednadzbi oblika
dXt:d}/;g—FXtdZt’ X():}/O:O,

gdje su

Buduéi je (Y, Z); = 0, rjesenje je dano formulom
t
X, = E(Z)t/ AR
0
gdje je

E(Z), = eZ520 §> 0.

O uvom slucaju je £(Z), = 230

Ostatak se rijesi na isti nacin.



