MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

FINANCIJSKO MODELIRANJE 1
2. kolokvij - 1. veljace 2016.
(Knjige, biljeznice i dodatni papiri nisu dozvoljeni! Kalkulatori su dozvoljeni.)

1. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima —1 < a < b (relativne promjene
cijena dionice), r (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu) i vremenskim horizontom 7'. Neka je
cijena dionice u trenutku ¢ jednaka Sy, 0 <t <T.

(a) (5 bodova) Neka je P vjerojatnost na (£, F) takva da je slucajni proces {S; : 0 < t < T'}

X

P-martingal.

(al) Izracunajte E[X,|F,_,].

(a2) Dokazite da su Xj,..., X7 jednako distribuirane u odnosu na P te odredite tu
distribuciju.
(a3) Dokazite da su Xi,..., X7 nezavisne u odnosu na P.

(b) (3 boda) Pretpostavimo da vrijedi a < r < b. Promotrimo ugovor po kojem se kupac
ugovora u trenutku 7" obvezuje na kupnju dionice po pocetnoj cijeni Sy. Odredite cijenu
ovakvog ugovora.

(¢) Neka su parametri u Cox-Ross-Rubinsteinov modelu zadani s a = —0.1, b = 0.2 i
r = 0.125. Pretpostavimo da je vremenski horizont 7' = 3 i pocetna cijena dionice

Sp = 100. Promatramo up-and-out put opciju s cijenom izvrsenja K = 120 i barijerom
B =105.

(cl) (3 boda) Odredite cijenu opcije.

(c2) (2 boda) Odredite replicirajuéi portfelj u slu¢aju da je cijena dionice samo padala.
Rjesenje:

(al) Za 1 <t < T vrijedi

. .S 1 .
E[X)|Fioi) = B[ — 1| Fy] = — (1 +)'E[S)|Fi] - 1
Stfl St,1
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(a2) Iz (al) slijedi

r=E[X|Fi1] = EX:(1xyma) + Lixomsy)| Fii]
= aP(X, = a|F,_y) + bP(X, = b|F,_1)



pa, zbog P(X, = a|F,_1) + P(X, = b|F;_1) = 1, dobijemo

b—r - r—a
P(X; = blFi—1) = .
b—a’ ( t ‘Ft 1)

F(Xt = a‘thl) =

Odavde slijedi

P(X; = b) = E[P(X, = b Fi )] = p =

pa su X1, , Xr jednako distribuirane u odnosu na P.

Neka je A € F;_1. Koristeci
P(X; =a|Fi1) =1—p, P(X,=bF1)=p

(8to je dobiveno u (a2)), slijedi

~

P{X,=a} N A) =E[E [1{Xt 1Al Fia]] = E[L4P(X, = a|Fiy)]
= (1-p)P(A) = P(X, = a)P(A)
i analogno R A
PH{X; =b})NA)=P(X;, =b)P(A).
Dakle, X, je nezavisna od F;_1 = o(Xy,..., Xy 1) tj. X; je nezavisna od Xy,..., X

za sve 1 <t <T pasu Xi,...,Xr nezavisne u odnosu na P.

Bududi da je a < r < b, postoji jedinstvena ekvivalentna maertingalna mjera P*. Radi
se o odredivanju cijene slucajnog zahtjeva C' = Sy — Sy. Njegova cijena je

C e So & So
(1+T)T|~F0]:E [S7|Fo] — (1+7)T -0 (1+7)T

Co :=E*| = So(1—(1+47r)T)

Promatramo sluc¢ajni zahtjev Cp = 1yepy (K — Sr)*, gdje su B = 105 i K = 120.
Primijetimo da je p = ;=% = 0.75 pa cijenu opcije u svakon ¢voru (v. Sliku 1) ra¢unamo
po formuli za jedan period:

1
Cy = 1r CtT-i—lp_'_ Ct+1( —p)|-

Vrijednosti portfelja ra¢cunamo pomocu formula

c) - ¢t

T ) = D0, _
S, (b= a)’gb? =1+47r) " (Cy — Siady) -

¢ =

(d1) Cijena opcije je Cy = 1.2675.

(d2) Replicirajuéi portfelj je: ¢ = (20.2775, —0.1901), ¢» = (81.1194, —0.9506), ¢h3 =
(84.2799, —1)
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Slika 1: Legenda: S; vrijednost dionice, M; maksimum, (', vrijednost opcije
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2. Neka je (2, F,F,P) filtrirani vjerojatnosni prostor, F = {F;: 0 <t < T} i Fy = {0,Q}.

(a) (3 boda) Neka je Z = {Z; : 0 < t < T} adaptiran slucajni proces na (2, F,F,P).
Definirajte optimalno vrijeme zaustavljanja za slucajni proces Z.

(b) (3 boda) Dokazite da je 79 = min{t > 0 : U, = Z;} optimalno vrijeme zaustavljanja,
gdje je U = {U; : 0 <t < T} Snellov omota¢ slu¢ajnog procesa Z .

(¢) (3 boda) Iskazite teorem o karakterizaciji optimalnih vremena zaustavljanja.

(d) (4 boda) Dokazite teorem iz (c) .
Rjesenje:
(a) Vrijeme zaustavljanja 7 je optimalno za slu¢ajni proces Z ako vrijedi

EZ, =supEZ,

gdje se supremum uzima po svim vremenima zaustavljanja o ograni¢enim s 7.

(b) Bududi da je U™ martingal (zbog E[UY, — U°|F,] = E[liy1<r, (Uig1 —E[Up1 | F)) | Fi] =
0, jer je Uy > Zynat + 1 < 71p), slijedi

Up = Ug" = E[Ur | Fo] = E[Ux] = E[Z5,] .

Neka je o proizvoljno vrijeme zaustavljanja takvo da je 0 < o < T. Tada je U°?
supermartingal pa je
Uy > E[U7|Fo) = E[U,] > E[Z,].
Dakle,
U =E[Z,] = sup E[Z,].

0<eo<T

(¢) Neka je U Snellov omotaé¢ procesa Z. Vrijeme zaustavljanja 7 je optimalno ako i samo
ako vrijedi:
Z.=U, 1 U" je martingal.

(d) Pretpostavimo da je 7 optimalno vrijeme zaustavljanja. 1z dijela (b) znamo da vrijedi

Up = sup E[ZU] = E[ZT] < E[UT] < U07

0<o<T

odakle dobijemo E[Z,] = E[U,], a bududi je U, > Z,, slijedi da je U, = Z,. S druge
strane, buduéi je U™ supermartingal, za 0 < ¢t < T slijedi da je

E[U-] = Uo > E[U]] > E[E[U7| ]| = E[Ur] = E[U],



, odakle, zbog U] > E[U}|F], slijedi
U/ = E[U7|F]
pa je U™ martingal. Obratno, ako je Z, = U, i U™ martingal, onda vrijedi

sup E[ZU] =Up = E[UIT“] = E[UT] = E[ZT]

0<o<T

pa je 7 optimalno vrijeme zaustavljanja.



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME

(a)

(2 boda) Definirajte americku call opciju i americku put opciju.

BROJ BODOVA

(b) (3 boda) Matematicki dokazite da na potpunom trzistu americka call-opcija vrijedi

jednako kao i europska call-opcija.

(¢) (4 boda) Nalazimo se u Cox-Ross-Rubinsteinovom modelu. Vrijednost P; americke put
opcije dana je formulom P, = p.n,(t,S;) za neku funkciju pay, : {0,1..., 7} x R — R.

()

Napisite formulu za funkciju pap,.

(5 bodova) Dokazite formulu iz (c).

Rjesenje:

(a) Americka call opcija s dospijetem T i cijenom izvrSenja K je ugovor koji vlasniku
opcije daje pravo kupiti dionicu po cijeni K u bilo kojem vremenskom trenutku do
datuma dospije¢a T. Alternativno, americka call opcija je americki slucajni zahtjev

Zt - (St - K)+

Americka put opcija s dospijeCem T' i cijenom izvrsenja K je ugovor koji vlasniku opcije
daje pravo prodati dionicu po cijeni K u bilo kojem vremenskom trenutku do datuma
dospije¢a T'. Alternativno, americka put opcija je americki slucajni zahtjev 7, = (K —

St

Unutarnja vrijednost americke i vrijednost europske call-opcije s cijenom izvrsenja K u

trenutku 0 < ¢ < T dane su, redom, s
Zt - (St - K)+
Ci= (14 1) TE((S7 — )|,

a vrijednost americke call opcije je

Ut+1

Ur = Zr,U;_1 = max{Z,, S?E*[SO
t+1

Buduéi da je U P*-supermartingal, dobijemo

Ut Z E* [UT|.Ft] - E* [ZT|.Ft] - E* [ZT|.Ft] == ét,
odakle slijedi da je Uy > Cy zasve 0 <t < T.
Dokazimo jos i obrnutu nejednakost. Krenimo od

s K
Cy > (1+7)'E (1+Tr)T_(1+r)T‘Ft = (L+7)

t
(1+r)
Z St _K7

|F]}L0<t<T—1.

(1+ T)t*TK



jer je {(lftr)t 0<t< T} P*-martingal. Zbog C; > 0, 0 <t < T, dobijemo

CtZ(St—K)Jr:Zt, OStST
Specijalno je } )
Ci>2,0<t<T
pa je C P*-supermartingal koji dominira Z, a bududi da je U najmanji takav, slijedi da

je Cy > U, 0 <t <T, ¢ime smo dokazali trazenu obrnutu nejednakost.

Funkcija p ., je dana formulom
pam(Ta ZL‘) = (K - l‘)+,

L ft+1,2)

ot 2) = K — )%, , 0<t<T,
pantts0) = mox{ (1 oy O

gdje jep* = =2, a f:{0,1,..., T} x R = R je funkcija definirana formulom
flt,x):= (1 =p )pam(t,x(1 4+ a)) + p* pam(t, z(1 +0)).

U CRR modelu je S = {S; : 0 < t < T} Markovljev lanac s matricom prijelaza Q)

danom s .
Qr,a(l+a) =1-p", Qwa(1+b)=p", »'=3—.

Vrijednost americke put opcije je dana s
Ut = pam<t7 St)7
gdje je {(1+7)7'U, : 0 < t < T} Snellov omotac sl. procesa Z = {Z; : 0 < t < T},
Zy=(147r)""(K = 5)", 4.
UT — ZT
Up = max{Z;, (L+ ) 'E'[Upa|F]}, 0<t<T-1,

a, buduéi da je S Markovljev lanac, slijedi da je (14 r)7'U; = u(t,S;), 0 <t < T, gdje
je

u(T,z) = (1477 (K — )",
u(t,z) = max{(1 +7r) (K —2)",Qu(t+ 1,z)}, 0<t<T—1.
Dakle, pam(t,2) = (1 + 7)u(t, z) pa vrijedi
pam(T’ :L‘) = (K - :L‘)+,
Pam(t,r) = max{(K — )", (1 +r)'Qu(t+1,2)}, 0<t<T—1.

Jos je preostalo izracunati

Qu(t+1,z) = Q(z,z(1 +a))u(l +t,z(1 +a)) + Q(z, x(1 + b))u(t + 1,2(1 + b))
=1 —-pu(t+1,2(1+a))+pu(t+1,z(1+0b))
= (1+7) " (1= p)pan(t + La(l +a)) +p pam(t + 12(1+0))]
=(1+r) "t +1,1),

odakle slijedi formula iz (c).
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4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.2, b = 0.4 (relativne
promjene cijena dionice), te 7 = 0.01 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu). Pocetna cijena
dionice je Sy = 500.00 Kn. Promatramo americku put opciju Z; = (K — S;)T s danom
dospije¢a T' = 3 i cijenom izvrsenja K = 450.00 Kn.

(a) (4 bodova) U svakom ¢voru binarnog stabla odredite vrijednost americke put opcije.

(b) (3 boda) Nadite trenutak u kojem je optimalno iskoristiti danu americku put opciju.
Objasnite!

(¢) (3 boda) Cijena dionice raste samo u zadnjem periodu. Kupac opcije odlucio je opciju
iskoristiti u trenutku 7" = 3. Izracunajte profit pisca opcije ako slijedi hedging portfelj.
Rjesenje:
(a) Pogledajte sliku na sljedecoj stranici.

(b) Trazimo vrijeme 7 takvo da je Z, = U, te da je U martingal (tj. U™ = M) (v. sliku
na sljedecoj stranici). Alternativno, u ovom slucaju se radio 7 = 79 = min{t > 0: U, =
Z}, 8to jest optimalno vrijeme zaustavljanja.

(c¢) Vrijednost opcije u trazenom ¢évoru je 2, dok je vrijednost hedging portfelja 6.5 pa je
profit pisca opcije jednak 6.5 — 2 = 4.5.

Legenda: S; vrijednost dionice, 7Z; = (K — S;)" unutarnja vrijednost opcije,

, U= maX{Zt,ﬁf(t + 1,5;)} vrijednost opcije, vrijednost portfelja,
STOP optimalno vrijeme zaustavljanja
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