MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

FINANCIJSKO MODELIRANJE 1
1. kolokvij - 23. studenog 2015.
(Knjige, biljeznice i dodatni papiri nisu dozvoljeni! Kalkulatori su dozvoljeni.)

1. Promotrimo jednoperiodni model financijskog trzista s jednom nerizicnom i d rizicnih
imovina (d > 1) definiranih na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P). Pretpostavimo da model
ne dopusta arbitrazu. Neka je C' slu¢ajni zahtjev na tom trzistu.

(a) (1 bod) Definirajte nearbitraznu cijenu sluc¢ajnog zahtjeva C'.
(b) (1 boda) Definirajte dostizni sluc¢ajni zahtjev.

(¢) (2 boda) Neka je C' dostizni sluc¢ajni zahtjev. Dokazite da za bilo koja dva replicirajuéa
portfelja ¢ i ¢ za C vrijedi Vy(¢) = Vo().

(d) (2 boda) Pretpostavimo da skup nearbitraznih cijena I1(C') slu¢ajnog zahtjeva C' nije
jednoclan. Moze li C' biti dostizan? Vase tvrdnje dokazite.

(e) (1 bod) Definirajte potpuni model.

(f) (3 boda) Pretpostavimo da je model potpun. Dokazite da je ekvivalentna martingalna
mjera jedinstvena te da je broj elemenata skupa €2 najvise jednak d + 1.

Rjesenje:

(a) Nearbitrazna cijena slu¢ajnog zahtjeva C' je nenegativni broj 7¢ > 0 takav da je novi
model trzista prosiren s

0 ol d _c 0 ol d
S0, S0y -390, T ST, 81, ..., 57, C.
bez arbitraze.

(b) Slucajni zahtjev C' je dostizan ako postoji portfelj ¢ € R takav da je
d
C=Vi(¢)=0¢ S1=0"(1+71)+ > ¢'S}.
i=1

(c) Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera (koja postoji po prvom fundamentalnom
teoremu) i neka su ¢, ¢ replicirajuéi portfelji za C'. Tada vrijedi

E*{ C }:E* [(b'sl}zqs.so:vo((p)

I+ L+r
i slicno se pokaze da je E* [FCT] = Vo(v), otkud Vo(¢) = Vo(2).



()

Pretpostavimo da je C' dostizan i neka je ¢ replicirajuéi portfelj za C. Za P* P** € P

vrijedi
- S C
o-os-w 3] <]

o) =& [ 1],

odakle slijedi da je II(C') jednoclan. Stoga, ako II(C') nije jednoclan, onda C' ne moze
biti dostizan.

te se na isti nacin dobije

Model je potpun ako je svaki slucajni zahtjev dostizan.

Slucajni zahtjev 1.y je dostizan za w € Q pa je po (d) (obrat po kontrapoziciji!) II(1.)
jednoclan, odakle slijedi da je

1 w * 1 w * * *
Pi({w}) = (1+7)E; Li}r] = (1+7)E; Li}r} =P;({w}), VP;, B e P, Vwe.

Dakle, skup ekvivalentnih martingalnih mjera P je jednoclan, tj. ekvivalentna martin-
galna mjera je jedinstvena.

Neka je Q = {wi,...,wg}. Identificiramo li skup sluc¢ajnih varijabli na s R¥ (preko
izomorfizma X — (X (wq),..., X (wk)), zbog potpunosti modela slijedi da je preslikava-
nje

R3¢ = V(p)=¢ -5 €{X: X Q>R sl var.} 2RX

surjektivni linearni operator (epimorfizam). Dakle, treba vrijediti

d+ 1= dim(R*"!) > dim(R¥) > K.
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2. Promatramo model financijskog trzista s jednim vremenskim periodom, tri elementarna
dogadaja, 2 = {w,wq, w3}, te dvije financijske imovine. Kamatna stopa na nerizi¢nu imovinu
jednaka je r = 0.05, dok se rizicna imovina modelira na sljedec¢i nacin:

Sy =100, S}(wy) =70, S}(ws) =120, Sj(ws3) = 150.
a) (4 boda) Izracunajte skup svih ekvivalentnih martingalnih mjera P.

(
(b

)
) (2 boda) Dopusta li ovaj model trzista arbitrazu? Obrazlozite.
(¢) (2 boda) Je li ovaj model potpun? Obrazlozite.
(d) Neka je C'= (S} —90)" call opcija na rizitnu imovinu s cijenom izvrsenja K = 90.

(d1) (3 boda) Odredite sve nearbitrazne cijene slu¢ajnog zahtjeva C.
(d2) (2 boda) Je li slucajni zahtjev C' dostizan? Obrazlozite.

Rjesenje:
(a) Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera te neka je p; = P*({w;}), i = 1,2,3. Tada
je S§ = E*[S]]. Zato vrijede sljedece dvije jednadzbe:
105 = 70p* + 1205 + 150p}
L = pr+p+p5.
Uvedemo li A := p}, onda iz gornjih jednadzbi slijedi p; = 2 — SXipf = —5 + 2\ Iz
pi,p5,p5 € (0,1) slijedi

3 8 1 5
1 S _2x<1 —C 4 IA< 1.
0< <1, 0<2 3)\< 0< 5 3)\<

Odavde dobivamo A € (0,1) N (&, %) N (3, %) = (&, ). Dakle

Alternativno,
3 3.7 8 7 9 3 7 5 7

(b) Buducdi da je skup ekvivalentnih martingalnih mjera neprazan, model trzista ne dopusta
arbitrazu po prvom fundamentalnom teoremu.

(¢) Bududi da ekvivalentna martingalna mjera u ovom modelu nije jedinstvena, po drugom
fundamentalnom teoremu ovaj model nije potpun.



(d1) Skup svih nearbitraznih cijena slu¢ajnog zahtjeva C' je dan s

ney-{=[C ] er)

Zbog

g [ C )30 (3 8\Y, 60 (1 53 15420\ (39
1+r| 1.05\2 3 .05\ 2 3°)  1.05 10’ 16

dobijemo II(C') = (20, 25).
(d2) Ako bi C' bio dostizan, onda bi skup II(C') bio jednoclan, $to nije. Dakle, C' nije dostizan.
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3. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenucima trgovanja 0,1,2,...,7T,
jednom nerizi¢nom i d rizicnih financijskih imovina (d > 1). Pretpostavimo da je kamatna
stopa na trzistu jednaka r > 0 i oznac¢imo cijenu i-te imovine u trenutku ¢t = 0,1,...,7T sa S},

i=0,1,...,d

(a) (2 boda) Definirajte strategiju trgovanja (dinamicki portfelj) te samofinancirajuéu stra-
tegiju trgovanja.

(b) (3 boda) Definirajte dopustivu strategiju, arbitrazu i trziste koje ne dopusta arbitrazu.
(¢) (2 boda) Definirajte ekvivalentnu martingalnu mjeru (mjeru neutralnu na rizik).

(d) (3 boda) Definirajte vrijednost V;(¢) strategije trgovanja ¢ za 0 < ¢t < T'. Dokazite da
za samofinancirajucu strategiju ¢ vrijedi

Vi(¢) =Vo(@)+ > _¢i-AS;, 0<t<T,
i=1

(e) (3 boda) Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera P* i da je strategija
¢ samofinancirajuc¢a. Dokazite da je {% : 0 <t < T} P*martingal u odnosu na
t
prirodnu filtraciju.

Rjesenje:

(a) Strategija trgovanja je predvidivi sluéajni proces ¢ = {¢; = (¢, ¢},...,¢%) : 0 <t <
T}. Kazemo da je strategija trgovanja ¢ samofinancirajuca, ako vrijedi

(bt'St:(btJrl'St Za Sve OStST—l

(b) Strategija ¢ je dopustiva, ako je samofinancirajuca te ako vrijedi
OG-Sy >0 zasve 0<t<T.
Kazemo da je strategija arbitraza ako je dopustiva te vrijedi
Go-So=0 1 P(Sr-¢r>0)>0.
Trziste ne dopusta arbitrazu ako ni jedna dopustiva strategija nije arbitraza.

(c) Vjerojatnosna mjera P* na (2, F) je ekvivalentna martingalna mjera ako vrijedi P* ~ P
tezasve 0 <t<T —1

E*[Si, | Fi] = Si zasve i€ {0,1,...,d}.

Gornja formula zapravo znaci da su diskontirane cijene financijskih imovina P*-martingali.



(d) Vrijednost strategije ¢ je definirana s Vi(¢) = ¢; - Sy, 0 <t < T. Ako je ¢ samofinanci-
rajuca, onda je ¢;r1-5; =¢; - S; za 0 <i <T — 1 pa je

t

Vi(o) = Vo(o) + Z(‘Z(@ = Vie1(0)) = Vo(9) + Z(¢z S — i1 Sic1)

i=1
t

=Vo(o) + Z(¢z S — ¢ Sisy) = Vo) + Z¢i - AS;.

i=1 i=1

(e) Vrijedi

d d d
s Vig1(d ek [De41-S, _ i %[ O¥i _ i i i Qi V(o
B = BT P = D 0B ISPl = 3 oin i = 30l = '

gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili predvidivost procesa ¢ i S°, definiciju
ekvivalentne martingalne mjere te ¢injenicu da je ¢ samofinancirajuca.

Martingalnost se mogla vidjeti na jos jedan nac¢in. Naime, iz (d) slijedi da je %{P = Vi(¢)
suma konstante i martingalne transformacije P*-martingala pa je i sama P*-martingal.
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4. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenucima trgovanja 0,1,2,...,7T,
jednom nerizi¢nom i d riziénih financijskih imovina (d > 1). Kamatna stopa je r > 0.

(a) (2 boda) Definirajte dostizni slucajni zahtjev i potpuno trziste.

(b) (2 boda) Iskazite teorem koji daje nuzne i dovoljne uvjete da bi trziste bilo potpuno.

(¢) (6 bodova) Dokazite teorem iz (b).

(d) (4 boda) Pretpostavimo da je trziste potpuno i da je S? = (1 +7)%, 0 <t < T. Neka
suC = (SL—K)TiP = (K- S})" call i put opcije na prvu financijsku imovinu s
dospije¢em T i cijenom izvrsenja K. Oznac¢imo sa C; i P; njihove vrijednosti u trenutku
t=20,1,...,T. Dokazite call-put paritet

K

Ci= =8 — g

t=0,1,....T
Rjesenje:
(a) Slucajni zahtjev C je dostizan, ako postoji dopustiva strategija ¢ takva da je Vp(¢) = C.

Trziste je potpuno ako je svaki sluc¢ajni zahtjev dostizan.

(b) Model trzista bez arbitraze je potpun ako i samo ako postoji jednistvena ekvivalentna
martingalna mjera.

(c) Pretpostavimo da je model trzista bez arbitraze potpun. Neka je C' slucajni zahtjev i
neka je ¢ dopustiva strategija takva da je C'= Vp(¢). Tada vrijedi

0
T

T
S =Vi(6) = Vo(@) + Y _ ¢ - AS;
j=1

pa za ekvivalentnu martingalnu mjeru P* vrijedi
E'[S] = Vo(o)

Promatrajuci slucajni zahtjev S% za dvije ekvivalentne martingalne mjere Py i Py do-
T

bijemo E;C = E,C za sve slucajne zahtjeve C'. Bududi da je C Fp = F = P(Q)-
izmjeriva, uzimajuéi C' = 1y, w € Q, dobijemo Py ({Q2}) = Py ({Q}) za sve w € Q, tj.
Pl - ]PQ.

Obratno, pretpostavimo da trziste bez arbitraze nije potpuno. Tada postoji slucajni
zahtjev C koji nije dostizan. Definiramo vektorski prostor

T
V={Us+ Z O AS; U, Fo-izmjeriva,
t=1

¢={¢=(¢},...,¢%): 1 <t < T} predvidivi proces}.



Nadopunimo li sluc¢ajni proces ¢ iz definicije prostora V do samofinancirajuce strategije,
dobijemo da je )
V = {Vr(¢) : ¢ samofinancirajuca strategija}.

Buduéi da C nije dostizan, ne moze se dosti¢i samofinanciraju¢om strategijom, tj. s% ¢
T
V, otkud slijedi da je

V pravi potprostor od M ={X : X : Q — R sl. var..}
Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera. Definirajmo na M skalarni produkt
(X)) =E[XY], X, YeM.

Tada postoji X € M, X # 0 takva da je X ortogonalna na V, tj. (X,Y) = 0 za sve
Y eV

Definirajmo novu mjeru

P ({w}) = (1+ 78l )P ({w}), weQ,

gdje je || X || := supyeq | X (w)]. Uzmemo li Uy =11 ¢ =0, dobijemo da je 1 € V pa je
0=(1,X) = X(w)P*({w}).
weN
Zato je
Y P {wh) =) Prwh) + s ) XWP(fwh) =1+0=1,
we weN we
tj. P** je vjerojatnosna mjera. Bududi da je 1+ Qﬁ(;ﬁ) >1-— l > 0 za sve w € €, slijedi

da su P** i P* ekvivalentne pa je P** ~ P. Provjerimo jos da j Je P** martingalna mjera.
Neka je ¢ = {¢; = (¢},...,¢%) : 0 <t < T} predvidivi proces. Tada je

T T T
= t=1 t=1

jer je prvi sumand martingal kao martingalna transormacija martingala pa je jednak
E*[p1-AS)] = 3L, ¢ (E*[Si] — 54) = 0, dok je drugi sumand jednak 0 zbog ortogonal-
nosti. Dakle, {St 10 <t < T} je P*-martingal pa je P** je ekvivalentna martingalna
mjera i P** # P* (zbog X # 0), ¢ime smo dosli do kontradikcije.

Neka je P* jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera i neka su ¢ i v replicirajuci
portfelji za C'i P, redom. Tada je Cy = Vi(¢) i P, = Vi(¥), zat = 0,1,...,T. Buduéi
da je {Vi(¢) : 0 <t < T} martingal i C — P = (S+ — K)* — (K — S})* = Sk —

dobijemo
Ci = P, = Vi(¢) = Vi(¥) = (L + ) E[q5yr ] = L+ 1) E [5r
= (1+r)Elgmr Al = (1+ T)tE[(1+T)T | Fi]

— t_St 1 K
= (L4 w5y — mr= = St~ @

7| 7]

(1+7)




