MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

FINANCIJSKO MODELIRANJE 1
1. kolokvij - 28. studenog 2014.
(Knjige, biljeznice i dodatni papiri nisu dozvoljeni! Kalkulatori su dozvoljeni.)

1. Promatramo model financijskog trzista s jednim vremenskim periodom, tri elementarna
ogadaja = {wi,ws,ws}, 1 dvije financijske imovine. Kamatna stopa na nerizi¢cnu imovinu

dogadaja, €2 ,wa, wak, 1d fi ki K tna st

jednaka je r = 0.05, dok se rizicna imovina modelira na sljede¢i nacin:

Sy =100, S(wy) =80, S}(wy) =150, Sj(ws) = 130.

a) (4 boda) Izracunajte skup svih ekvivalentnih martingalnih mjera P.

(c
(d

(a) ( )
(b) (2 boda) Dopusta li ovaj model trzista arbitrazu? Obrazlozite.
) (2 boda) Je li ovaj model trzista potpun? Obrazlozite.

) (

4 boda) Neka je C' = (S] — 80)T call opcija na rizicnu imovinu s cijenom izvrsenja
K =80. Dali je C dostizan sluc¢ajni zahtjev? Obrazlozite.

Rjesenje:
(a) Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera, te neka je p; = P*({w;}), i = 1,2,3. Tada
je S§ = E*[S}]. Zato vrijede sljede¢e dvije jednadzbe:
105 = 80p" + 150p; + 130p}
L = pr+p+ps.

Ako uvedemo X := pj, onda iz gornjih jednadzbi slijedi pj = —2 + 2\ i pj =
Pt 05,05 € (0,1) slijedi
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Odavde dobivamo A € (0,1)N (3,15) N (&, ) = (3, )- Dakle
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Alternativno,

ili



(b)

Bududi da je skup ekvivalentnih martingalnih mjera neprazan, model trzista ne dopusta
arbitrazu po prvom fundamentalnom teoremu.

Bududi da ekvivalentna martingalna mjera u ovom modelu nije jedinstvena, po drugom
fundamentalnom teoremu ovaj model nije potpun.

Trazimo portfelj ¢ = (¢°, ¢') koji replicira slucajni zahtjev C, tj. ¢ -S; = C. Dakle,
treba vrijediti:

1.05¢° +80¢' = C(w;) =0
1.05¢° + 150¢" = C(ws) = 150 — 80 = 70
1.05¢° + 130¢" = C(ws) =130 —80 = 50.
Oduzimanjem zadnje dvije jednadzbe dobijemo ¢! = 1, a onda iz prve jednadzbe ¢° =

—80/1.05 = —76.1905. Stoga je ¢ = (—76.1905,1) replicirajuéi portfelj za call opciju
C.

Primijetimo da je mogucée da neki slucajni zahtjevi budu dostizan unato¢ tome sto je
trziste nepotpuno.

Dostiznost se na drugi nac¢in mogla vidjeti ovako. Buduéi je skup svih nearbitraznih

cijena
O e
H(C)_{E LJFT}.]P’ 677}

jednoclan, jer je

g C ] _ 70 (5, 5,) 30 (9 7,)_ 100
1+r| 1.05 4 2 1.05\4 2°/) 1.05

) pa ako C' ne bi bio dostizan, onda bi II(C') bio otvoreni interval, sto

zasve N € (3,2

nije.
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2. Promotrimo jednoperiodni model financijskog trzista s jednom nerizicnom i d rizi¢nih
imovina (d > 1) koji ne dopusta arbitrazu. Neka je C' sluc¢ajni zahtjev na tom trzistu.

(a) (3 boda) Definirajte nearbitraznu cijenu 7¢ slu¢ajnog zahtjeva C' i dokazite da je skup
svih nearbitraznih cijena sluc¢ajnog zahtjeva C' dan s

e - {o [ ] e ).

gdje je P skup svih ekvivalentnih martingalnih mjera i » > 0 kamatna stopa na nerizicnu
imovinu.

(b) (1 boda) Definirajte dostizni slu¢ajni zahtjev.
(¢) (3 boda) Ako je C' dostizan, dokazite da je II(C') jednoclan.

(d) (5 bodova) Ako C' nije dostizan, dokazite da je II(C') otvoreni intrerval.

Rjesenje:

(a) Realni broj 7 > 0 je nearbitrazna cijena sluc¢ajnog zahtjeva C ako je novi model trzista
progiren s S5 = 7¢ 1 S¢™ = C bez arbitraze.

Ako je m¢ € TI(C') nearbitrazna cijena, onda po prvom fundamentalnom teoremu

postoji ekvivalentna martingalna mjera P za prosireno trziste. Specijalno, vrijedi

~ S
Si=E|——|, i=0,1,...,d
0 {1 + r}
. ot .o . c __ il C
pa je P € P te vrijedi 7¢ = E [m]
Neka je P* € P i ¢ = E* [% . Tada je P* ekivalentna martingalna mjera i za

prosireno trziste pa je 7¢ € I1(C) .

(b) Slucajni zahtjev C je dostizan ako postoji portfelj ¢ € R4*! takav da je
d . .
C=¢-Si=¢"(L+r)+) ¢S}
i=1

(c) Neka je P* € P ineka je ¢ replicirajuéi portfelj za C. Tada vrijedi

) -r [t -os

Iz gornjih jednakosti zakljucujemo:




e ¢-Sy=1 -5y za svaki replicirajuci portfelj ¢ za C,

e $-Sy=E [?CJ za svaku ekvivalentnu martingalnu mjeru P € P .
Dakle, II(C) = {¢ - Sp} je jednoclan.

Ocito je TI(C) # 0 (jer je P # () i omeden. Zbog konveksnosti skupa P je i II(C
konveksan. Naime, za 7, 7§ € II(C) postoje Py, Py € P takvi da je 7¢ = E; [127»] i=
1,2 paza X € [0, 1] vrijedi

(1—)\)7T10+)\7TS:E*{ ¢

1+ r] € 1C),

gdje je P* = (1 — A\)P; + AP, € P. Dakle II(C) je omeden, neprazan i konveksan
podskup od R pa mora biti interval. Dokazimo da je otvoreni interval.

Uzmimo 7 € TI(C) i pronadimo 7, 7 € II(C) takve da je
T T T,
Neka je P* € P takav da je m = E* [?CJ Zbog nedostiznosti C' vrijedi C' € W, gdje je
W= {¢-5:¢cR" portfelj}.

Bududi je Q = {wy, ..., wx}, W mozemo shvatiti kao vektorski potprostor od R¥ pa po
teoremu separacije (v. Lemu 1.7 (b) u skripti) postoji linearni funkcional £ : RX — R
takav da je

EW)=0 zasve WeW 1 &C)>0. (*)

Funkcional ¢ je reprezentiran vektorom (£i,...,¢x) € RE i bez smanjenja opéentosti
mozemo pretpostaviti da je

61 < Smin{E"({ur)) - € (1.2, K} (@)

. ... *m
(jer u (*) mozemo sve pomnoziti s 2
max;=1,.., K |&]

Definirajmo mjeru na (2, P(Q2)) s
IP)<{MJ}) = ]P*<{wj}) + §j7 JE {17 2,.. '7K} :
Zbog (@) je P({w;}) > P*({w;}) — tP*({w;}) > 0 zasve j € {1,2,..., K} i
Z]f" {wj}) Z(P*({wj}) +&§) =1+ ij =1,

jer je 1 = 1Jrr(l +7r)eWpajeld=¢(1) = Zjil ¢, . Dakle, P je vjerojatnosna mjera i
ekvivalentna je s P*. Dokazimo da je i martingalna mjera. Primijetimo da za slu¢ajnu
varijablu Z : 2 — R vrijedi

EZ = ZZ w;)P({w;}) E*Z+Z§j2(wj) =R*Z+£(2). (W)



Specijalno, EW = E*W za sve W € W odakle dobijemo

[ Si gi A
E|l—| =E|—| =5 '
l1+7”] [1+T:| Sy, zasve i€ {0,1,...,d}

pa je P e P. Takoder, iz (#) i £(C) > 0 dobijemo
B [ _ B O+ >>E*[C]

B 147 1+r 1+r
Slicno, definiravi mjeru P({w;}) = P*({w;}) — &, za j € {1,2,..., K} se pokaze da je

PepPi . I
[ R
1+7r 1+7r 147

fr::f@{
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3. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenucima trgovanja 0,1,2,...,7T,
jednom nerizi¢nom i d rizi¢nih financijskih imovina (d > 1).

(a) (2 boda) Definirajte strategiju trgovanja (dinamicki portfelj) i samofinancirajuéu stra-
tegiju trgovanja.

(b) (3 boda) Definirajte dopustivu strategiju, arbitrazu i trziste koje ne dopusta arbitrazu.
(¢) (2 boda) Definirajte ekvivalentnu martingalnu mjeru (mjeru neutralnu na rizik).

(d) (3 boda) Definirajte dostizni sluc¢ajni zahtjev i potpuno trziste. Iskazite teorem koji
daje nuzne i dovoljne uvjete da bi trziste bilo potpuno.

(e) (3 boda) Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera. Dokazite da trziste
ne dopusta arbitrazu.

Rjesenje:

(a) Strategija trgovanja je predvidivi sluéajni proces ¢ = {(¢%,¢1,...,¢%) : 1 <t < T}.
Kazemo da je strategija trgovanja ¢ samofinancirajuca, ako vrijedi

Or Sy =1+ S zasve 0<t<T —1.

(b) Strategija ¢ je dopustiva, ako je samofinancirajuéa te ako vrijedi
OG-Sy >0 zasve 0<t<T.
Kazemo da je strategija arbitraza ako je dopustiva te vrijedi
$o-So=0 i P(Sr-¢r>0)>0,
Trziste ne dopusta arbitrazu ako ni jedna dopustiva strategija nije arbitraza.

(c) Vjerojatnosna mjera P* na (2, F) je ekvivalentna martingalna mjera ako vrijedi P* ~ P
tezasvet €{0,1,...,T —1}

E*[SL,,|Fi] = Si zasve i€ {0,1,...,d}.
Gornja formula zapravo znaci da su diskontirane cijene financijskih imovina P*-martingali.

(d) Kazemo da je sluc¢ajni zahtjev C' dostizan ako postoji dopustiva strategija ¢ takva da je
or- St = C'. Trziste je potpuno ako je svaki slucajni zahtjev dostizan. Da bi trziste bilo
putpuno nuzno je i dovoljno da postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera.



(e) Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera. Neka je ¢ = {(¢, é1,...,¢8) : 0 <t < T}
dopustiva strategija takva da je ¢y - Sy = 0. Primijetimo da zbog dopustivosti vrijedi

t t
¢O'SO+Z¢i'ASt:¢O'SO+Z¢i'(Si_si—l)
i=1 i=1
t ~ t—1 ~
:¢0'50+Z¢i'5i—z¢i+1'5i
i=1 i=0
t ~ t—1 ~ ~
:¢O'SO+Z¢i'Si_Z¢i'Si:th'Sta
i=1 i=0

za 1l <t <T. Bududi su {Si:0 <t < T} P-martingali za sve i € {0,1...,d}, slijedi
da je i proces V(¢) = {Vi(¢) : 0 <t < T} definiran s

t
Vi(@) =1 Si =0 S0+ > - AS, 0<t<T
i=1
martingal kao martingalna transformacija. Zato je
E[Vr ()] = E*[Vo(¢)] = 0. ()

Zbog dopusivosti je P(Vp(¢) > 0) = 1 pa je i P*(Vp(¢) > 0) = 1. Stoga je zbog (*)
P(Vr(¢) =0) =1 pa ¢ nije arbitraza.
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4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima —1 < a < b (relativne promjene
cijena dionice), r (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu) i vremenskim horizontom 7'. Pocetna
cijena dionice je Sy.

(a) (2 boda) Neka je P vjerojatnost na (Q, F). Dokazite da je slucajni proces {S; : 0 < t <
T} martingal ako i samo ako je

E[X,|Fiy]| =r zasve 1<t<T.

(b) (4 boda) Dokazite da Cox-Ross-Rubinsteinov model ne dopusta arbitrazu ako i samo
ako je a <r <b.

(¢) (2 boda) Pretpostavimo da je Cox-Ross-Rubinsteinov model potpun. Iskazite i dokazite
formulu za call-put paritet za europsku opciju s cijenom izvrsenja K i datumom dos-
pijeca T

(d) Neka su parametri u Cox-Ross-Rubinsteinov modelu zadani s a = —0.1, b = 0.2 i
r = 0.125. Pretpostavimo da je vremenski horizont 7" = 3 i pocetna cijena dionice
Sp = 100. Promatramo up-and-in put opciju s cijenom izvrSenja K = 120 i barijerom
B =105.

(d1) (3 boda) Odredite cijenu opcije.
(d2) (2 boda) Odredite replicirajuéi portfelj u slu¢aju da je S; =901 Sy = 108.

Rjesenje:
(a) Za 1 <t <T vrijedi

E[SH.E_J — St—l < E[St|ft_1] — (1 + T)St_l

— E{ St |]—“t_1} =147
St-1

o E[l—f-Xt‘Ft,l] =1+r
< E [Xt|ft71] =T.

(b) Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera. Tada je
E* [Xt|ft,1] =T,

jer je {5} : 0 <t < T} P*-martingal. Pretpostavimo da ne vrijedi a < r < b. Tada
bi slucaju r < a slijedilo

P(X;>r)=P"(X1€{a,b})=1 i P(X;>r)=P"(X;>0b) >0,

pa ne bi vrijedilo E*[X}|F;_1] = r, ¢ime smo dosli do kontradikcije. U slucajur > b
na slican nac¢in dolazimo do kontradikcije.



Pretpostavimo da je a < r < b i pronadimo ekvivalentnu martingalnu mjeru P*.
Definirajmo
r—a
t = € (0,1).
Neka je P} vjerojatnost na (Qq,P(4)), gdje je Q1 = {a, b}, definirana s
Pi{oy) =p" i Pi({a}p) =1-p".

Definirajmo na P* na (2, P(92)), gdje je 2 = QT tako da je

P*{(w1,...,wr)}) =Pi({wi}) - - - Pi({wr}), (wi,...,wr) € Q.
Tadaje P* ~ Pi Xy, ..., Xr (definirane ve¢ u CRR modelu kao projekcije X;((wy, ... ,wr)) =
wy) su nezavisne i jednako distribuirane u odnosu na P*:

Pr(X;=a)=1-p", P(X,=0b)=p" 1<t<T.

7Zbog nezavisnosti je
E* [ X Fi1]) =E' Xy = (1 —pTa+pb=r

pa je (npr. po (a)) slucajni proces {S; : 0 < t < T} P*-martingal. Dakle, P* je
ekvivalentna martingalna mjera.

(c) Na dan dospijeca vrijedi
Cr=(Sr—K)" i Pr=(K-57)"

Bududéi je model potpun, postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera P* te su
slucajni zahtjevi Cr i Ppr dostizni pa postoje dinamicki portfelji ¢ i ¢ takvi da je
Vr(p)=Cri VT(QS) Pr. Bududi su V(¢) i V(¢) P*-martingali, vrijedi

Co— R ¢) — Vo(¥ )= E*[Vo(9) — Vo(¥)]

Vol
= E*[ 7(¢) = Ve (¥)] = E[(1+r)~"(Cr — Py)]
=E [(1+r) " ((Sr— K)" = (K = Sp)")] =E*[(1+r) " (Sr — K)]
K

=E*[So) — (1+7r)"K =S, — AT

(d) Promatramo slucajni zahtjev Cr = lpuspy (K — Sp)t, gdje su B = 1051 K = 120.
Primijetimo da je p = = 0.75 pa cijenu opcije u svakon évoru (v. Sliku 1) racunamo
po formuli za jedan perlod

1
Cy = —— 11r C+1P+Ct¢+1(1—p) .

Vrijednosti portfelja ra¢cunamo pomocu formula
g — Clp+ Cil—p)
t St—l (b - (l)

(00 = (L+1) " (Crot = S

(d1) Cijena opcije je Cy = 1.50123.
(d2) Replicirajuéi portfelj je: ¢1 = (9.00741, —0.075067), ¢ = (—12.0099, 0.187656),
3 = (64.0527, —0.703704)
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120 129.6
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1.12593 1(4)4

108 129.6
120 129.6
5.0667 0

100
o 0
1.50123 22.8

108 129.6
108 129.6
5.0667 0

o 97.2
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Q9 )}
0.0(( (S )
22.8

81 97.2
100 100

72.9
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Slika 1: Legenda: S; vrijednost dionice, M; maksimum, (', vrijednost opcije



