JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ
19. lipnja 2015.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.

Izra¢unata rjesenja (brojevi), bez ocjene greske koja garantira trazenu to¢nost, ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: nedjelja, 28. lipnja 2015., kasno navecer na webu.
Uvid u kolokvije: ponedjeljak, 29. lipnja 2015., u 10 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.)

(a) Napisite oblik i osnovna svojstva Givensove rotacije u ravnini. Kako izgleda matrica rotacije reda n u (i, j)
ravnini?

(b) Neka je G € R™*™ uz m > n, pravokutna matrica koja ima puni rang po stupcima, tj. rang(G) = n.
Opisite kako se primjenom ravninskih rotacija ra¢una QR faktorizacija matrice G — svodenje matrice G na
trokutasti oblik i ra¢unanje matrice Q.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 2
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadana je funkcija
f(x) = ="

na intervalu [0, 3], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite
kvadratni polinom ¢ koji zadovoljava uvjete

i aproksimira funkciju f na zadanom intervalu, s tezinskom funkcijom w(x) = 1.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 3
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadan je integral

0
/(ac2 +z+1)e"dx

-1

i trazena tocnost ¢ = 10~%. Nadite potrebne brojeve podintervala ny i ng za garantiranu tocnost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 4
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)
(a) Odredite tezine wq, wj, we i ¢vor x2 u opéoj integracijskoj formuli oblika

1

1 1
[ f@)de m i (3) +uir (3) + wnfla),
0
iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma sto je mogucée veceg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule?
Pomo¢u ove formule izrac¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(x) = x/x i nadite pravu gresku.
(b) Sto vrijedi za tezinske koeficijente u Newton-Cotesovim (ili interpolacijskim) integracijskim formulama, a sto

u Gaussovim integracijskim formulama? Ima li to neke veze s konvergencijom odgovarajué¢ih formula i sto se
zna o konvergenciji?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 5
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)

(a)

Odredite najvece negativno sjeciste grafova krivulja zadanih jednadzbama
y=sinz i y=a>+x—0.5,

uz to¢énost € = 5 - 1073.

Napomene: Duljina pocetnog intervala za nalazenje rjeSenja mora biti barem 1/2. Detaljno obrazlozite sve
svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!

Opisite Newtonovu metodu za nalazenje nultocaka funkcije f na intervalu [a, b]. Kako se rac¢unaju iteracije i
uz koje uvjete su dobro definirane? Mora li ova metoda globalno konvergirati? Mora li ova metoda lokalno
konvergirati? Koji je red konvergencije i kako mozemo modificirati metodu za visestruke nultocke?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ
19. lipnja 2015.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.

Izra¢unata rjesenja (brojevi), bez ocjene greske koja garantira trazenu to¢nost, ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: nedjelja, 28. lipnja 2015., kasno navecer na webu.
Uvid u kolokvije: ponedjeljak, 29. lipnja 2015., u 10 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.) Neka je G € R™*" uz m > n, pravokutna matrica koja ima puni rang po stupcima, tj. rang(G) = n.

(a) Napisite “puni” i “skrac¢eni” oblik QR faktorizacije matrice G.

(b) Napisite iskaz teorema o egzistenciji i jedinstvenosti QR faktorizacije matrice G.

(¢) Ukratko komentirajte $to se dogada ako G nema puni rang po stupcima.
)

(d) Ukratko opisite neku numeri¢ku metodu za raéunanje QR faktorizacije.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 2
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadana je funkcija
f(x) = ="

na intervalu [0,4], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite
kvadratni polinom ¢ koji zadovoljava uvjete

i aproksimira funkciju f na zadanom intervalu, s tezinskom funkcijom w(x) = 1.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 3
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadan je integral

0
1 .
/ (5302 +x+ 1)6“ dx

-1

i trazena tocnost ¢ = 10~%. Nadite potrebne brojeve podintervala ny i ng za garantiranu tocnost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 4
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)
(a) Odredite tezine wq, wj, we i ¢vor x2 u opéoj integracijskoj formuli oblika

1

[ t@)de m s (5) + uir (5) + wnfla),

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma sto je mogucée veceg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule?
Pomoéu ove formule izra¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(r) = 22/ i nadite pravu gresku.

(b) Sto su Gauss-Radauove integracijske formule i koji je njihov stupanj polinomne egzaktnosti? Sto vrijedi za
¢vorove u ovim formulama i §to zadovoljava pripadni polinom ¢vorova?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 5
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)

(a)

Odredite najmanje pozitivno sjeciste grafova krivulja zadanih jednadzbama
y=cosr i y=—x°—x+ 1.5,

uz toénost € = 1073,

Napomene: Duljina pocetnog intervala za nalazenje rjeSenja mora biti barem 1/2. Detaljno obrazlozite sve
svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!

Opisite metodu pogresnog polozaja (“regula falsi”) za nalazenje nultocaka funkcije f na intervalu [a, b]. Kako
se racunaju iteracije i uz koje uvjete su dobro definirane? Uz koje pretpostavke ova metoda sigurno konvergira
i koji je red konvergencije? Je li ova metoda brza od metode raspolavljanja?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ
19. lipnja 2015.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.

Izra¢unata rjesenja (brojevi), bez ocjene greske koja garantira trazenu to¢nost, ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: nedjelja, 28. lipnja 2015., kasno navecer na webu.
Uvid u kolokvije: ponedjeljak, 29. lipnja 2015., u 10 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.) Neka je A € R**™ uz n > m, pravokutna matrica koja ima puni rang po stupcima, tj. rang(A) = m,
i neka je b € R™ zadani vektor.

(a) Napisite pripadnu matri¢nu formulaciju problema najmanjih kvadrata.

(b) Napisite iskaz teorema o karakterizaciji rjeSenja problema najmanjih kvadrata preko sustava normalnih
jednadzbi i njegovu geometrijsku interpretaciju.

(c) Ukratko komentirajte sto se dogada ako A nema puni rang po stupcima.

(d) Ukratko opisite neku numeri¢ku metodu za raGunanje rjesenja sustava normalnih jednadzbi.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 2
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadana je funkcija
f(x) = ="

na intervalu [0, 3], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite
kvadratni polinom ¢ koji zadovoljava uvjete

i aproksimira funkciju f na zadanom intervalu, s tezinskom funkcijom w(x) = 1.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 3
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadan je integral

0
/(Jc2 + 2z + 1)e" dx

-1

i trazena tocnost ¢ = 10~%. Nadite potrebne brojeve podintervala ny i ng za garantiranu to¢nost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 4
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)
(a) Odredite tezine wq, wj, we i ¢vor x2 u opéoj integracijskoj formuli oblika

1

[ t@dem s (3) +uir (5) + wnfla),

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma sto je mogucée veceg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule?
Pomoéu ove formule izra¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(r) = 22/ i nadite pravu gresku.

(b) Sto su Gaussove integracijske formule i koji je njihov stupanj polinomne egzaktnosti? Sto vrijedi za Evorove
u ovim formulama i §to zadovoljava pripadni polinom ¢vorova?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 5
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)

(a)

Odredite najvece negativno sjeciste grafova krivulja zadanih jednadzbama
y=sinz i y=—-2>+15zx+1,

uz toénost € = 1073,

Napomene: Duljina pocetnog intervala za nalazenje rjeSenja mora biti barem 1/2. Detaljno obrazlozite sve
svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!

Opisite metodu jednostavne iteracije i kako se ona koristi za nalazenje nultocaka funkcije f na intervalu [a, b].
Uz koje pretpostavke ova metoda sigurno konvergira i koji je red konvergencije? Je li ova metoda brza od
metode raspolavljanja? Moze li ova metoda biti jednako brza kao Newtonova metoda, ili ¢ak i brza?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ
19. lipnja 2015.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.

Izra¢unata rjesenja (brojevi), bez ocjene greske koja garantira trazenu to¢nost, ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: nedjelja, 28. lipnja 2015., kasno navecer na webu.
Uvid u kolokvije: ponedjeljak, 29. lipnja 2015., u 10 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.)
(a) Napisite oblik i osnovna svojstva Householderovog reflektora reda n.

(b) Neka je G € R™*" uz m > n, pravokutna matrica koja ima puni rang po stupcima, tj. rang(G) = n. Opisite
kako se primjenom reflektora racuna QR faktorizacija matrice G — svodenje matrice G na trokutasti oblik
i ra¢unanje matrice Q).



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 2
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadana je funkcija
f(x) = ="

na intervalu [0,4], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite
kvadratni polinom ¢ koji zadovoljava uvjete

i aproksimira funkciju f na zadanom intervalu, s tezinskom funkcijom w(x) = 1.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 3
19. lipnja 2015.

(10 bodova.) Zadan je integral

0
/(ac2 +x+2)e"dx

-1

i trazena tocnost ¢ = 10~%. Nadite potrebne brojeve podintervala ny i ng za garantiranu tocnost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 4
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)
(a) Odredite tezine wq, wj, we i ¢vor x2 u opéoj integracijskoj formuli oblika

1

[ H@)de m i (3) + uir () + wnfla),

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma sto je mogucée veceg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule?
Pomo¢u ove formule izrac¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(x) = x/x i nadite pravu gresku.

(b) Sto su Gauss-Lobattove integracijske formule i koji je njihov stupanj polinomne egzaktnosti? Sto vrijedi za
¢vorove u ovim formulama i §to zadovoljava pripadni polinom ¢vorova?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVIJ — ZADATAK 5
19. lipnja 2015.

(10 + 5 = 15 bodova.)

(a)

Odredite najvece negativno sjeciste grafova krivulja zadanih jednadzbama
y=cosz i y=a°—15z—1.5,

uz toénost € = 104,

Napomene: Duljina pocetnog intervala za nalazenje rjeSenja mora biti barem 1/2. Detaljno obrazlozite sve
svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!

Opisite metodu sekante za nalazenje nultocaka funkcije f na intervalu [a,b]. Kako se racunaju iteracije i
uz koje uvjete su dobro definirane? Mora li ova metoda globalno konvergirati? Mora li ova metoda lokalno
konvergirati? Koji je red konvergencije i kako mozemo modificirati metodu za visestruke nultocke?



