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Bayesian Learning => Hidden Markov Models

Chris Bishop: Pattern Recognition and Machine Learning
Chapter 12: Sequential Models
L.R. Rabiner: “A Tutorial on Hidden Markov Models and Selected
Applications in Speech Recognition”
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Bayesov pristup ucenju modela sekvenci

Bayesov pristup ucenju modela sekvenci

 Markovljevi modeli sekvenci (lanaca)
(Markov chain models)

e Skriveni Markovljevi modeli
(Hidden Markov Models)



Markovljevi modeli

Opis sekvence

* Enumerirana stanja (=uocena stanja)
1,2,...N

* Uocene/mjerene (,Observations”) sekvence
ql,92,q93,..qT

Markovljev lanac 1. reda

Pretpostavka I:
P(q: = jlqt-1 = i, qt—2 = k.., g1 = M)= P(q; = j|qe—1 = 1)

Pretpostavka Il: Stacionarnost

P(q: = jlqi—1 = 1)=P(Qt+1 = jlqt+1-1 = 1)



Markovljevi modeli

Matrica prijelaza stanja (state transition matrix)

A = [a11 a12]

a1 Q4>
Gdje je
a;=P(q: = jlqt-1 = 1)

Uvjeti na a;;:
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Markovljevi modeli

Primjer:
3 stanja:
suncano, kisno, oblacno (s,k,0)

A1 Az Qg3 ss sk so
A= [(121 a,, azg] = |ks kk ko

a3; Q43 A4zzr los ok oo
Pitanje:

IzraCunati vjerojatnost sekvence sskkos?

Kolika je vjerojatnost da tjedan dana bude suncano ?



Markovljevi modeli

Bayesovo pravilo
P(A,B) = P(A|B) = P(B)

Pravilo Markov. Lanca
P(opservirana sekvenca)

P(model)
P(opservirana sekvenca|model)~P(opservirana sekvenca)

P(opservirana sekvenca|model) =

= P(s,s,k,k,0,5)

P(s,s,k,k,0,5s) = P(s)P(s|s)P(s,k,k,0,s)
P(s,s,k,k,0,5s) = P(s)P(s|s)P(s|k)P(k,k,0,s)
P(s,s,k, k,0,s) = P(s)P(s|s)P(s|k) ...P(o|s)

P(s) = m, — apriorna vjerojatnost



Markovljevi modeli

Kolika je vjerojatnost da tjedan dana bude suncano ?
(sekvenca , ostaje” u istom stanju i tocno n vremenskih jedinica)

p(W)=P(q,=i,qy=1i,, @, =1,q, +1#10) =
=nm(a,)" (1 —q,

(zam;=0.3,i a; = ss = 0.5; p,(7) =7)

Koja je oCekivana vrijednost trajanja neprekinutih
suncanih periodan ?

(0.0] oo

n= nz n-p;(n) = Z n- (aii)n_l(]- —ay) = !

1—a;
n=1 n=1

i



Markovljevi modeli

Diskretni Markovljevi modeli — svojstva

« Homogenost - Vjerojatnosti prijelaza se ne mijenjaju tijekom
vremena

* Ergodicnost — Ako u bilo kojem momentui mozemo prijedi iz bilo
kojeg stanja u bilo koje stanje P, (a,b) > 0,Vt,a,b



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Skriveni Markovljevi modeli (HMM)

e Stanja u kojima se sustav nalazi nisu ono sto
opserviramo

* QOpservacije su vjerojatnosne funkcije stanja (uvjetne
vjerojatnosti)

* Prijelazi stanja su uvjetne vjerojatnosti

Primjeri:

* Bacanje dvije kocke (jedna namjestena, druga ispravna)

* Vadenje kockica razliCitih boja (C) iz razlicitih sesira (N)
* svaki SeSir ima drugu distribuciju boja C



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Zasto “Hidden Markov Models”?

* Promatrac vidi ,emitirane simbole” (opservacije) ali ne zna u kojem se
stanju HMM trenutno nalazi !

— Prakticni primjeri:
* Prepoznavanje govora (fonemi=emitirani simboli;
stanja=slovo,rijec, pauza)

* Prepoznavanje gena u DNA (A,G,C,T=emitirani simboli;
stanja=exon; intron)

* Osnovni zadatak je zakljuciti koja su najvjerojatnija stanja HMM na bazi
sekvenc(e)i emitiranih simbola.

— Maximum likelihood estimation (maksimalna izglednost)



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Bacanje dvije kocke (jedna namjestena, druga ispravna)
1. Odaberi slu¢ajno jednu od dvije kocke (odabir stanja)

2. Baci kocku i upamti broj (opservacija!)

3. Ponavljaj (1.i2.) T puta

Trellis graf - sekvenca
6

t-2 t-1 t t+1  t+2
Vrijeme

——Sekvenca

Stanja
O rr N W B~ U

O¢.p Oi1q Oy Otry1 Ot

Sekvenca opservacija
12



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Dijelovi HMM:

* S-—skupstanjaS=1{1,2, .., N

* N - broj stanja N

* O -—skup simbola (opservacije) O ={1,2, ..., M_}
A —matrica vjerojatnosti prijelaza stanja

aij:P(qt+1=j|qt: ) 1<ij<Ns
B - Distribucija vjerojatnosti emisije opservacija

b(k) =P(o,=klq,=j) 1=<k<Mo
* g —inicijalna vjerojatnost stanja

m,=P(q,=i) 1<i<Ns

* 0 —oznaka Citavog modela 8 = (A4, B, )
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Osnovni problemi koje zelimo rjesavati:

1. Danasekvenca 0O={o,,0,,0,,...,0,} imodel
®=(AB,x) - izracunati P(O|®) (Forward alg.)

2. Danasekvenca 0={0,,0,,0,..,0,} imodel
® = (A B, x) -izracunaj optimalnu sekvencu skrivenih stanja

q={t,,0s....4) (Viterbialg.)

3. Uz zadan skup sekvenci O, ={o,,0,,0;,...,0; },i=12,...,.S pronaci
®=(A B,7) model koji maksimizira P(O|®)

Baum-Welch alg. (Forward-Backward )



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Osnovni problemi koje zelimo rjesavati:

1. Danasekvenca O={0,,0,,0;,...,0; } i model
O =(AB,7) - izraéunati P(O|0O)
. Skrivena stanja kompliciraju evaluaciju

. Racunanje izglednosti P(O | ®) moze pomodi u odredivanju
najboljeg modela @ !



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

*Problem: Izra¢unati P(O|0)

* Algoritam

* Neka je  ={0;,0;,0s,..-,0; ) sekvenca stanja
* Pretpostavka — opservacije su nezavisne

.
P(O | q,0) = H P(Ot | qt’®) = bql(ol)qu(oz)---bT (OT)
i=1
* Vjerojatnost neke sekvence stanja

T
P(q | ®) — Hﬂqlaqlqzaq2q3'“aqT—qu
i=1

Isto tako vrijedi
P(0,q|0)=P(0|q,0)-P(q|0)



Skriveni Markovljevi modeli (HMM

e Za sve puteve preko stanja sumiraj vjerojatnosti

P(O©)=).P(0]q,0)-P(q,®)

* Kompleksnost:

* N, "sekvenci stanja i O(T) proracuna ~ O (TN,')

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Procedura izraCuna unaprijed (“Forward algorithm”)

NS
_(U aNsm
c
m
§ 3
2 Adm
1
t t+1 T
Vrijeme
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Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Procedura izraCuna unaprijed (“Forward algorithm”)
 Definicija a (forward probability)
(i) = P(0,,0,.05....,0,,¢ =i|6)

* a,(i) - vjerojatnost ostvarivanja parcijalne sekvence (o, 0,, 0, ....,0,)
uz to da se HMM nalazi u t u stanju g, =i
Algoritam

1 Inicijalizacija ¢, (i) = 7;b. (0,)

2 Indukcija _ N
at+1( J) = |:Z 2 (I) ) aij :| ) bj (0t+1)
i=1
*Kraj

P(01©)=3 a (i)
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VJ ez ba Stanja
P(O | q) Kocka 1 Kocka 2
P(Glava | Kocka) 0.5 0.33
P(Pismo | Kocka) 0.5 0.67
aij Stanja
Kocka 1 Kocka 2
Kocka 1 0.5 0.5
Kocka 2 0.5 0.5
Inicijalne Stanja
vjerojatnosti Kocka 1 Kocka 2
IT; 0.5 0.5

Uocena sekvenca simbola O=(G,G,G,G,PP.G,G,P.PPP)
*Koja sekvenca stanja je najvjerojatnija ?
*Koja je zdruZena vjerojatnost P(O,q | ©)
* Koja je vjerojatnost O ako bacamo samo Kocku 1
odnosno samo Kocku 2 ?

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Procedura izracuna unatrag (“Backward algorithm”)

Stanja

t t+1 T

Vrijeme
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Procedura izracuna unatrag (“Backward algorithm”)
* Definicija  (backward probability)

ﬁt(l) I:)(Ot+1’ t+2? t+3’ 0T |qt _I ®)

* B.(i) je vjerojatnost ostvarivanja parcijalne
sekvence (0,1, O,y, Oty3, ----,07) UZ t0o da se HMM
nalaziu tustanjugqg, =i

* Algoritam
1 Inicijalizacija g, (i) =1
2 Indukcija
ﬂt (I) Zalj ](Ot+1)ﬁt+l(J)

1<i< NS,
t=T-1T-2,..1
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Rjesavanje problema 2
Uz zadanu sekvencu O ={0,,0,,0;,...,0; } i model ®=(A, B, )

= izraéunaj sekvencu skrivenih stanja 9 =10, 0,03, Gr)
koja maksimizira izglednost (, Likelihood”)

P(d, 4, 055, Gr | O, O)

—> RjeSavanje - dinamickim programiranjem

o()=_max P(q,, 0,00 =1,0,0,,....0, | ©)

1,025 0t

6,(i) — put s najve¢om vjerojatnosti koji zavrsava u stanju i

Indukcijom se dobiva: S...(i) = max[é't (i)a, J b, (0,,,)



Skriveni Markovljevi modeli (HMM)

Viterbi algoritam

* Inicijalizacija 4.() =7bi(0,)
¥, (i) =0

° RekurZija 5t(j) = maxl5t—l(i)aijj'bj (Ot)

1<i<Ns

W, (j) = arg max|5, , (i), |

1<i<Ns

2<t<T, 1<j<N,

* Prekid P™ (q]0,©)=max|s; (i)]

1<i<Ns
ar™ =arg max|[s; ()]

* |Izlaz — sekvenca (backtracking)
q =Y ,00.5) t=T-1T-2,..1

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Problem odredivanja modela HMM -0 = (4, B, )

* [terativno rjesenje — Baum-Welch algoritam

1 Neka je inicijalni model 8,
2 1zracunaj novi na osnovu O i 6,

3 Ako je log[P(0|0) — log(P(0|6,) < A =>STOP

4 Inace 8, « 0 ; vrati se na 2.

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Baum-Welch algoritam

Definicije:
o (i)aijbj (001) B ()
P(O|0)
— at (i)aijbj (Ot+1)16t+1)(j)
>SS a(iayb; (0,1)8.1)(J)

* Vjerojatnost da se HMM nalazi u stanjui u w (i, )=
trenutku t i u stanjuj u trenutku t+1:

* Vjerojatnost da se HMM nalazi u stanjuij u
trenutku t, uz danu sekvencu O:

7@ => @, j)

- YTI_,v.() — oCekivani broj posjeta stanju i

- YI-lw,(i,j) — oCekivani broj prijelaza iz stanjaiu
stanje j

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Skriveni Markovljevi modeli (HMM

Baum-Welch algoritam

Podsjetnik:
o, (1)=P(0,,0,,0;,...,0,,G, =1|0O) .1 ()) :{Zs:at (i)'aij:|'bj (0,1)

a,(i) - vjerojatnost ostvarivanja parcijalne sekvence (o,, 0,, 05, ....,0,) uz to da se
HMM nalazi u t u stanju g, =i, (Forward probabilities)

ﬁt (I) Zau J(Ot+l)ﬂt+l(J)

ﬂt(l) P(Ot+1’ t+2° t+3’ - Or |qt _I ®) 1SISNS,

t=T-1T7T-2,...1
p.(i) - vijerojatnost ostvarivanja parcijalne sekvence (o,,,, 0,,, Oy,3, ----,07) UZ to da
se HMM nalazi u t u stanju g, =i ; (Backward probabilities)

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Baum-Welch algoritam

Definicije (nastavak) => pravila obnavljanja a; i b;:

« 1, — oCekivani broj posjeta stanju i (= y, (i))

* Ocekivani#i — j /ocekivani#i — (j = 1,Ns)
WA
2 7 (@)
* Ocekivani # u stanju j uz simbol k / oCekivani # u stanju j
P AC)
NAC),

b, (k) =

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Baum-Welch algoritam

(EM - Expectation Maximization algoritam)

1. O0={o,,0,,0;,...,,0+}
2. Inicijaliziraj 8,(4, B, ), k=0 E-step (expectation):
Kada imamo procjenu 6,onda moZzemo
3. k=k+1 procijeniti o¢ekivane vrijednosti:
. . v . e Ocekivani broj puta u stanju i
4. UzOi Hklzracunajz (E'StEp) *  Ocekivani broj prijelazaiziuj

¥, w, (i)
5. lzraCunaj:

T N N T=1, (i
t=17:(0); Zt:l (L, J) M-step (maximization):
6. lIzraCunaj nove vrijednostiza 8, ;:(M-step) Ako znamo:
_ + *  Ocekivani broj puta u stanju i
C_lij' bj' T[i *  Ocekivani broj prijelazaiziuj

. .. ) . Onda mozZemo izraCunati maksimalno vjerojatne
7. Ukoliko nije postignuta konvergencija => Korak3  rijednosti (ML - Max Likelihood) — novog O . v

0, L1 {ai]’}; {b]-}, {m;}

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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GENSCAN R
- TraZenje gena u DNA I | e —
> =

i 1

Cin. e carioacte cmaamerar Tasmce oG
P ——
i CrecG: TEAMGERC STETEECACK CRAGTGMGE FRACTSTIA
g pe————

/ £1T1. GCOGRSAAGTA ACASSSTACA STTTASAATS SGARACASAS GARTSATTES
—
e Ll S 2 \ /

donor

E275! RATCASTGIRG RACTCTICAGE ATDGTITITTAG ITTCTITTAT TTGCIGTTICA
BIE3! TRACARTTLT TTTCTITITGT TTAARTICTTG CTTICITTIT TTTICITCIC
EIBS. CSCRATITTT ACTATIATAS TTARISCOTT AACATIGDET ATARCAARAS

E191. SAARTATOTC TOASATACAT TAASTAACTT RARARAARAS TTTACACAST

295! CIGOCTRGTA CATTACTATT TGGRATATAT STETSSTTAT TTGCATATTC

E30%! RATANTCTICDC TACTTIATTT ICTTITATTT TTRATTGATA CATANTTANTT
EI0E. ATACATATTT ATGGEITARR STRTAATGTT TTRATATGTS TACACATATT

intron £3l0. GACCARATCA SGGTAATTTT SCATTIIGTAR TTTIARARRA TROTITCTIC
E31S! TTTTARTATA CTTTTTILTT TATCTTATTY CTARTROTTT COCTRATORS
/\ £32I. TTITSITICASG SGCAATAATE ATACAATGTA TCATSSCTCT ITECASCTATT
Forward {+) strand interganic Forward (+) strand £315. CTARRSAATA ACASTSATAR TTTCISGLTT AAGSTAATAS CARTATTICT
T TT i reglon e £330. GSCATATAAAT ATTTCISCAT ATARATTGTA ACTSATGTAA GAGSITTCOAT
I » T T Feversa [-) strand \/ Reverse [-) strand £335. ATTGITAATA SCASCTATAR TCTASSTACS ATTSTSITIT TATIITATSS
acceptor ) \ 341l TIGSSATAMS SCTSSATTAT TOTEASTOCA AGCTASSOCS TTTTSOTAAT
srecvasas aassmacTss

B34Sl CADETTCATA COTCTIATCT TCOTCCCACA ©
O E3504
B3551
L]
3 /_ exon / \ B3804 _m TTCCTSTOCA ATTICTATTA AACCTICCTT

£382. TOrTOOCTAR STOCARSTAS TAAASTEOSS SATATTATER ADCCOCTTER
L TSATET

o
L
a
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