Dodatak A

Prostori diferencijabilnih funkcija
1 prostori Soboljeva

A.1 Diferencijalni operatori

Domena u R" je svaki otvoren i povezan skup. Kanonsku bazu u R" oznacavamo
s (e1,...,e,). Skalarni produkt oznacavamo tockom (-), a normu s | - |.
Parcijalne derivacije funkcije u: €2 — R oznacavamo s

ou d%u

. = u(x) = uy,,

— 92 —
o Dn. () = Ugay - - -
i0%j

Za oznacavanje visih derivacija uvodimo pojam multiindeksa. Multiindeks je svaka
n-torka oo = (v, ..., ), a; € NU{0}, a duljina multiindksa je broj

lal =a1 + -+ .

Govorimo jos da je o multiindeks reda |«|. Multiindeks koristimo na sljedece
nacine:

ollu(x)

« et S A

Ou®) = o ggan
= atay? - at

D*u(x) = {0%u(z): |a| = k} je skup svik k-tih parcijalnih derivacija. Posebno
imamo gradijent

Du(z) = (Ou(z),...,0u(z)) = Vu(z);

i hesijan
Hu(r) - Ofu()
D*u(z) = : :
Opyu(z) - Opyu(x)

1
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Laplaceov operator:

"L 0%
A = tr(D? = .
) = tr(DPu(e)) = 3 7

Gradijent vektorske funkcije u: 2 C R” — R” je matrica

Oup(z) -+ Oyuy(x)
Du()=Vu@)=| : .
Orun(z) -+ Opun(x)

U i-tom retku matrice nalazi se gradijent i-te komponente funkcije. Laplaceov
operator vektorske funkcije definira se po komponentama:

Au(z) = (Aui(x)).
Divergencija vektorske funkcije:

" ()
&ci ’

divu(z) =
i=1

Posebno je

Au(z) = div(Vu(z)).

Rotacija vektorske funkcije u R3:

82u3(x) — 63U2(ZL') (S5} €9 €3
rotu(z) = |Osus(x) — dyug(z) | = (formalno) = | 0O 0y 03
O1ug(x) — Daus () ui(z) wi(z) ug(z)

Zadatak A.1 Neka je ¢(x) skalarna glatka funkcija, a u(z) vektorska. Dokazite
formulu

div(¢(z)u(z)) = ¢(z) divu(z) + Vo(z) - u(z). O

Prostori neprekidnih funkcija

C*Q) ={ueC): DuecCQ) zasve|a| <k}, k=1,...

(€2)
(€)
() = C(Q)

C(Q) = {u: Q — R: u je uniformno neprekidna na Q},
C*Q)={ueC@): DuecCQ) zasve |a| <k}, k=1,...
Co(Q) = C(Q)

C(Q) = M, C*(Q)
()
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Nosa¢ funkcije:

suppu = {z € Q: u(z) # 0}.
C*(Q) = {u € C*(Q): u ima kompaktan nosac}
Prostor test-funkcija:

D(Q) = C(Q) = M, Ce ().

Teorem o divergenciji. Za dovoljno regularno podrucje 2 C R™ i dovoljno
glatku vektorsku funkciju F:  — R” vrijedi

/Q div F(z) dz = / F(z) - n(x)dS

[2/9]

gdje je n polje jedini¢ne vanjske normale na 0€). Posebno je

/Q Au(z) de = /8 Vula) - n(a)ds.

Pisemo

on

Za linearnu PDJ-u drugog reda kazemo da je u divergentnoj formi ako se moze
zapisati u obliku

- Z (Z az‘j@)g—;) + Z bi(x) gz + c(z)u = f(x).

Takvu jednadzbu cesce piSemo u vektorskoj notaciji

0
&ci

—div (A(z)Vu) + b(z) - Vu + c(z)u = f(z).

Ako su koeficijenti a;; dovoljno glatki, onda se jednadzba moze iz nedivergentnog
oblika prebaciti u divergentni i obratno. Pri tome se matrica A ne mijenja.

Rubne zadaée za PDJ. Za razlicite tipove PDJ-bi zadaju se razlic¢iti uvjeti na
granici domene. Evo nekoliko primjera.

—Au=f xe€Q Dirichletova zadaca
u=uy x € 0

—Au=f xeQ Neumannova zadaca

Ju
=Y x € 0D
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uy—Au=f xeQ t>0
u=ug x €0, t>0 rubniuvjet

uli—o =vg = € Q  pocetni uvjet

uy —ANu=f xe€Q t>0
u=uy €9, t>0 rubniuvjet
uli—o =vo x € €Q 1. pocetni uvjet
Um0 = v1 = € Q2. pocetni uvjet
U ovim primjerima f, g, ug, vo i v1 su zadani podaci, a u je nepoznanica.
Rubni i pocetni uvjeti za diferencijalnu jednadzbu odredeni su fizikalnim smis-

lom promatranog problema. S matematicke strane oni moraju biti odabrani tako
da zadaca bude korektno postavljena u smislu ove definicije:

Definicija A.1 (Hadamard) Rubna zadaéa za PDJ je dobro postavljena (korektna)
ako ima jedinstveno rje3enje koje neprekidno ovisi o zadanim podacima.

A.2 [P prostori

Pretpostavljamo da je {2 C R" otvoren skup opskrbljen Lebesgueovom mjerom
naslijedenom s R". Za dvije funkcije f,¢g: 2 — R kazemo da su jednake skoro
svuda i piSemo

f=g ss.

ako postoji skup A C €2 Lebesgueove mjere jednake nuli, takav da je
Ve e O\A, f(x) = glo).
Svake takve dvije funkcije smatrat ¢emo jednakim.

Definicija A.2 Zap e R, 1 < p < oo definiramo

LP(Q) ={f: Q= R: [ je izmjeriva i /Q|f(x)|pdx<oo}.

I£1e = | [ 1560p as] "

L>®(Q) ={f: Q— R: f je izmjeriva i 3 konstanta C tdj. |f(z)| < C s.s.}.

Uvodimo oznaku

Definicija A.3

M. JURAK 6. travnja 2006.



A.2 LP PROSTORI )

Uvodimo oznaku

1l = inf{C: [f(a)] < C 8.},

Uvijek imamo

[f (@) < 1 fllze s
Ako je f neprekidna funkcija, onda je

[/l () = sup [ f(x)].
e

Definicija A.4 Za funkciju kaZemo da je lokalno integrabilna na 2 ako je integra-
bilna na svakom kompaktnom podskupu od €2. Prostor svih lokalno integrabilnih

funkcija oznacavamo L (Q).

Nejednakost
1
ab < 5(a? +b?),

koja je korisna u mnogim situacijama, moze se generalizirati na sljede¢i nacin.
Prvo uvedemo konjugirane indekse (eksponente):

Definicija A.5 Neka jel < p < oo. Konjugirani indeks p' definiran je relacijom
1 1
p p

Za p = oo imamo p' =1 i obratno.

Zatim imamo:

Lema A.1 Youngova nejednakost: Neka su a,b> 011 <p < oco. Tada je
1 1
ab < —d? + —/bp )
p p
Dokaz. Koristimo ¢injenicu da je funkcija F(z) = e* konveksna. Imamo,
Ina+Inbd 1 1 !
ab=ce =E(=Ina"+—Ind")
p p
1 1 / 1 1
< -E(lnd")+ S E(nbt") = —a’+ =07 . 0
p p p p

Zadatak A.2 Pokazite da za svako a,b> 0, >0 11 < p < oo vrijedi

1 /

p
ab < ea®? + p’(pg)p’/pbp
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Lema A.2 Holderova nejednakost. Neka je 1 < p < 4+oo te f € LP(Q) ig €
LP(Q). Tada je fg € L*(Q) i vrijedi

/Qlf(x)g(x)ldaf < A lpllglly-

Dokaz. a) Slucajevi p =11 p = oo su trivijalni.

b) 1 < p < co. Tvrdnja je trivijalna ako je jedna od funkcija jednaka nuli.
Pretpostavimo stoga da su obje razlic¢ite od nule. Primjenom Youngove nejedna-
kosti dobivamo

1 o1 .
/Q|f(x)g(x)|d:c§2—9/ﬂ\f(:c)\ dx+]?/ﬂ\g(:c)\ dz.

Ako tu nejednakost primijenim na funkcije f(z)/||fll, 1 g(z)/||g|/,» dobivamo

1 / 1 1
o [ f@)g(@)|de < -+ — =1,
1 £llpllgllpr Je p P
odakle slijedi tvrdnja. [

Lema A.3 Nejednakost Minkowskog. Za svako 1 < p < oo vrijedi

1F+gllo < 1fllp + llglly

Dokaz. Primjenom Holderove nejednakosti slijedi

Hf+g|!£=/ﬂ|f(x)+g(:v)\pdwSL\f($)+g(x)\p1(|f(w)|+\g(:v)\)dw

< ([ 176+t ac) o ([1wra) "
+ ([ 1@+ ac) o ([ latar ac) "

= If + gl 1l + llglly)- O

Iz nejednakosti Minkowskog lako se pokazuje da LP(2) ima strukturu linear-
nog prostora i da je | f||, norma na LP(Q2) za 1 < p < oo. Ovi prostori imaju
sljedeca svojstva:

Teorem A.1 e Prostor LP(Q)) je Banachov za 1 < p < o00;

e Prostor L*(Q) je Hilbertov sa skalarnim produktom

(f,9)r2 I/Qf(x)g(:c) dr.

Napomena A.1 U slucaju kada Zelimo naglasiti domenu, koristit cemo oznaku
za normu || fllpe i || fllr@). O

M. JURAK 6. travnja 2006.
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A.3 WP prostori

Pojam parcijalne derivacije generalizira se na sljede¢i nacin:

Definicija A.6 Za funkciju f € LP(Q), 1 < p < oo kaZemo da ima slabu par-
cijalnu derivaciju po varijabli x;, ako postoji funkcija g € Li (), takva da za
svako ¢ € D(QY) vrijedi

| s@52@ s =~ [ gt s

Funkcija g je tada slaba parcijalna derivacija funkcije f po x; i koristimo stan-

dardnu oznaku
of
8951- ’

Iz ove definicije je jasno da je klasicna parcijalna derivacija, ako postoji, ujedno
i slaba derivacija. Nadalje, lako se pokazuje da je slaba derivacija jedinstvena
(dokazite!). Stoga je ovaj pojam dobro prosirenje klasicnog pojma derivacije. U
tekstu koji slijedi sve parcijalne derivacije se uzimaju u slabom smislu.

Za 1 < p < oo definiramo

loc

g:

WLP(Q) = {u € LP(Q): 5“

€ IP(Q), 1 <i<n}.
Ly

Prostor W'?(Q) je ocito linearan. Za 1 < p < oo normu u njemu definiramo

formulom
u 1/p
U = u(x z)|Pdx )
[foa{pw (/Q| (z) g axi( )| )

Za p = o0 imamo

ou
1,00 = max([Ju|o, max ”8.75 [loo)-

[staknuto mjesto ima slucaj p = 2, pa stoga taj prostor imamo posebnu
oznaku

W2(Q) = HY(Q).

U taj prostor moze se uvesti skalarni produkt formulom

Prostore W1P(Q) nazivamo prostorima Soboljeva prvog reda. Posve analogno
se definiraju prostori Soboljeva viseg reda (m = 1,2,3,...).

WmP(Q) = {u € LP(Q): 0% € LP(Q), za sve |a| < m}.

M. JURAK 6. travnja 2006.
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Normu definiramo na sljede¢i na¢in: Za 1 < p < oo,

1/p

[y = | 3 / O u(2)P de

la|<m
te za p = o0,

HUHm,oo = max [|0”ul|oo.
al<m

o<
Ponovo, u slucaju p = 2 dobivamo prostor sa skalarnim produktom koji oznacavamo

WmA(Q) = H™(Q),
a skalarni produkt je dan formulom
(U, V) = Z / 0%u(z)0%v(x) dx.
jaf<m 7€

Napomena A.2 U slucaju kada Zelimo naglasiti domenu, koristit cemo oznaku
2a norma ||| mpo ili ||[u]|wme ).

Svi prostori Soboljeva su potpuni.

Teorem A.2 Zam € {1,2,...}ip € [1, 00] prostor W™P(Q2) je Banachov. Prostor
H™(Q) je Hilbertov.

Neka je 002 oznaka za rub domene (granicu) Q. Mi éemo uvijek pretpostavljati
da je to ploha odredene glatkoce (vidi sekciju A.3.2). Definiramo prostor:

WyP(Q) = {p € W'P(Q): ¢(z) = 0zaz € 0Q}.

Koristimo oznaku
Hy () = Wy™(9).
U prostorima W™P se definiraju polunorme

1/p

iy = [ 30 / u(@)Pde |

|laj=m

za 1 < p < oo, te analogno za p = co. U tim se polunormama pojavljuju samo
parcijalne derivacije najviseg reda.

Teorem A.3 (Poincaréova nejednakost) Ako je domena (2 ograni¢ena barem u jed-
nom smjeru, onda postoji konstanta ¢ = ¢(€2, p) takva da za svako u € Wol’p(Q)
vrijedi

Jullr < clulip, (1 <p<o0). (A1)

M. JURAK 6. travnja 2006.
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Dokaz. Dokazat ¢emo teorem u slucaju p = 2. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo uzeti da se domena nalazi unutar pruge a < x,, < b. Uzmimo proizvoljnu
funkciju v € HJ(2) i prosirimo ju nulom izvan skupa €. Tmamo

v(a!, z,) :/ ;; (2, t) dt.

Cauchyjeva nejednakost daje

lv(2, z,)? —a) t)|?dt,

pa integriranjem po prvih n — 1 varijabli slijedi

/ lv(2', z,)|?d2’ < (2, —a / / (', t)|Pda’dt.
Rn—1 Rn—1 Tn
b
/ / lv(2, z,) |*da’ d,, < b —a) / /
a Rn—1 Rn—1 Tn

Bududi da je funkcija jednaka nuli izvan €2 slijedi

/Q\v(:c)\de < %(b—a)Q/Q\%(x)\de. O

Promjenom Poincaréove nejednakosti dobivamo sljedec¢u ekvivalenciju normi

na H}(Q):

(', 1) |2 da’ dt.

Yu € Hy(Q), < ulro < [Jull1e-

1
Vizaih

Zadatak A.3 Dokazite teorem u slucaju p # 2. [

Napomena A.3 Poincaréova nejednakost (A.1) wvrijedi i za funkcije koje se
ponistavaju samo na dijelu granice domene ). Dokaz te turdnje vise nije konstruk-
tivan kao dokaz Teorema A.3, veé, na primjer, treba koristiti metodu od protivnog
1 pojam slabe konvergencije.

A.3.1 Singulariteti W'? funkcija

Funkcije iz prostora LP mogu biti neogranicene (za p < 0o). Moraju li funkcije
is WP biti ograni¢ene ovisi o odnosu dimenzije prostora i indeksa p. Za n = 1
imamo ovaj rezultat

Teorem A.4 W'?(a,b) C C([a,b]) i vrijedi

u(z) — u(y) = / () de.

M. JURAK 6. travnja 2006.
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Sve funkcije iz WP (a, b) su neprekidne na segmentu [a, b, pa su stoga i ogranicene.
Ve¢ u dvije dimenzije ovo svojstvo se gubi.

Zadatak A.4 Pokazite da funkcija
2 2 2, .2
w(z,y) =Inln—, =2+ 9y,
r

pripada prostoru H'(Q), Q = B(0,1) C R~

Zadatak A.5 Pokazite da funkcija

u(z) =r=% r=|z|,

pripada prostoru H'(Q), @ = B(0,1) CR", n > 2, za a < (n — 2)/2.

Iz ovih primjera vidimo da funkcije sa slabom derivacijom ne moraju biti niti
neprekidne niti ogranicene.

Teorem A.5 Za 1 < p < oo i bilo koju domenu €2 C R" vrijedi

. 111
e Zal<p<nvrjedi Wy"(Q) C LV (Q) za — = — — —;
prpon

e Za p=n vrijedi W, *() C LI(Q) za sve q € [p, 0);
e Za p > n vrijedi Wy P(Q) C C(Q) i tovise imamo
u(z) — u(®)| < Cllulple - yl°
gdiejea=1—n/piC =0C(n,p,Q).
Isti teorem vrijedi i za funckije iz W1?(Q), ako se na 2 stave dodatne pret-

postavke o glatkoc¢i granice.

A.3.2 Regularnost granice

Uzet ¢emo radi jednostavnosti da je domena () ogranicena, Sto je za nase
potrebe sasvim dovoljno.

Definicija A.7 Ogranitena domena 2 C R" je Lipschitzova (klase C*) ako za
svaku totku = € 0f2 postoji okolina U i sustav ortogonalnih koordinata y = (v/, y,),
gdje je v = (Y1, .-, Yn_1), takvi da vrijedi:

1. U novim koordinatam U je hiperkocka

U={yeR": —a;<y;<a;, j=1,2,...,n}.

M. JURAK 6. travnja 2006.
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Slika A.1: Lokalna parametrizacija granice

2. Postoji Lipschitzova (klase C*) funkcija ¢ definirana na
U={yeR" —a;<y;<aj, j=1,2,...,n—1},
koja zadovoljava
vy el |o(y) < an/2
QNU ={y:yn > o)}, 02NU = {y: yn = 6(y)}-

Ova definicija znaci da se lokalno granica skupa moze prikazati kao graf Lipsc-
hitzove funkcije, te da se skup lokalno nalazi samo s jedne strane granice. Uo¢imo
jos da zbog ogranicenosti domene, njena granica je kompaktan skup te stoga
mozemo uvijek odabrati konacan skup ovakvih karata koje pokrivaju cijelu gra-
nicu.

U Lipschitzovoj domeni vrjede teoremi ulaganja za WP prostor.

Teorem A.6 Za 1l < p < oo i bilo ograni¢enu Lipschitzovu domenu 2 C R" vrijedi
. 1 1 1
e Zal<p<mnvrijedi W"(Q) C LF" () za — = — — —;
P p on
e Za p = n vrijedi W'?(Q) C LY(2) za sve q € [p, 0);
e Za p > n vrijedi W'?(Q) C C(9Q) i &tovige imamo
u(z) = u(y)| < Cllullple —y[*
gdiejea=1—n/piC =C(n,p,Q).

Kada je rub domene dovoljno gladak (Lipschitzov) onda se mogu definirati
L? prostori na rubu 9€2. Pri tome vrijedi:

M. JURAK 6. travnja 2006.
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Teorem A.T7 (Teorem o tragu) Neka je 2 C R™ ograni€ena Lipschitzova domena.
Tada postoji konstanta C' > 0 takva da je

Vo € W(Q),  |lv|lzr@a) < Cllvl|ip-

Napomena o literaturi. Prostori diferencijabilnih funkcija i prostori Soboljeva
obradeni su na jednostavan nacin u [3]. Vise detalja se moze naéi u [4] i [2].
Osnovne definicije i rezultati se mogu naci u svakoj knjizi iz konac¢nih elemenata

(npr, [1]).
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