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1

Uvod. Jednodimenzionalan primjer

U uvodnom poglavlju zelimo objasniti metodu konac¢nih elemenata na vrlo jednostavnoj jed-
nodimenzionalnoj rubnoj zadaci. Jednostavnost zada¢e omogucava da se bez tehnickih poteskoca
izloze osnovni elementi matematicke teorije. Nedostatak je u tome Sto nije mogucée prezentirati
sve elemente vazne za implementaciju metode u punoj opc¢enitosti. Pored opisa metode cilj nam
je motivirati uvodenje prostora Soboljeva.

Neka je zadana funkcija f: (0,1) — R. Promatramo sljede¢u zadacu: treba naéi funkciju

u: [0,1] — R koja zadovoljava
d*u
Rk [ ma(0,1)

w(0) =0, u/(1)=0.

(1.1)

Tako rjesenje zadace (1.1) mozemo izraziti jednostavnom formulom korisno je postaviti pitanje
precizne definicije rjesenja.

1.1 Varijacijska formulacija

Da bismo precizirali smisao rjesenja moramo uvesti neke funkcijske prostore. Svi prostori
koje ¢emo uvesti imaju strukturu linearnog prostora u odnosu na uobic¢ajeno zbrajanje funkcija i
mnozenja skalarom, tako da to nadalje ne¢emo naglasavati.

Neka © C R otvoren skup, a § njegov zatvara¢. Tada definiramo:

_ d’ _
C*(Q) = prostor funkcija u: Q — R za koje je o eC(Q)zaj=0,1,...,k.

dz’



at

1.1 VARIJACIJSKA FORMULACIJA

Za zadano f € C(0,1) funkciju u € C?%(0,1) NC*([0, 1]) nazivamo klasi¢no rjesenje zadace (1.1)
ako zadovoljava rubne uvjete (1.1)q, te ako diferencijalnu jednadzbu (1.1); zadovoljava u svakoj
tocki € (0, 1).

U fizikalnim promjenama funkcija f ne mora nuzno biti neprekidna. Na primjer, moguce je
imati na desnoj strani funkciju

fla) = {0 za T <

1 zax>

NI N—=

Sto je rjesenje zadacée (1.1) u tom slucaju? Ono evidentno nije funkcija iz C2(0,1) veé rjesenje
treba traziti u prostoru funkcija koje imaju po dijelovima neprekidnu drugu derivaciju. U tocki
prekida desne strane, x = 1/2, druga derivacija ne mora biti definirana, i diferencijalna jednadzba
u toj tocki nije zadovoljena.

Ako idemo korak dalje, postavlja se pitanje koliko je moguée smanjiti glatkoéu desne strane
f, a da jos uvijek mozemo na smislen nacin definirati rjeSenje problema (1.1)7 Odgovor je u
varijacijskoj formulaciji rubne zadaca.

Neka je u klasicno rjesenje zadade (1.1). Odaberimo funkciju v € C'([0,1]) takvu da je
v(0) = 0 i s njom pomnozimo jednadzbu (1.1);. Nakon integracije dobivamo

_ /0 L ()ola) di = /O () da

Parcijalnom integracijom u prvom integralu dobivamo:

—u/(1)v(1) 4+ «'(0)v(0) +/O o' (x)v' () dx :/0 f(x)v(z) dz.
Zbog v(0) =01 u/(1) = 0 izlazi

/0 u' ()0 (z) doe = /o f(z)v(z)dz, Vv e C'([0,1]) takvo da je v(0) = 0.

Dobivena se jednadZba naziva varijacijska stoga §to vrijedi za svako v € C'([0,1]) takvo da je
v(0) = 0.
Zapisat ¢emo dobivenu varijacijsku zada¢u u malo apstraktnijoj formi. Prvo uvodima linearan
prostor funkcija
V ={¢€C'([0,1]): v(0) = 0},
te funkcionale

a:VxV-R F:V->R

definirane formulama;:

a(u,v):/o o' (z)v'(z) de, (1.2)
Flv) = /0 F@)olz) da. (1.3)

M. JurAK 10. ozujka 2008.



1.1 VARIJACIJSKA FORMULACIJA 6

Evidentno je F' linearan funkcional, odnosno zadovoljava
Va,B € R, Yu,v € V, F(au+ fv) = aF(u) + F(v).

Funkcional a(-, ) je bilinearna forma (ili bilinearni funkcional), §to znaci da je linearan funkcional
u svakoj varijabli zasebno. Preciznije,

Vo, 5 € R, Yu,v,w €V, alau+ fv,w) = aau,w) + fa(v,w),
Va, 5 € R, Yu,v,w €V, a(u,av + pw) = aa(u,v) + Ba(v, w).
Varijacijska formulacija zadace (1.1) sada prima oblik
na¢iu eV
(1.4)
a(u,v) = F(v), YveV.

Funkciju v iz varijacijske jednadzbe nazivamo test funkcija.

Lema 1.1 Neka je f € C([0,1]) i u € C*([0,1]) rjeSenje zadaée (1.4). Tada je u klasi¢no rjedenje
zadace (1.1).

Dokaz. Zbog pretpostavljene glatkoce u varijacijskoj jednadzbi mozemo izvrsiti parcijalnu inte-
graciju.

/01 [(u/(x)v(x)) — | dez = / flx der, YvelV. (1.5)

Odaberemo i test funkciju v € V' koja zadovoljava v(0) = v(1) = 0, dobivamo

/0 (u"(z) + f(z))v(x)der =0 Yo e C'([0,1]), v(0) = v(1) = 0.

Funkcija w = v’ + f je iz C([0, 1]). Kada bi bila razli¢ita od nule, onda bi morao postojati interval
(20, 21) C (0,1) na kome je strogo pozitivna ili strogo negativna. Uzmimo, b.s.o., da postoji jedan
takav interval na kome je w strogo pozitivna i definirajmo test funkciju

(x—x0)*(x —21)* zaTg<T <1
0 inace.

Kako je v(0) = v(1) = 0 dobivamo

/ml w(z)v(z) de = 0,

o

no bududéi da je podintegralna funkcija stogo pozitivna, dobili smo kontradikciju i zakljucujemo
da je nuzno w = 0. Time smo dokazali da je diferencijalna jednadzba zadovoljena u svakoj tocki
€ (0,1). Vratimo se sada u (1.5) gdje uzimamo proizvoljnu funkciju v € V' i dobivamo

u'(Dv(1) — ' (0)0(0) = /O (w"(x) + f(z))v(z) dz =0,

M. JuraAK 10. ozujka 2008.



1.1 VARIJACIJSKA FORMULACIJA 7

gdje zadnja jednakost slijedi iz do sada dokazanog. Kako je v(0) = 0, dovoljno je uzeti test
funkciju koja zadovoljava v(1) = 1 da bismo zakljuéili da je u/(1) = 0; zbog v € V', automatski je
zadovoljeno u(0) = 0 i time su rubni uvjeti zadovoljeni. O

Napomena 1.1 Pokazali smo da varijacijska formulacija sadrzi sve informacije o rubnoj zadaci
kao i klasicna. Pri tome se u varijacijskoj formulaciji javljaju samo derivacije prvog reda, $to ju
¢ini opcenitijom od klasicne.

Napomena 1.2 Dirchletov rubni uvjet, u(0) = 0, u varijacijskoj formulaciji je ugraden u prostor
V', pa se stoga naziva i esencijalni rubni uvjet. Neumannov rubni uvjet, ' (1) = 0, zadovoljen je
implicitno samom varijacyyskom jednadzbom, pa ga nazivamo 1 prirodni rubni uvjet.

Napomena 1.3 Korisno je uvesti pojam nosaca funkcije: to je zatvarac¢ skupa na kojem je funk-
cija razlicita od nule. Oznaka je supp(u), i ako je (a,b) domena funkcije u(zx), onda je

supp(u) = {z € (a,b): u(x) # 0}.

Potez iznad skupa oznacava zatvarac. Nosac funkcije je stoga uvijek zatvoren skup i sadrzi pojedine
tocke u kojima se funkcija ponistava.

Funkcija ima kompaktan nosac ako je njen nosac¢ kompaktan skup. (Da bi nosac bio kompaktan
dovoljno je da je ogranicen.) Prostori neprekidnih (neprekidno derivabilnih) funkcija s kompakt-
nim nosacem oznacavaju se slovom c: C.(a,b), C*(a,b) itd. Uocimo da ako funkcija definirana
na otvorenom intervalu (a,b) i ima kompaktan nosac, onda ona postaje identicki jednaka nuli na
pozitivnoj udaljenostt od rubova intervala a i b.

Napomena 1.4 U dokazu Leme 1.1 dokazali smo ¢ osnovnu lemu varijacijskog raluna koja kaze
da ako funkcija w € C(a,b) zadovoljava

/bw(x)v(:c) dr =0, YveCX(a,b),

onda je w = 0. Ouvdje je s C°(a,b) oznacen prostor svih beskonacno puta derivabilnih funkcija
C(a,b) = () Ci(a,b).
k=1

Lema 1.1 nam govori da je varijacijska zadaca (1.4) generalizacija rubne zadaée (1.1). Stoga
rjesenje zadace (1.4) nazivamo poopéeno (ili slabo) rjesenje zadace (1.1). Slabo rjesenje ima smisla
za svaku funkciju f za koju je linearni funkcional (1.3) dobro definiran i neprekidan, sto ¢emo
precizirati kasnije.

Varijacijska formulacija slozenijih rubnih zadaca radi s na isti nacin, parcijalnom integracijom.
Homogeni Dirichletovi rubni uvjeti se ugraduju u prostor, a Neumannovi uvjeti su zadovoljeni
implicitno.

M. JurAK 10. ozujka 2008.



1.1 VARIJACIJSKA FORMULACIJA 8

Zadatak 1.1 Nadite varijacijsku formulaciju ovih rubnih zadaéa postavljenih na intervalu (a,b):

—u"+cu=f, wu(a)=u(b)=0, (1.6)
—(ku') +cu=f, wu(a)=0,4'(b) + au(b) =0, .
—eu" +cu' +du=f, u(a)=1u(b)=0. (1.8)

Ovdje su ¢, d i f funkcije iz C([a,b]), k € CY([a,b]) i € > 0. PokaZite da je svako dovoljno glatko
rjesenje varijaciyske jednadzbe ujedno 1 klasicno rjesenje.
Rjegenje. ad) (1.6). V = {u € C'([a,b]): v(a) = v(b) = 0}; Za svako v € V,

/ (W ()0 (2) + e(z)ulz)v(z)) de = / F@)o(a) da

ad) (1.7). V = {u € C([a,b]): v(a) = 0}; Za svako v € V,

b
/ (o) ()0 () + c(2)u(z)o(z)) dz + ak(b / I

ad) (1.8). V.= C([a,b]); Za svako v € V,

/ (et (2)0/ () + elx)d (@)o(z) + d(z)u(z)o(z)) dz = / f(a

Dirichletovi rubni uvjeti mogu biti nehomogeni (razli¢iti od nule) i tada ih ne mozemo ugraditi
u prostor u kome biramo test funkcije jer bi time izgubio linearnost (postao bi afina mnogostru-
kost). Stoga se nehomogeni rubni uvjeti prvo homgeniziraju i na taj se nac¢in rubna zadaca svodi
na rubnu zadac¢u s homogenim rubnim uvjetom.
Na primjer, u zadaci
—u" +du=f, u(0)=Au(l)=B8B, (1.9)

postavljenoj na (0, 1), uveli bismo funkciju w(z) = (B — A)z + A, koja zadovoljava rubne uvjete.
Trazenu funkciju v napisemo kao u(z) = U(x) + w(x), gdje sada funkcija U zadovoljava

~U"4+dU = f —dw, U0)=U(1)=0.
Rubni uvjeti su time homogenizirani, a u jednadzbi se promijenila samo desna strana.

Zadatak 1.2 Homogenizirajte rubne uvjete u sljedeéim zadaéama postavijenim na (a,b):

—u"+3u=f, ula)=A, u(b) = B,
—(ku') +cu=f, u(a)=Au(d) =B, (k(z) =1+2" c(x) = cos(x))
—u"+u +u=f wula)= A u'(b) = B.

Nehomogeni Neumannov rubni uvjet nije potrebno homogenizirati.

M. JurAK 10. ozujka 2008.



1.2 EGZISTENCIJA RJESENJA VARIJACIJSKE JEDNADZBE 9

Zadatak 1.3 Formurajte varijacijsku zadacu za
—u" +u +u=f x€(ab) u(a)=Au(b)=B.

Pokazite da je svako dovoljno glatko slabo rjesenje ujedno i klasicno rjesenge.

Rjesenje. V = C'([a,b]); Za svako v € V,
/ (eu/ ()v' (z) + o' (z)v(x) + u(z)v(x)) do = / f(x)v(z) dx 4+ Bo(b) — Av(a).

1.2 Egzistencija rjeSenja varijacijske jednadzbe

Da bismo vidjeli pod kojim uvjetima varijacijska jednadzba (1.4) ima jedinstveno rjeSenje
trebamo problem postaviti u okviru funkcionalne analize.

Prije svega, uo¢imo da je prostor V beskona¢nodimenzionalan linearan prostor. Da bismo
mogli koristiti standardne rezultate funkcionalne analize moramo postaviti zahtjev da je V' potpun
normiran prostor. To znaci da je na V definirana norma, koju éemo oznacavati s || - ||y, te da
je u njemu svaki Cauchyjev niz konvergentan (potpunost). Funkcijski prostori koji su vezani
uz linearne diferencijalne jednadzbe obicno imaju strukturu potpunog unitarnog prostora. To je
prostor u kojem je definiran skalarni produkt, kojeg oznac¢avamo s (-, -), a pripadna norma je dana
formulom ||ul|y = v/(u,w). U toj normi prostor mora biti potpun.

Standardna terminologija funkcionalne analize je sljedeca: potpun normiran prostor naziva se
Banachov prostor, a potpun unitaran prostor je Hilbertov prostor. Osnovne definicije i rezulatati
funkcionalne analize koji su nam potrebni dani su u Dodatku A.

Dualni prostor prostora V' je prostor svih linearnih i neprekidnih funkcionala F': V' — R. To
je linearan normiran prostor koji oznacavamo V', a normu definiramo formulom

[Fllv: = sup{[F(v)[: v €V, |vfly < 1}.

On je potpun cak ako V' to nije.
Uobicajeno je primjenu funkcionala F' € V'’ na nekom elementu oznacavati o$trim zagradama

F(’U) = <F, U>V’,V~

Oznake prostora se ispustaju kad je jasno o kojim se prostorima radi. Uo¢imo jos da je po definiciji

dualne norme
[(F,v)vev| < Fllvlvlly. (1.10)

Varijacijska formulacija linearne rubne zadace prirodno se postavlja u Hilbertovom prostoru. Na
osnovu Rieszovog teorema reprezentacije svaki linearan i neprekidan funkcional nad Hilbertovim
prostorom moze se prikazati kao skalarni produkt s nekim elementom prostora.

O bilinearnoj formi ¢emo napraviti dvije pretpostavke: ogranienost i koercitivnost.

M. JurAK 10. ozujka 2008.



1.2 EGZISTENCIJA RJESENJA VARIJACIJSKE JEDNADZBE 10

Definicija 1.1 Kazemo da je bilinearna forma a: V' x V' — R ograni¢ena ako postoji konstanta M,
takva da vrijedi
Vu,v eV, |a(u,v)| < M||u|lv|v]v. (1.11)

Definicija 1.2 KaZemo da je bilinearna forma a: V' x V' — R koercitivna ako postoji konstanta
a > 0 takva da je
Yo eV, alp|f <alv,v). (1.12)

Kasnije ¢emo dokazati ovaj teorem.

Teorem 1.1 (Lax-Milgramova lema) Neka je V' Hilbertov prostor i a: V' x V' — R bilinearna, ogra-
ni¢ena i koercitivna forma. Tada za svako F' € V' problem (1.4) ima jedinstveno rjeSenje u € V.

Lax-Milgramova lema nam kaze sljedece: ako zelimo dokazati da varijacijska zadaca (1.4) ima
jedinstveno rjesenje dovoljno je provjeriti da su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

1. Prostor V' je Hilbertov;

o

a:V xV — R je bilinearna forma;

3. F': V — R linearan funkcional,

4. a:V xV — R zadovoljava uvjet ograni¢enosti (1.11);
5. a: V x V — R zadovoljava uvjet koercitivnosti (1.12);
6. F: V — R zadovoljava uvjet neprekidnosti (1.10).

Napomena 1.5 * Ouvdje Zelimo pokazati da su uvjeti Laz-Milgramove leme prirodni zahtjevi (s mate-
maticke strane gledano) koje treba postaviti na elemente varijacijske jednadzbe (1.4).
Bilinearna forma a(-,-) definira jedinstven linearan operator A: V. — V' pomoéu formule

Yu,v €V, (Au,v)yy = a(u,v).
Stoga, zadacéu (1.4) moZemo zapisati u obliku operatorske jednadzbe
Au=F. (1.13)

Problem (1.13) je dobro postavljen ili korektan ako ima jedinstveno rjesenje u koje neprekidno ovisi o
desnoj strani F. To znaci da operator A mora biti bijekcija, a inverz A~' neprekidan operator. Prema
teoremu o otvorenom preslikavanju (vidi S. Kurepa [3], str. 389) neprekidnost bijektivnog operatora A
povlaci neprekidnost inverznog operatora, pa stoga dolazimo do sljedeceq zakljucka: Problem (1.13) je
dobro postavljen ako je operator A neprekidna bijekcija.

Prostor svih neprekidnih linearnih operatora A: V. — V' oznaéava se L(V,V'). To je linearan prostor
u koji se uvodi operatorska norma

[All = sup{||Av[ly+: v € V, |vfly <1}

M. JurAK 10. ozujka 2008.



1.3 PROSTORI SOBOLJEVA 11

Ako je V potpun, onda je i L(V, V') potpun prostor.

Ogranicenost (=neprekidnost) linearnog operatora A bit ée osigurana ako imamo ogranicenost bili-
nearne forme. Iz (1.11) se lako pokazuje da za pripadni operator A vrijedi |A|| < M. Nadalje, potrebno
je osigurati injektivnost operatora A. Jedan prirodan i jednostavan wvjet na formu a(-,-), koji osigurava
injektivnost, je uvjet koercitivnosti. Iz (1.12) slijedi

allvll}y < a(v,v) = (Av,v)vy < [[Avlv|lolly,

§to povlaci da za svako v € V wrijedi ajv|y < ||Av|lyr. Iz te nejednakosti lako slijedi injektivnost
operatora A i na isti nacin injektivnost adjungiranog operatora, te zatvorenost slike operatora A. Tada
prema Banachovom teoremu o zatvorenoj slici dobivamo surjektivnost operatora A (za detalje vidi H.
Brezis [2], 11.7). Time dolazimo do egzistencije i jedinstvenosti rjieSenja jednadzbe (1.13).

1.3 Prostori Soboljeva

Vratimo se sada nasem polaznom primjeru i provjerimo mozemo li zadovoljiti gornje zahtjeve.
U prostor V = {¢ € C*(]0,1]): ¢(0) = 0} prirodno je uvesti normu

lpll = sup |¢(z)] + sup |¢'(x)],
0<z<1 0

<x<1
uz koji je on potpun. Zatim je lako pokazati da je uz tu normu bilinearna forma af(-,-) ogranicen:
Vu,v €V, a(u,v)] < [Jull]]].

Nasuprot tome, ne postoji konstanta « takva da je
1
oun) = [ w@fdo = alul 2 a sup [u/(o)]
0 0<a<1

Zadatak 1.4 Konstruirajte niz funkcija (u,) iz prostora V- za koji vrijedi

n

1
/ ul (v)*dz — 0 kada n — oo,
0

sup |ul(z)|=1, ¥neN.
0<a<1

Problem koji se ovdje javlja je u tome Sto je prirodna norma prostora V' suvise jaka. Varija-
cijska formulacija nam diktira normu integralnog oblika.
Uvedimo prostor

[2(a,b) = {6: (a,b) — R: / 6(x) do < +o0).

M. JuraAK 10. ozujka 2008.
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To je prostor svih kvadratno integrabilnih funkcija i u njemu dobro definiran skalarni produkt

b
(6 0)an = [ 0la)(a) da, (114)
te pripadna norma
b 1/2
lollzon = [ Paas) (1.15)
Prostor L?(a,b) s ovom normom je Hilbertov.

Napomena 1.6 * Teorija L?(a,b)-prostora se oslanja na Lebesqueovu teoriju integracije. Formulom
(1.15) definirana je norma na prostoru svih klasa ekvivalencije skoro svuda jednakih funkcija (u odnosu
na Lebesqueovu mjeru). Prema tome, elementi L?(a,b)-prostora nisu funkcije nego klase ekvivalencija
skoro svuda jednakih funkcija. Ta se tehnicka komplikacija moZe izbjeéi tako da se L*(a,b) promatra
kao prostor funkcija, a da se uzima da su dvije funkcije jednake ako su jednake svuda osim na skupu
(Lebesgueove) mjere nula. Uz takav dogovor ne mozZemo govoriti o vrijednosti funkcije u toéki ili na bilo
kojem skupu mgjere nula.

Iz ¢injenice da je formulom (1.14) dobro definiran skalarni produkt slijedi:

Lema 1.2 (Schwarz—Cauchyjeva nejednakost) Za svake dvije funkcije ¢,v € L*(a, b) vrijedi

[Cswnw < ([ wa) - ([ 0 "
Za dokaz vidi [3].

Prostor L?(a,b) ¢e biti zamjena za C([a, b]). Prostor C'([a, b]) zamjenjujemo prostorom

H'(a,b) = {6 € L2(a,b): / & (2)2 dr < +oo).

To je prostor kvadratno integrabilnih funkcija koje imaju kvadratno integrabilnu derivaciju. U

pitanje kako precizno definirati derivaciju funkcije iz L?(a,b) ovdje ne¢emo ulaziti (vidi Doda-
tak A).
U prostoru H'(a,b) definiramo skalarni produkt

b b
(6 = [ da)ita)de+ [ @)@ do,
i pripadnu normu

b b 1/2
H(b”Hl(a,b) = (/ ¢(x)2 dl’—l—/ ¢/<x>2 dx) . (116)
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Pokazuje se da je H'(a,b) s ovim skalarnim produktom Hilbertov prostor. To jedan od prostora
iz familije prostora Soboljeva.
Reformulirajmo sada varijacijsku jednadzbu (1.4) tako da za prostor V' uzmemo

V ={¢ e H(0,1): $(0) =0} (1.17)

To je Hilbertov prostor s normom prostora H'(0,1). Stovise, u njemu mozemo uzeti ekvivalentnu

o o= ([ oras) " (118

To je posljedica Poincaréove nejednakosti koju dokazujemo sada.
Lema 1.3 Za svaku funkciju ¢ € H'(a,b), za koju je ¢(a) = 0, vrijedi Poincaréova nejednakost

||¢HL2(a,b) < C||¢I||L2(a,b)- (1.19)

Dokaz. Za svako ¢ € V imamo

o) = ola) ~ ola) = [ (o)t < ( [ da:) - ( [ oar dt) "

gdje smo iskoristili Cauchyjevu nejednakost. Time dobivamo

o) < ((b ~a) [ o dt) "

pa kvadriranjem i integriranjem izlazi

/abgb(m)g dz < (b— a) /ab / ¢ (£)2 dtdz < (b— a)? /ab ¢'(x)?de. O

Iz (1.19) lako slijedi da je na potprostoru svih funkcija iz H'(a,b), koje se poniStavaju u x = a,
norma (1.16) ekvivalentna s normom

b 1/2
D1 (ap) = (/ ¢ (x)? d:c) .

Napomena 1.7 FEkvivalentne norme generiraju istu topologiju na vektorskom prostoru. Drugim
rijecima, ako jedan miz konvergira u jednoj mormi, onda on konvergira i u svakoj drugoj, mjoj
ekvivalentnoj, normi. Prostor koji je potpun u jenoj normi, potpun je i u mjoj ekvivalentnoj
normi.

M. JuraAK 10. ozujka 2008.
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Zadatak 1.5 Funkcije iz prostora H'(a,b) su uniformno neprekidne. Naime, za svaku funkciju
v € H'(a,b) 1 za svake dvije tocke z,y € (a b) vrijedi

jv(z )| <Vl —=ylllv'| 2ap-

Dokazite.

Zadatak 1.6 Uvedimo oznaku [[v||oc = SUpP,e(qp) [v(2)]. Prema zadatku 1.5 ||v||o je konacno za
svaku funkciju v € H'(a,b). PokaZite da za svaku funkciju v € H'(a,b), za koju je v(a) = 0 ili

v(b) =0, vrijedi
IWlleo < Vb= allv'|2(a)-

Vratimo se sada nasem primjeru. Sada znamo da na prostoru V', definiranom u (1.17), mozemo
uzeti normu || - ||, definiranu s (1.18), buduéi da je ona prema dokazanom ekvivalentna s H*(0, 1)
normom na V' C H'(0,1). Imamo,

afu,v)| = !/ ) dr < ||[u'l| L2001Vl 20.1) = Ilullllv]l,

a(v,v) :/0 V' (x)? dx = |jv])*.

Uz pretpostavku da je f € L?(0,1) dobivamo neprekidnost linearnog funkcionala F':

ol=1 [ o) de] < (/ ) ) " (/ (o) )

= ||fHL2(0,1)||UHL2(0,1) < Hf”L?(o,l)HUH-

U zadnjoj smo nejednakosti ponovo koristili ekvivalenciju normi (1.16) i (1.18) na prostoru V.
Dakle, promijenjenom osnovnog prostora s lakocom se pokazuje da varijacijska zadacéa (1.4) ima
jedinstveno rjeSenje za svako f € L*(0,1).

Zaklju¢ak. Prelaskom na varijacijsku formulaciju rubne zadace prosirili smo pojam rjesenja
rubne zadace. RjeSenje varijacijske zadac¢e nazivamo slabim rjeSenjem zadace postavljene u dife-
rencijalnom obliku. Na varijacijsku zada¢u mozemo primijeniti teoreme funkcionalne analize koji
na relativno jednostavan nacin daju korektnost zadace, pod uvjetom da je funkcijski prostor u
kome trazimo rjesenje ispravno odabran. To nas vodi do zamjene prostora neprekidno derivabil-
nih funkcija prostorima Soboljeva. Istodobno dobivamo i nove, slabije, uvjete na funkciju f(z)
uz koju je slabo rjesenje zadace (1.1) dobro definirano.

1/2

Napomena 1.8 Analogno kao H'(a,b) definiraju se prostori Soboljeva viseg reda:

H*(a,b) = {¢ € L*(a,b): ¢',¢",..., 0% € L*(a,b)}.

b k b 1/2
DIl e () = </ o(z)* dv + Z/ o9 (z)? dx) .
“ i=17a

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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Vrlo je korisna sljedec¢a elementarna nejednakost.

Lema 1.4 Za svaka dva broja a,b > 0 i svako n > 0 vrijedi
1
b < na® + —b. 1.20
av < na” + In ( )

Dokaz. Slijedi iz

ab < ~(a® +v?),

N —

transformacijom a +— /2na i b+— b//2n. O

Zadatak 1.7 DokaZite Poincaréovu nejednakost za funkcije iz H'(a,b) koje se ponistavaju u
x =Db.

Zadatak 1.8 Pokazite primjerom da Poincaréova nejednakost ne vrijedi na citavom prostoru
H'(a,b).

Zadatak 1.9 Provjerite uz koje uvjete na koeficijente diferencijanih jednadzbi su ispunjeni uvjeti
Lax-Milgramove leme za primjere iz Zadatka 1.1.

Rjedenje. Uocimo odmah da u varijacijskim zadaéama prostor C'([a,b]) treba zamijeniti s
H'(a,b), te da u svim primgerima funkcija f(x) mora zadovoljavati f € L*(a,b).

ad) (1.6). Dovoljno je uzeti c(x) > 0 za sve x € (a,b) i [|¢||w < +00;

ad) (1.7). Dovoljno je uzeti v > 0, k(x) > ko > 0, za sve x € (a,b), gdje je ko zadana pozitivna
konstanta, ||k|l« < 400 te c(x) > 0 za sve © € (a,b) i ||c||l < +00. U dokazu ogranicenosti
bilinearne forme treba se koristiti rezultat zadatka 1.6.

ad) (1.8). Owvaj primjer je sloZeniji zbog pojave clana c(x)u'(x)v(x) pod integralom. Za ogra-
nic¢enost bilinearne forme moramo imati ||c|loc < 400 i ||d||cc < +00. U ocjeni konstante koerci-
tivnosti mozZemo iskoristiti (1.20) na sljedeéi nacin:

/ab c(z)u(z)v(z) dr < ||c||oo/ab (Lu/(ﬁ)z n %u(af) i

2||¢] oo 2e

b 2 b
= %/a u’(w)zdx—i-%/a u(z)? dz.

Sada se koercitivnost dobija uz uvjet

2
d(x) > dy > % >0, Vzé€(a,b).

Zadatak 1.10 DokaZite neprekidnost funkcionala na desnoj strani u zadatku 1.5.

Definicija 1.3 Za bilinearnu formu a: V x V' — R kaZemo da je simetri¢na ako vrijedi

Vu,v eV, alu,v) = a(v,u).

M. JuraAk 10. ozujka 2008.
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Zadatak 1.11 Ispitajte simetriju bilinearnih formi u primgjerima iz Zadatka 1.1.

Napomena 1.9 Varijacijske jednadzbe sa simetricnom bilinearnom formom mogu se interpre-
tirati kao Eulerove jednadzbe za odgovarajuéi funkcional energije. Preciznije, tada varijacijskoj
jednadzbi (1.4) mozZemo pridruziti funkcional energije

1
J(v) = ia(v,v) — F(v).
Varijacija funkcionala je

d d (1
aJ(u —l—tv)‘tzo == (§a(u+tv,u+tv) — F(u+tv)) =a(u,v) — F(v) =0,
=0

gdje smo iskoristili da je u € V rjesenje varijacijske zadace (1.4). Stoga rjesenje varijacijske
zadace mozemo interpretirati kao minimim funkcionala energije (za detalje vidi Poglavlje 2).

1.4 Varijacijska aproksimacija

Varijacijska formulacija rubne zadace za diferencijalnu jednadzbu vrlo je pogodna za nume-
ricku aproksimaciju. Rekapitulirajmo prvo ono sto je do sada ucinjeno.
Problem (1.1) smo reformulirali u obliku

na¢iu eV
a(u,v) = F(v), YveV.
gdje je
e V beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor zadan s (1.17), i s normom (1.18);
e a(-,-) je bilinearna, ogranic¢ena i koercitivna forma zadana s (1.2);
e F € V' funkcional zadan s (1.3), pri ¢emu je pretpostavljeno f € L?(0,1).

Da bismo aproksimirali rjeSenje ove zadace uvodimo kona¢nodimenzionalni prostor S C V
koji predstavlja “aproksimaciju” prostora V' i formiramo novu varijacijsku zadacu:

naéi ug € S

a(ug,v) = F(v), YveS.

(1.21)

Dobiveni problem je konac¢nodimenzionalan pa se njegovo rjesenje moze efektivno izracunati.
Opisani se postupak naziva varijacijska aproksimacija. Uo¢imo da diskretna zadaéa (1.21), prema

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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Lax-Milgramovoj lemi, ima jedinstveno rjesenje ako su uvjeti Lax-Milgramove leme ispunjeni za
kontinuiranu varijacijsku zadacu (1.4).

Neka je {¢1, ¢2,...,én} baza u S (n=dim(S)). Tada rjesenje ug mozemo raspisati po vekto-
rima baze,

us(z) = > Ujg;(x).
j=1
Uzimajudi test funkciju v = ¢; u zadaéi (1.21), dobivamo

> Uja(gy é) = F(¢n), i=1,....n. (1.22)
j=1

Sustav (1.22) je jedna matri¢na jednadzba, stoga uvedimo oznake
U=(U;) eR" F=(F;) eR", F; = F(¢;), K= (Ky;), Kij = a(e;, ¢:).
Jednadzbe (1.22) se zapisuju sada u obliku
KU =F.

Pokazimo da iz koercitivnosti bilinearne forme slijedi da je matrica K pozitivno definitna, odnosno
da vrijedi
YV #£0, KV-V>0. (1.23)

Formirajmo funkciju

o(w) = 3 Viey(a).

Imamo,
KV -V =% "a(¢;, 0:)ViV;
ij=1
= a(d_Vios, p_Vis) = alv,0)
i=1 j=1
> alfv].
Kako je || - || norma na prostoru V', znamo da

lv| =0 = v=0.

Buduéi da funkcija v(x) ne moze biti identicki jednaka nuli za netrivijalan vektor V, zaklju¢ujemo
da vrijedi (1.23).

Matrica K je, dakle, pozitivno definitna pa je i regularna. Time smo na drugi nacin pokazali
egzistenciju i jedinstvenost diskretnog problema.

Napomena 1.10 Matrica K se tradicionalno naziva matrica krutosti. [

M. JuraAK 10. ozujka 2008.
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1.5 Ocjena greske aproksimacije

Zeljeli bismo ocijeniti s kojom tocnoséu rjesenje zadace (1.21) aproksimira rjesenje zadace
(1.4), odnosno htjeli bismo ocijeniti gresku aproksimacije u —ug. U toj ocjeni osnovnu ulogu ima
svojstvo ortogonalnosti koje izlazi iz toga sto je S C V' (konformnost aproksimacije). Do njega
dolazimo oduzimanjem jednadzbi

a(u,v) = F(v), YveScV
a(ug,v) = F(v), YveS,
te dobivamo

a(lu —ug,v) =0, YvelbS. (1.24)

Pretpostavimo da je nasa bilinearna forma a(-, -) simetri¢na, tj da vrijedi
Vu,v €V, a(u,v) = a(v,u),
pa zbog koercitivnosti ona ima sva svojstva skalarnog produkta. Stoga je
[vllz = Va(v,v)

dobro definirana norma koju nazivamo energetska norma. Kako za svaki skalarni produkt vrijedi
Cauchyjeva nejednakost imamo

Vu,v €V, |a(u,v)| < [ullgllv] e (1.25)
Koristeéi ortogonalnost (1.24) i Cauchyjevu nejednakost, za proizvoljno v € S dobivamo:

lu = us||E = alu — us, u — us)
=a(u —ug,u—v)+a(u—ug,v—ug)
=a(u —ug,u —v) (ortogonalnost)

< Jlu = us|pllu = vl[e-

Time smo dobili ocjenu
Vo eS, [u—us|e < |lu—vle

Uzimanjem infimuma po svim v € S dobivamo
Teorem 1.2 Neka je u € V rjeenje varijacijske zadace (1.4), a ug € S rjeSenje zadace (1.21). Tada

je
lu —usl|g < inf{||u —v||g: veS}

Teorem 1.2 kaze da je varijacijska aproksimacija ujedno najbolja aproksimacija u energetskoj
normi. Infimum na desnoj strani se naravno postize u v = ug. Stovise, za potpunu ocjenu greske
aproksimacije treba samo vidjeti kako dobro prostor S aprosimira funkcije iz prostora V.

M. JuraAKk 10. ozujka 2008.
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[ I [
Ti— Z; Tit1

Slika 1.1: Primjer bazne funkcije tipa krovica.

1.6 Konstrukcija konaénodimenzionalnog prostora S

Metoda konacnih elemenata bazira se varijacijskoj aproksimaciji i specificnom izboru ko-
nac¢nodimenzionalnog prostora S. Opcenito metoda konstrukcije prostora S je sljede¢a: domena
u kojoj je postavljena rubna zadaca razbije se na kona¢no mnogo podskupova jednostavne ge-
ometrije: segmenata u jednoj dimenziji, trokuta ili pravokutnika u dvije, tetraedara i heksaedara
u tri itd. Takav rastav domene naziva se triangulacija. Prostor S se tada sastoji od funkcija koje
su na svakom elemetu triangulacije polinomi odredenog stupnja, a globalno su neprekidni. Takav
izbor dozvoljava konstrukciju baze koja ima povoljna numericka svojstva.

Napomena 1.11 Pri aproksimaciji diferencijalnih jednadzbi éetvrtog reda obicno se trazi da funkcije
iz prostra S imaju neprekidne prve parcijalne derivacije. S druge strane, postoji klasa metoda konacnih
elemenata koje koriste prostor S c¢ije funkcije nisu globalno neprekidne.

Uvedimo najjednostavniji primjer prostora S koji sadrzi po dijelovima afine funkcije. Uzmimo
da je zadana jedna particija segmenta [0, 1] (triangulacija)

O=xo< 1 <2 <<z, =1
Prostor S definiramo kao prostor svih funkcija v(x) koje zadovoljavaju sljedeca tri svojstva:
e v e C([0,1]);

e je afina funkcija za sve 1 = 1,2, ..., n;

[i—1,24]
e v(0)=0.
Lako se pokazuje da je S C H'(0,1), tj. da je nasa aproksimacija konformna.

Prvi zadatak je konstruirati bazu prostora {¢1, ¢, ..., ¢,}. Standardna baza je sastavljena
od krovica:

0 T ¢ (Tim1, Tit1)
T — Ti—1

bi(a) =< 7o, Tzl 001
Tit1 — T

T € [T, 241] N[0, 1]
Tit1 — L4

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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ili jednostavnije, ¢;(x) je funkcija iz S sa svojstvom
$i(;) = i,

za sve 1,7 = 1,2,...,n. Linearna nezavisnost takvih funkcija je evidentna. Lako je vidjeti da se
svaka funkcija v € S moze na jedinstven nac¢in napisati u obliku

v(z) = Zwi(x),

gdje je Vi = v(a;).
Deriviranjem dobivamo

V(x) = Z Vi¢i(z) = po dijelovima konstantna funkcija

%
=1

pa je stoga v’ € L?(0,1) i time smo provjerili da je S C H'(0,1).
Uz prostor S definira se i interpolacijski operator. Za svaku funkciju v € C([0, 1])NV definiramo
funkciju v; € S formulom

vr(r) = Z v ()i ().

Tu smo evidentno interpolirali funkciju v u ¢vorovima mreze pomocu afinih funkcija. Interpola-
cijski operator Z: C([0,1]) NV — S definira se formulom Zv = v;. On ima vaznu ulogu u ocjeni
veli¢ine inf{||u — v||g: v € S}, buduéi da koristeéi ocjenu

inf{||u —v||g: v € S} < |lu—us| g,
ocjenu greske svodimo na ocjenu greske interpolacije.

Napomena 1.12 Tocke u kojima uzimamo vrijednosti funkcije u interpolacijskom operatoru na-
zivaju se nodalne tocke. U ovom primjeru, nodalne tocke su tocke x;, za 1 =1,...,n.

Teorem 1.3 Neka je u € H*(0,1) NV i h = maxj<j<,(z; — x;_1). Tada postoji konstanta C,
neovisna o h i u, takva da je
|u—urlle < Chllu"|| 20,1

Dokaz. Ako pogledamo definiciju normi, dovoljno je za svako j = 1, ..., n dokazati

/xj
Tj—1

(= wr) (@) do < clay — -0 [ @) do

7j—1
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Tvrdnja se dobije sumiranjem po j. Uvedimo oznaku e(z) = u(x) — us(z). Kako je u; afina
funkcija, prethodna nejednakost je ekvivalentna s

| @R s < el —a? [ @) de
xTi_1 Tj—1

J J—

Napravimo li zamjenu varijabli

v =xja+ylz; — i), ely) = elrj— +ylr; — 1)),

/| |2d<c/ le” ()| dy. (1.26)

Potrebno je dokazati samo posljednju nejednakost. Prethodna onda slijedi zamjenom varijabli.
Takav se postupak cesto koristi pa je dobio ime argument skaliranja.

Da bismo dokazali (1.26) uocimo da je é(0) = é(1) = 0 (tu koristimo ¢injenicu da je u;
interpoland funkcije u) . Po Rolleovom teoremu postoji tocka & € (0,1) u kojoj je €(§) = 0.
Stoga je

izlazi

&(y) = /g "o dt.

Pomoc¢u Cauchyjeve nejednakosti izlazi

€'(y)| = ‘/;, &"(t) dt‘ < (/j 12dt) 1/2 (/gy é"(t)zdt) 1/2
<y —¢'? (/01 &'(t)2 dt)w

1
1
max / y—Eldy = 5, (1.27)

0<e<t J
1
/ &"(t)? dt.
0

Uzmemo li u obzir da je

integriranjem dobivamo

/I !2dy</ ly — g!dy(/1~"(>dt)

Time je (1.26) dokazano s ¢ = 1/2. O

l\DlH

Zadatak 1.12 Dokazite (1.27).

Sada mozemo formulirati osnovni rezultat o gresci aproksimacije.

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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T T \ T T
Ti—1 Ti—1/2 Z; Tit1/2 Tit1

Slika 1.2: Primjer bazne funkcije drugog reda. Funkcija ¢;.

Teorem 1.4 Neka je u € H?(0,1) NV rjedenje zadace (1.4), a ug rjedenje zadaée (1.21). Tada
postoji konstanta C', neovisna o h = max;<;<,(z; — z;—1) i u, takva da je

|u —us|le < Chllu"||r20,1)-

Dokaz. Pomoc¢u Teorema 1.2 1 Teorema 1.3 dobiva se
lu—us||lg <inf{||ju—v|g:veSt<|lu—ug < ChHU”HL2(0,1)- 0

Prostor S koji smo konstruirali je tzv. prostor P; elemenata, nazvanih tako jer su funkcije iz S
na svakom elementu [x;, x;41] polinomi prvog stupnja. Sli¢no se konstruiraju i elementi viseg reda:
elementi tipa P, su neprekidne funkcije koje su na svakom elementu polinomi stupnja manjeg ili
jednakog k.

Detalji konstrukcije prostora S tipa Py: Prostor mozemo konstruirati tako da direktno konstru-
iramo njegovu bazu. Buduéi da na svakom elementu [z;, x;41] funkcija v € S mora biti polinom
drugog stupnja uvest ¢emo dodatnu nodalnu tocku u element [x;, z;11], i1 2 = (x; + 1) /2.
Funkcija je na [z;, ;1] posve odredena svojim vrijednostima u tockama z;, ;41 /21 xi41. Bazne
funkcije se ponovo definiraju kao funkcije iz prostora S koje su jednake jedan u jednoj nodalnoj
tocki, a nula svim ostalim. Kako sada imamo dvije razli¢ite vrste nodalnih tocaka, one koje su
na rubovima elemenata i one koje su u sredini elemenata, imat ¢emo dva razli¢ita tipa baznih
funkcija: za 1 =10,1,...,n:

¢1'ES, ¢i(xj>:5i7j7j:()71>"',n
Gi(rj—12) =0, j=1,...,m

zat=1,...,n:

Gi—1j2 €S,  Gi—1y2(r;) =0, 7=0,1,....n
Gi1j2(xjo1y2) = 0ij, 5=1,...,n.
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T T \ \ \
Ti—1 Ti—1/2 Z; Tit1/2 Tit1

Slika 1.3: Primjer bazne funkcije drugog reda. Funkcija ¢;iq/2.

v

o T T T3 Ty Ts
Slika 1.4: Primjer funkcije iz prostora konacnih elemenata drugog reda.

Primjeri baznih funkcija dani su na slikama 1.2 1 1.3. Skup S sada mozemo definirati na ovaj
nacin:

S = {Z Vigi(x) + Z Vicijobiciyo(x): Vo, . Vo, Viga, oo, Vi € R} (1.28)
i=0 i=i

Zadatak 1.13 Pokazite da je (1.28) linearan prostor svih neprekidnih funkcija koje su na svakom
elementu [x;, x;11] kvadratni polinomi.

Za funkciju
v(z) = Z Vigi(x) + Z Vic1/20i-1/2(x)
=0 i=i

vrijedi
Vi= U($1)7 ‘/;—1/2 = U(SCi—l/Q)-

Te se vrijednosti nazivaju stupnjevi slobode. Neprekidnost cijele funkcije postignuta je upravo
ovakvim izborom stupnjeva slobode. Jedan primjer funkcije iz ovog prostora dan je na slici 1.4.

Zadatak 1.14 Nadite formule za bazne funkcije tipa Ps.
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1.7 Argument dualnosti

Teorem 1.4 rjesava problem konvergencije metode kona¢nih elemenata u energetskoj normi.
Podsjetimo se u slucaju zadace (1.1) energetska norma ima oblik

lulle =[]l 2(0.)-

Dakle radi se o konvergenciji derivacije. Ali §to moZemo re¢i o ocjeni greske u L?*(0,1) normi?
Ta bi ocjena trebala biti bolja od ocjene za derivaciju. Iz Poincaréove nejednakosti (1.19) i
Teorema 1.4 odmah dobivamo ocjenu

|lu— Us||L2(o,1) < ChHUHHL?(OJ)a

no pokazat ¢emo da vrijedi jaca ocjena.
Tehnika koja se naziva argument dualnosti dozvoljava izvod precizne ocjene greske u L(0,1)
normi. U njoj se prvo definira tzv. dualni problem:

—w" =u—ug mna(0,1)
(1.29)
=0.

w(0) =0, w'(1)
Nadalje, potrebno je uvesti odredenu pretpostavku regularnosti. U ovom sluc¢aju pretpostavljamo

da zadaca (1.29) ima rjesenje u H%(0,1). U jednodimenzionalnom slucaju to je evidentno jer je
u—ug € C([0,1]) pa (1.29) ima klasi¢no rjesenje. Sada imamo:

lu — USH%Q(OJ) = /0 (u —ug)(u —ug) de = —/0 (u — ug)w" dx
= —/0 (u — ug)w') dx +/0 (u— ug)w'dzx
= —(u—ug)(1)w'(1) + (u —ug)(0)w'(0) + /0 (u —ug)'w' dz

1
= / (u —ug)'w dr = alu — ug, w)
0

gdje smo iskoristili w’(1) = 01 u(0) = ug(0) = 0. Koristedi relaciju ortogonalnosti (1.24) dobivamo
za svako v € S

|u— US||%2(0,1) =a(u—ugs,w—v) < |lu—ug|gllw—v|E.
To ¢emo pisati u obliku

w —v
= usllzzon < llu — usllp o2l
Tu— sl
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Kako je —w” = u — ug, a v € S proizvoljno, imamo

. w =g
= sz < llu = uslle inf Zo =

Primijenjujuc¢i Teorem 1.3 na funkciju w dobivamo

inf |w—v|g < |w —wil|g < Ch.
ves  [w”|| g [[w”|| 22

Time smo dobili
lu —us|lr200,1) < Chllu — usl|Eg,

pa jos jedna primjena Teorema 1.4 daje
||u — US||L2(O,1) S ChZHU//”LQ(OJ). (130)

Konvergencija u L?*(0,1) normi je dakle kvadrati¢na.

1.8 Uniformna ocjena

Zeljeli bismo imati ocjene u normama koje nisu integralne. Na primjer, uzmimo normu
[v]jec = sup [v(z)].
0<z<L1

U tu svrhu se koristi Greenova funkcija za diferencijalni operator. Tehnika je dosta slozena
u slucaju parcijalne diferencijalne jednadzbe, no ovdje je vrlo jednostavna jer je diferencijalni
operator naprosto druga derivacija. U nasem primjeru Greenova funkcija je familija funkcija (z

je parametar)
t zat<u,
9:(t) = {

r zat>«x

To je funkcija iz prostora V' pa imamo za proizvoljno v € V'

1 T
a(v,g.) = / V'(t)gl(t) dt = / V'(t) dt = v(z).
0 0
Primijenjujuéi tu relaciju na v = u — ug, slijedi

(u = us)(x) = alu — us, ga)-

Uoc¢imo sada da za x = z; funkcija g, pripada prostoru S, pa koristeci relaciju ortogonalnosti
(1.24) dobivamo

(u—wug)(z;) =0, 1=1,2,...,n.
Dakle ug = uy, odnosno, rjesenje problema (1.21) je interpoland toénog rjesenja. Drugim rijec¢ima,
nasa je aproksimacija egzaktna u nodalnim tockama. Sada nam treba odgovarajuca ocjena za
gresku interpolacije u max-normi, no takva se greska moze izvesti po analogiji s dokazom Teore-
ma 1.3.
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Zadatak 1.15 Pokazite da vrijedi sljedeca tvrdnja:

Neka je u € H*(0,1) NV, funkcija s ogranicenom drugom derivacijom i h = maxi<i<,(x; —
x;—1). Tada postoji konstanta C, neovisna o h i u, takva da je

lu = urlloe < Ch*||u"]|oc.
Buduc¢i da je ug = uy dobivamo ocjenu greske

lu = uslloo < CH*[[u” |-

1.9 Algoritamski aspekti metode konac¢nih elemenata
U ovoj sekciji diskutiramo implementaciju metode kona¢nih elemenata na modelnoj zadaci

—(k(2)u") + c(x)u = f(z), z € (a,b) (1.31)
k(a)u'(a) = aa, u(b) =up, (1.32)

u kojoj pretpostavljamo da vrijedi
k(x) > ko >0, c(x)>0, V€ /la,bl. (1.33)

Varijacijska formulacija: Naé¢i u € V = H'(a,b), u(b) = up, za koje vrijedi

b b
/ (' F + c(x)ud) dx = / f(@)ode — ardla), VeV,

gdje je VO ={¢ € H'(a,b): ¢(b) = 0}.
Diskretna zadaca se definira uvodenjem konacnodimenzionalnog prostor V,, C V' i zadavanjem
varijacijske jednadzbe na tom prostoru: treba naci u, € Vi, un(b) = up, koje zadovoljava

b b
/ (k(x)up,¢’ + c(x)upgp) de = / f(x)pdr — asd(a), Vo e VP, (1.34)

gdje je Vi) = {¢ € Vi1 4(b) = 0}.
Za konstrukeiju prostora V;, uvodimo triangulaciju domene (a, b). Ona je zadana nizom tocaka

Aa=To<T1 <Xy <---<zy=0>
Koristit ¢emo oznaku Kci1/9 = [, Teq1] za elemente triangulacije, i

Ty ={Ke1pp:e=1,...,N}
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@10 d1,1 G12 d20 G21 422 Qg0 Q41 G4,2 As50

l l l l l
1 1 1 1 1

Zo Z1 T2 T3 Ty Is

e

Slika 1.5: Nodalne tocke u slucaju k =31 N = 5.

za samu triangulaciju. Triangulacija je dakle skup segmenata koji prekrivaju domenu bez prekla-
panja, osim u dodirnim tockama susjednih elemenata. Parametar A kojim indeksiramo triangu-
laciju je definiran kao

h= max (Tep1 — @e),

i naziva se finoca triangulacije; triangulacija je to finija Sto je parametar A manji.

Triangulacija je obi¢no ekvidistantna, ali ako imamo odredene informacije o rjeSenju, ona moze
biti finija na mjestima gdje se rjeSenje brze mijenja.

Za fiksno k = 1,2, ... definiramo prostor

Vi = Vh(k’) ={p € C([a,b]): Ve=1,..., N, gb‘K%m € Py}
Dakle u Vh(k) su sve neprekidne funkcije koje su na svakom elementu polinomi stupnja manjeg ili
jednakog k. U Vh(l) su po dijelovima afine funkcije, u Vh(2) po dijelovima kvadratne itd. Treba
uociti da se u slucaju k > 1 ne radi o splineovima, jer ne zahtjevamo maksimalnu mogucu glatkoé¢u
funkcija — one trebaju biti jedino neprekidne.

Dimenzija prostora Vh(k): Na svakom elementu imamo £+ 1 stupanj slobode. Kako triangulacija
ima N elemenata, to ¢ini ukupno N(k + 1) stupnjeva slobode. Neprekidnost u évorovima z,. . .,
xy_1 je osigurana s N — 1 uvjeta sto daje N(k+ 1) — (N — 1) = Nk + 1 stupnjeva slobode. To
je dimenzija prostora.

Nodalna baza prostora Vh(k): Prvo uvedemo nodalne tocke

[
ae7l:xe+gdme+1/2, e=01,.... N—-1;1=0,1,...,k—1,

anNo = b;

gdje je drey1/2 = Tey1 — xe. U slucaju k = 1 nodalne tocke su samo krajevi elemenata. Za k = 2
pojavljuju se i centri elemenata, itd. Slucaj k = 3 je skiciran na Slici 1.5.

Uoc¢imo da je broj nodalnih tocaka jednak Nk + 1, sto je dimenzija prostora Vh(k). Nodalna
baza je skup funkcija

s €V e=01,... N=11=0,1,... . k—1, te pno € V" (1.35)

definiranih svojstvom

1 akoje ac; = ae
@e,l(ae’,l’> = L .
0 inace
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Funkcija ¢, ; ima svojstvo da je jednaka jedan u nodalnoj tocki a. ;, a nula u svim ostalim nodalnim
tockama i tim je pravilom definirana u svim nodalnim tockama. Na svakom elementu se nalazi
k + 1 nodalnih tocaka koje u potpunosti odreduju polinom stupnja k, pa je stoga funkcija ¢,
dobro definirana na svakom pojedinom elementu i evidentno je neprekidna na granici susjednih
elemenata (jer su grani¢ne tocke elemenata ujedno i nodalne tocke).

Linearna nezavisnost funkcija (1.35) je evidentna, pa one stoga ¢ine bazu u Vh(k) (broj im je
jednak dimenziji prostora). Svaka se funkcija iz Vh(k) moze raspisati po toj bazi, a koeficijenti u
tom raspisu (stupnjevi slobode) su vrijednosti funkcije u nodalnim tockama:

N—

v E Vh(k), v(z V(ae)er(x) +v(b)ono(x),
e=0 [

}—l
?T
,_.

Il
o

(b = aN,()).

Generiranje baznih funkcija pomoéu referentnog elementa. Prilikom asembliranja diskretnog
sustava pokazuje se prakticno sve racune provoditi na jednom fiksiranom elementu, koji se naziva
referentni element. Svi drugi elementi dobivaju se afinim preslikavanjem referentnog.

Oznacimos K = [—1,1] referentni element, a s T, 1/, afino preslikavanje s referentnog elementa
na element Kei1/0 = [Ze, Teqa]:

Te+1/2 (6)

Inverzno preslikavanje je dano formulom

Tet1 — Te Tet1 + .

T+ (1.36)

20 — (Tep1 + )
1 e+l e
Te+1/2< )

xe+1 — Te
U referentnom elementu definiramo nodalne tocke,

gl:—1+2é, 1=0,1,... k.

Nodalnim tockama pridruzimo lokalne bazne funkcije

30(€),91(€), ..., (&) € Py

koje su definirane pravilom

él(&") :5l,7'7 17T20717"'7k7

(01, je Kronekerov delta-simbol). Te se funkcije lako konstruiraju pomoc¢u formule

H(s &)
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1
0

- D
- D

0 : >~
—1 0 1

§

Slika 1.6: Lokalne bazne funkcije, k = 1.

O =

— p=2

0 >
-1 0 1

§

Slika 1.7: Lokalne bazne funkcije, k = 2.

— p=1 — p=3
— p=0 — p=2
1
0.5
0
- 0 1

§

Slika 1.8: Lokalne bazne funkcije, k = 3.
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\ L~ /\ _— |
Te—1

Te—2

\/

Te Te+t1 Tet2

Slika 1.9: Primjer globalne bazne funkcije ¢, o, k = 3.

[ | | |
Te—2 Le—1 \—Ae Te+t1 Tet2

\/

T

Slika 1.10: Primjer globalne bazne funkcije ¢, 1, k = 3.

Na slikama 1.6, 1.7 i 1.8 prikazane su funkcije za k = 1,21 3. .
Pomocu lokalnih baznih funkcija i afinog preslikavanja referentnog elementa na ciljni element
lako konstruiramo globalne bazne funkcije:

(T (@) o € e,
@670(‘/]:) = ¢0(Te_+11/2(x)> S [xeaxe—i-l] ) (137)
0 inace

teza 0 <l <Kk,

(Tt € [ze, Te
SOeJ(l') — {¢l( e+1/2<'r>> I V[$ x +1] ] (138)
0 mace
Uocimo da funkcije ¢, imaju za nosa¢ dva susjedna elementa (osim u slucaju e = 01ie = N),
dok sve ostale imaju za nosa¢ jedan element. Primjer globalnih baznih funkcija u slucaju k£ = 3
dani su na Slikama 1.9 1 1.10.

Napomena 1.13 Do sada smo u konstrukciji prostora konacnih elemenata zanemarivali Di-
richletov rubni wvjet. Funkcije iz V! moraju se ponistavati u granicnim tockama u kojima je
Dirichletov rubni uvjet zadan. Kako su granicne tocke uvijek i nodalne tocke taj dodatni uvjet je
lako ispuniti. Treba samo odgovarajuci stupang slobode postaviti na nulu. Prostor time gubi jednu
(ili dvije) bazne funkcije. U naSem slucaju je

VY = {g e I ¢(b) = 0}

prostor razapet baznim funkcijama @.; € Vh(k), e=0,1,...,N—=1;1=0,1,...,k—1 (bez pnp).
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Konstrukcija diskretnog sustava. Pri konstrukciji sustava koristit ¢emo jednostavnije indek-
siranje baznih funkcija, odnosno indeksirat ¢emo ih jednim indeksom od 1 do Nk + 1. To
pretpostavlja da smo indeksirali na isti nacin nodalne tocke. Skup tako indeksiranih nodalnih
tocaka oznacimo s {by, by, ..., by, bari1} (uveli smo pokratu M = Nk), a skup baznih funkcija s

{1, P2, ..., Onm, drs1}. Funkcija ¢; € Vh(k) je dakle definirana s

o;(b) =0;5, i,j=12,... M+1.

Napomena 1.14 U jednoj dimenziji postoji prirodan nacin indeksiranja nodalnih tocaka i baznih
funkcija. Treba uzeti

bi=ae; zai=kle—1)+Il+1,e=1,....,N, 1=0,1,...,k.

Tada je ¢; = @e,.
Uvrstimo aproksimaciju oblika

M+1

up () = Z Ujdj(z),

u varijacijsku jednadzbu (1.34) i uzmimo za test funkciju v = ¢;. Pretpostavimo jos da smo
odabrali prirodan nac¢in indeksiranja nodalnih tocaka tako da je bp;y1 = b, pa stoga imamo
Unr+1 = up 1 funkcija ¢pr41 ne ulazi u prostor V;, (jer se funkcije u Vj, ponistavaju u x = b). Sada
je

up(x) = Z Ujj(x) + updur+1(z)- (1.39)

Za vektor
U= (UL, e RY

dobivamo sljedec¢i sustav algebarskih jednadzbi:

M+1

> Usals, ¢1) = Flén), i=1,...,M,
j=1
edje je
b
005,00 = [ (b(a)o}0!+ c(w)oy0) do (1.40)

F(¢:)

/ f(@)¢s dx — caadi(a). (1.41)
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Buduéi da je vrijednost Ujsyq poznata, treba ju prebaciti na desnu stranu. Time dolazimo do

jednadzbi,
¢]a¢l - <¢i)_u3a(¢M+17¢i)7 Z:17aM

uM:

(Uocimo da smo time napravﬂl homogenizaciju rubnog uvjeta u diskretnoj zadaéi.) Matrica
sustava i vektor desne strane su

K = (K;;) e R"M K5 = a(ey, d), (1.42)
F=(F)eR" F = F(¢;)—upa(parir, ¢1), (1.43)
te treba rijesiti
KU =F.

Aproksimacija u;, dobiva se tada po formuli (1.39).

Napomena 1.15 U praksi je zgodnije formirati prosirenu matricu sustava KP i vektor desne
strane FP u kojima je Dirichletov rubni uvjet zanemaren:

K’ = (K;;) € RMTUMH K = a(¢;, ¢4),
FP = (F;) e R"*' Fi = F(dy),

1 zatim naknadnom modifikacijom sustava implementirati Dirichletov rubni uvjet.

Osnovno svojstvo matrice sustava K, odnosno KP?, je sljedece: ako indeksi 7 i j ne odgovaraju
nodalnim tockama koje se nalaze u istom elementu, onda je K;; = 0. To je posljedica ¢injenice
Sto je svaka bazna funkcija razli¢ita od nule jedino na onim elementima kojima pripada njena
nodalna tocka. To moze biti jedan ili dva susjedna elementa. Matrica sustava stoga ima veliki
broj nula u odnosu na elemente razlicite od nule. Svaki redak matrice koji odgovara nodalnoj
tocki koja se nalazi na rubu dva elementa ima 2k + 1 elemenata razlicitih od nule. Redak koji
odgovara nodalnoj tocki iz unutrasnjosti elementa ima k + 1 elemenata razlic¢itih od nule. Ako
primijenimo prirodan nacin indeksiranja nodalnih tocaka, onda matrica sustava dobiva trakastu
strukturu sto je vrlo povoljno za rjesavanje sustava direktnim metodama.

Formiranje matrice sustava moglo bismo vrsiti u dvostrukoj petlji oblika

fori,7=1,2,...,M do
K;;=0
fore=0,1,...,N —1do
Kij = Kij+ [i.,, ,(k(@)¢)0; + c(z)¢;¢:) dx
end for
end for

no takav je postupak vrlo neefikasan, buduéi da se radi o trostrukoj petlji. Postupak se moze
uciniti efikasnim ako se petlja po svim elementima koristi kao vanjska petlja:
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fore=0,1,...,N—-1do
fori,j=1,2,...,M do
Ki,j = Ki,j + fKe+1/2 (k($)¢;¢; + C(l’)¢]¢1) dx
end for
end for

pri ¢emu matricu trebamo inicijalizirati nulama prije ulaska u petlju po elementima. Prednost
ovog pristupa je u tome sto za dani element K1/ ne moramo imati dvostruku petlju po svim
elementima matrice. Dovoljno je racunati doprinose elementima matrice K;; koji odgovaraju
nodalnim tockama b;,b; € K.11/2; svi ostali doprinosi jednaki su nuli.

Da bismo reducirali dvostruku unutarnju petlju potrebna nam je tabela

nodal(1:N,0:k)

koja ¢e izraziti globalne indekse nodalnih toc¢aka preko lokalnog indeksa nodalne tocke u elementu
i indeksa elementa. Prisjetimo se da smo pri konstrukciji baznih funkcija i nodalnih tocaka iste
indeksirali pomoc¢u dva indeksa — indeksom elementa i lokalnim indeksom koji pokazuje polozaj
tocke unutar elementa, dok smo pri konstrukciji sustava algebarskih jednadzbi koristili jedan,
globalni indeks. Tabela nodal treba povezati ta dva nacina indeksiranja.

Za zadani konacni element K,/ s indeksom e, e = 0,1,..., N — 1, i lokalni indeks nodalne
tocke | =0,1,...,k, j=nodal(e,1l) je globalni indeks nodalne tocke. To znaci

j=nodal(e,1) = bj=ua., [=0,1,....k—1;

Nadalje, za 1=k i j=nodal(e,k) imamo b; = a.+10. (To znaci da tabela mora zadovoljavati
nodal(e+1,0)=nodal(e,k).)

Napomena 1.16 Uzmemo li prirodan nacin indeksiranja nodalnih toc¢aka i baznih funkcija, onda
je

nodal(e,l) = k(e-1)+1+1

Proces asmbliranja mozemo sada napisati u sljede¢em obliku:
fore=0,1,...,N—1do
for [,r=0,1,...,k do
klﬂ" = fKe+1/2 (k(x)gde,rgple,l + C(x)goe,r@e,l) dx
i =nodal(e,l), j = nodal(e,r)
Kij=Kij+ ki,
end for
end for
Sada na svakom kona¢nom elementu racunamo samo lokalnu matricu krutosti koja je dimenzije
k+1x k+1, sto je optimalna koli¢ina racunanja za asembliranje globalne matrice sustava.
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Rafunanje integrala. Integriranje ¢emo vrsiti po referentnom elementu. Za svaki element
K112 imamo bijektivno afino preslikavanje T¢11/2: K — K. y1/2, dano formulom (1.36) (Key1/2 =

A

Tey1/2(K)). Prema (1.37) i (1.38), za bazne funkcije imamo za sve | = 0,1,...,k,

(@)K, = AT () (1.44)
(uz konvenciju da je @¢r = per10.) Koristeéi zamjenu varijabli

_xe

| a@do= [ g@aipl@)ITp@lde = " | gTn () as
Keii1/2 K K

dobivamo (dei1/2 = Teqp1 — Te)

dz, N
/ C(-T)%,r(x)s%,z(x) dr = x;1/2[C<Te+1/2(f))¢r(€)¢l(§) d& (145)
Kei1)2 K
Deriviranjem jednakosti (1.44) dobivamo
d 2 do
ety = T ST (@),
i stoga
o _ 2 dd, . dd
[ M@ @t = gt [ @) @ O a0

Time smo u lokalnim doprinosima matrici sustava posve eliminirali globalne bazne funkcije i cijeli
se racun oslanja samo na lokalne bazne funkcije.

Numeri¢ka integracija. Ako su koeficijenti diferencijalne jednadzbe konstantni, onda se s in-
tegrali (1.45) i (1.46) mogu izracunati egzaktno. U opéenitoj situaciji moramo iskoristiti neku
formulu numericke integracije. Pri tome je dovoljno zadati takvu formulu na referentnom ele-
mentu.

Odaberimo na referentnom elementu Gaussovu integracijsku formulu oblika

/ (€5~ Db

Ovdje su zy, ..., z;, € [—1, 1] integracijske tocke, a wy, . .., w, integracijske tezine. Time dobivamo

~ ~

desi)y o~ .
| o @putorde x FHE S b Thaal))6 (i)
e+1/2

s=1
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L
/ / 2 A
/K k()¢ (@)l (a) do ~ S k(T a(2) 2
et+1/2 s—1

U efikasnoj implementaciji vrijednosti

se izracunaju jednom, prije pocetka petlje po svim elementima. Konacan algoritam asembli-
ranja ¢e imati sljedeé¢u formu, u kojoj smo radi jednostavnosti zapisa stavili 2z = Tey1/2(2s):

fore=0,1,...,N—-1do
for [,r=20,1,...,k do
kiy =0
fors=1,...,Ldo R R R
kl,r = kl,r + 2@Sk(25)¢;(ZS)(Z52(ZS)/CZJJ€+1/2 + d$e+1/2@sc(25)¢r(Zs)(bl(zs>/2
end for
i =nodal(e,l), j =nodal(e,r)
Kij=Ki;+ k.
end for
end for

Analogan postupak asembliranja matrice krutosti primijenjuje se i u visedimenzionalnim za-
dacama. Detalji se mogu pogledati, na primjer, u [1].

Zadatak 1.16 Modificirajte algoritam asembliranja matrice krutosti tako da umjesto pune ma-
trice koristite matricu u trakastoj formu.

Zadatak 1.17 Pokazite da ce asembliranje desne strane, bez doprinosa od Neumannovog rubnog
wvjeta, 1¢i prema sljedec¢em algoritmu:
fore=0,1,...,N —1do
for [=0,1,...,k do
fl,r =0
fors=1,...,L do X
fi=h+ dxe+1/2cbsf(z§)¢l(zs)/2
end for
i =nodal(e, ()
Fi=F+ fi
end for
end for

Modificirajte algoritam tako da uvazite doprinos on Neumannovog rubnog uvjeta v x = a.
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Napomena 1.17 Ako koristimo elemnete reda k, onda je dovoljno uzeti formulu numericke in-
tegracije koja je toéna na polinomima reda 2k — 2 kako ne bismo izqubili asimptotski red tocnosti
metode. Najefikasnije je uzeti Gaussove integracijske formule.

Prethodni algoritmi asembliraju prosirenu matricu krutosti K” i prosireni vektor desne strane
F?.

Zadatak 1.18 PokaZite da prosireni sustav KPUP = F? gdje je U? = (Uy,...,Upn1)7, odgovara
rubnoj zadaéi s dva Neumannova rubna uvjeta (homogena ako nema modifikacije vektora desne
strane).

Dirichletov rubni uvjet. Sustav s Dirichletovim rubnim uvjetom je oblika

K1,1 te Kl,M Uy Fy Kl,M+1UB
: : =] - : (1.47)
KM,l ce KM,M Um F KM,M+1UB

pa bismo morali smanjivati dimenziju prosirene matrice krutosti koju smo asemblirali. Kako je
to neprakticno, rjesava se sustav

K1,1 s KLM K1,M+1 Uy Fy
Kyi - Kym Kyms| | Un | | Fu
0 0 1 UM+1 up

koji je ekvivalentan s (1.47). Modifikacija prosirenog sustava sastoji se dakle u tome da se u retku
matrice koji odgovara Dirichletovom ¢voru svi vandijagonalni elementi stave na nulu, dijagonalni
element se postavi na jedan, a odgovaraju¢a komponenta desne strane se postavi na vrijednost
Dirichelovog rubnog uvjeta. Losa strana ovog postupka je gubitak simetrije matrice. Da bismo
to izbjegli (simetrija je vazna za neke iterativne algoritme, kao §to je algoritam konjugiranih
gradijenata) mozemo modificirati sustav na sljede¢i nacin:

Kip -+ Kium O Uy Fy Ky yup
Kyi -+ Kuym O Us | |Fu Ky vup
0 e 0 1 UM+1 up 0
Vidimo da je ovdje jednadzba koja odgovara Dirichletovom ¢voru ¢ = M + 1 zamijenjena s

jednadzbom w41 = up.

Tre¢i nacin implementacije Dirichletovog rubnog uvjeta je putem penalizacije. To je “lijena”
metoda koja prosireni sustav modificira minimalno i ne kvari simetriju susatva. Radi se o tome
da se jednadzbi u Dirichletovom ¢voru ¢ = M + 1 doda jednadzba

1 1
_UN+1 = —Uup,
€ €
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gdje je € vrlo mali broj (npr. € = 1072°). Time ¢e rubni uvjet biti priblizno zadovoljen, naravno
pod uvjetom da je 1/e vrlo velik u odnosu na elemente M + 1-og retka matrice krutosti i u odnosu
na Fj.q. Jedina modifikacija koju treba uciniti na sustavu je

1
Kysim+1 = Kysim+1 + o Fyrpr = Fypa + ZuB-

Zadatak 1.19 Matrica krutosti diskretng sustava je simetricna jer polazna diferencijalna jed-
nadzba ima odgovarajuce svojstvo simetrije. Formirajte algoritam za diskretizaciju rubne zadace

(k, b, ¢ i f su zadane funkcije)
—(k(x)u) + b(x)u (z) + c(z)u = f(z), =€ (a,b)
u(a) =ua, u(b) =ug,

i wvjerite se da matrica krutosti nije simetricna ako je b # 0.

Neumannova zadaéa. Regularnost matrice krutosti slijedi iz njene pozitivne definitnosti koju
osiguravaju svojstva koeficijenata diferencijalne jednadzbe. Tako na primjer, kod zadace (1.31),
(1.32) pretpostavili smo uvjete (1.33) koji za prosirenu matricu krutosti daju

M+1

S Kt = / (@)U (@) + (@)U (2)2) dz

ij=1
gdje je
M+1

Ulz) = Z &d).

Sada iz k(z) > ko > 01 c(z) > 0, za sve x € [a, b], imamo

M+1

b
Z K; ;&&= k‘o/ U'(x)? de,

t,j=1
i stoga

M+1

ij=1

To je pak moguce ako i samo ako je & = & = -+ = &yq. Za matricu krutosti Dirichletove
zadace imamo analogni zakljucak:

> K = [ (a)V' (@) + @)V (2 d

1,j=1
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gdje je
M
=> &)
=1

Funkcija V' sada zadovoljava V(b) = 0 i uvjet V' = 0 nuzno povlaci V' = 0, sto je moguée ako i
samo ako je & = & = --- = &y = 0. Dirichletova matrica je stoga pozitivno definitna.

Uocimo da je uz pretpostavku c(z) > ¢o > 0, za sve x € [a,b], 1 proSirena matrica krutosti
pozitivno definitna.

Neumannova zadaca moze stoga vodiri na diskretnu zadac¢u s neregularnom matricom. Na
primjer, zadaca

—(k(x)u) = f(z), x€(ab)
u'(a) =u'(b) =0,

ima matricu krutosti K € RM+LM+1 koja je singularna. Stovise,

N(K) ={al: a € R}. (1.48)
Naime,
-3 K Z/ D)) de = [ (k)16
jer je

M+1

Y =1
j=1

To pokazuje da je 1 element jezgre matrice krutosti. S druge strane, pokazali smo vise da svaki
vektor iz jezgre nuzno zadovoljava § = & = -+ - = 141, Sto dokazuje (1.48).
U ovom slucaju desna strana mora zadovoljavati uvjet kompatibilnosti

/abf<x>dx—

M+1

ZE:F-lzo.

j=1

koji u diskretnom slusaju daje

Time dobivamo da diskretna desna strana mora biti ortogonalna na jezgru matrice sustava, sto je
nuzan i dovoljan uvjet egzistencije rjesenja diskretnog sustava. RjeSenje diskretnog sustava, kao
i kontinuiranog, odredeno je do na aditivnu konstantu.
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U praksi je nezgodno raditi sa singularnom matricom. Stoga se postupa tako da se rjesenje
zada u jednoj tocki. Svako drugo rjesenje dobiva se dodavanjem aditivne konstante. Posebno je
zgodno staviti rjesenje na nulu jedno tocki, na primjer u x = b. Sustav se tada transformira u

Kl,l e KLM O Ul Fl

S R I IR (S B (1.49)
Kyap -+ Kuym O Um F

0 - 0 1| |Uwn 0

Zadatak 1.20 PokaZite da je matrica sustava (1.49) regularna.
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Varijacijska formulacija eliptickih
rubnih zadaca

Rubni problemi za diferencijalne jednadzbe eliptickog tipa predstavljaju siroku klasu mate-
matickih zadaca koje opisuju ravnotezna stanja razli¢itih fizikalnih sustava. Klasi¢na rjesenja tih
zadaca moraju zadovoljiti diferencijalnu jednadzbu i rubni uvjet u svakoj tocki domene i njezine
granice te stoga koeficijenti diferencijalne jednadzbe moraju biti neprekidne funkcije, odnosno
neprekidno derivabilne ako se nalaze pod znakom derivacije. S fizikalnog (nematematickog) sta-
jalista prirodno je zahtijevati da koeficijenti diferencijalne jednadzbe, ¢ak i kad se nalaze pod
znakom deriviranja, nisu neprekidne funkcije, odnosno da imaju skokove. Time dolazimo do po-
trebe da se pojam rjesenja rubne zadace generalizira kako bi se mogao primijeniti i na zadace s
diskontinuiranim koeficijentima.

Postoji vise nacina da se generalizira pojam rjesenja rubne zadac¢e. Dva su osnovna, zamjena
diferencijalne jednadzbe integralnom jednadzbom te uvodenje varijacijske jednadzbe. Integralna
formulacija rubne zadace je na odreden nacin prirodnija od varijacijske jer u izvodu diferencijalne
jednadzbe iz fizikalnog zakona najcesce polazimo od integralne jednadzbe koja formulira odreden
zakon sacuvanja te koristimo princip lokalizacije. Integralna jednadzba ima stoga strogo fizikalno
znacenje, a zahtjevi glatkoce koeficijenata potrebni su da bi se mogla izvrsiti lokalizacija koja
vodi do diferencijalne jednadzbe (vidi npr. [1]). Integralna formulacija stoga predstavlja prirodan
nacin generalizacije rubne zadace, ali s teorijskog stajalista nije jako korisna pa se ne koristi
za matematicku analizu rubnih zadaca. S druge strane, integralna formulacija je osnova klase
numerickih metoda koje se nazivaju metodama konacnih volumena i koje pored metoda konacnih
elemenata predstavljaju najrasireniji nacin numerickog rjesavanja rubnih zadaca.

Formulacija rubne zadace u obliku varijacijske jednadzbe ima dosta zajednickih tocaka s inte-
gralnom formulacijom i puno je pogodnija za teorijsku analizu rubnih zadac¢a. Pomocu varijacijske
jednadzbe formulira se tzv. slabo rjesenje rubne zadace koje postoji uz puno slabije uvjete na ko-
eficijente diferencijalne jednadzbe od onih nuznih za egzistenciju klasicnog rjesenja. K tome,
egzistenciju slabog rjesenja je lakse dokazati te je svako slabo rjesenje ujedno i klasi¢no ako ima
dovoljnu glatkocu. Varijacijska se formulacija koristi kao polazna tocka za klasu numerickih pos-
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tupaka koje nazivamo metoda konacnih elemenata. Stoga ¢emo u ovom poglavlju pokazati kako
se postavlja varijacijska formulacija elipticke rubne zadace i kako se na toj osnovi formulira nume-
ricka metoda. U dodatku ¢emo dati rezultate iz funkcionalne analize koji omoguéuju dokazivanje
egzistencije i jedinstvenosti slabog rjesenja linearne elipticke zadace.

2.1 Uvodni primjer

Razmotrit ¢emo sljede¢u Dirichletovu rubnu zadacu:

—Aut+u=f ufl
(2.1)
v=0 na o

gdje je Q C RY otvoren i povezan skup, a 9 njegova granica. Klasi¢no rjesenje zadace (2.1)
je funkcija u € C?(2) N Cy(Q) koja diferencijalnu jednadzbu' (2.1); zadovoljava u svakoj tocki
domene 2 i ponistava se u svakoj tocki granice 0f2. Da bi takvo rjesenje postojalo evidentno
desna strana f mora biti neprekidna funkcija.

Metoda konacnih elemenata se temelji na varijacijskoj formulaciji rubne zadace, koja se u
sluéaju zadaée (2.1) dobiva mnozenjem jednadzbe (2.1); s test funkcijom v € C1(Q) N Cy(R) i

integracijom po €
/(—Au +u)vdx = / fvdx.
Q Q

Parcijalnom integracijom u integralu na lijevoj strani dobivamo

—/ (Vu~n)vda+/(Vu‘Vv+uv)dX:/fvdx,
09 Q 0

gdje je n jedini¢na vanjska normala na 92. Bududi da se test funkcija v ponistava na rubu domene
Q, integral po ) propada i dobivamo

/(Vu-Vv+uv)dx—/fvdx, Vv € CH(Q) N Cy(9). (2.2)

To je varijacijska formulacija rubne zadaée (2.1). Uoc¢imo da se u njoj ne pojavljuju druge deri-
vacije nepoznate funkcije u(x) te da ju moze zadovoljavati funkcija iz prostora C*(Q) N Cy(Q).
Na toj ¢injenici se bazira generalizacija pojma rjesenja diferencijalne zadace. Pri tome, da bismo
imali korektnu generalizaciju, treba pokazati da je svako rjesenje zadace (2.2), koje je dva puta
neprekidno derivabilno, ujedno i rjesenje zadace (2.1). Pretpostavimo stoga da imamo funkciju

1Za definiciju funkcijskih prostora vidi Poglavlje A. Prostor Cy(f2) ¢ine funkcije iz C(£2) koje se poniStavaju na
rubu.
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u(x) koja zadovoljava (2.2) i koja pripada prostoru C?(Q) N Cy(£2). Parcijalnom integracijom u
(2.2), prebacujuci derivacije na funkciju u, dobivamo,

—/ (Vu-n)vda—/(Au—u+f)vdx, Vo € Cy ().
)

Q

Kako je lijeva strana jednaka nuli izlazi
/(Au —u+ flvdx =0, Yove Cy(Q).
Q

Sada trebamo iskoristiti osnovnu lemu varijacijskog rauna:

Propozicija 2.1 Neka je g € C(f2) funkcija koja zadovoljava
/ guvdx =0, Yove C5°(0).
Q

Tada je g(x) = 0 za svako x € €.

[ Napomena o dokazu i opcenitijem rezultatu ...]

Primjenjujuci Propoziciju 2.1 na ¢ = Au — u + f dobivamo da je diferencijalna jednadzba
(2.1); zadovoljena u svakoj tocki domene . Kako je rubni uvjet zadovoljen veé¢ pretpostavkom
da je u € Cp(2) mozemo zakljuciti da je funkcija u klasiéno rjesenje zadace (2.1).

Time smo posve opravdali varijacijsku jednadzbu (2.2) kao generalizaciju zadace (2.1). Pogle-
dajmo sada strukturu jednadzbe (2.2). Prvo uvedimo oznaku V = C*(Q) N Cy(£2) i uocimo da
je V linearan prostor uz algebarske uobic¢ajene operacije nad funkcijama. Nadalje, definirajmo
preslikavanja

a:VxV—-R F: V>R,
formulama
a(u,v) = /Q(Vu -Vuo+uwv)dx, F(v)= /va dx. (2.3)
Zadacéu (2.2) mozemo sada apstraktno zapisati u obliku: Treba naéi u € V koje zadovoljava
YoeV, a(u,v)=F(v). (2.4)
Iz formule (2.3) lako se uocava da je F' linearan funkcional, a da je a(-,-) bilineran, tj. linearan u

svakoj varijabli zasebno (vidi Definiciju 2.4). Sada mozemo iskoristiti vrlo opéenit egzistencijalni
rezultat iz funkcionalne analize koji nam daje uvjete uz koje zadaca (2.4) ima jedinstveno rjesenje:
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Teorem 2.1 (Lax-Milgramova lema) Neka je V' Hilbertov prostor s normom || - |[ia: V xV — R
neka je bilinearna forma sa sljede¢im svojstvima:

dM >0 takvo da je Yu,v eV, la(u,v)] < Mlull||v] (ogranitenost);
Ja >0 takvodaje Vo €V, a(v,v) > alv|* (koercitivnost).

Tada za svaki linearan i neprekidan funkcional F' € V' zadaca

Naéi ueV
(2.5)

VoeV, a(u,v)=(Fv)

ima jedinstveno rjeSenje u € V' i vrijedi

1
[ull < =[[Fl[v.
«

Dakle da bismo primijenili Lax-Milgramovu lemu trebamo pokazati da je odabrani prostor V'
Hilbertov, da su bilinearna forma i linearan funkcional ograniceni te uvjet korecitivnosti bilinearne
forme. Uvjet koercitivnosti je pri tome najvazniji i usko je vezan uz izbor prostora V.

Budu¢i da je bilinearna forma dana u integralnom obliku nije moguce postic¢i njenu koerci-
tivnost ako za prostor V' uzmemo prostor neprekidno derivabilnih funkcija. Da bismo se u to
uvjerili, uzmimo V = C*(Q) N Cy(Q), 5to je prirodan odabir prostora u nasem slu¢aju. Norma, u
kojoj je taj prostor funkcija potpun dana je formulom

d
Ou(x)
U @) = sup |u(x)| + sup .
ilongy = sup o) + 3 supl 25 )
Uvjet korecitivnosti sada glasi: postoji konstanta a > 0 takva da je
1 2 .2 2
Yo e Cy(92), /Q(| Vol +v7)dx > a||v||cl(§) (2.6)
Uvjet (2.6) nije moguée zadovoljiti, §to se moze vidjeti tako da se konstruira kontraprimjer u
jednoj prostornoj dimenziji. Razlog se nalazi u tome $to na lijevoj strani imamo integralni izraz,
dok je na desnoj strani max-norma. Naprosto moramo oslabiti normu prostora C1(£2) da bismo
zadovoljili uvjet koercitivnosti, a to onda znaci i prosiriti prostor u kome trazimo rjesenje, jer on

mora biti potpun. [ Uputa na zadatak -> uvodno poglavlje. ]
Izlaz je u tome da prijedemo na itegralne norme. Najjednostavnije bi bilo u prostor Cj(£2)

A
||v||=(/ﬂ P+ [ 'a—xi'QdX> . 27)
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Time je evidentno uvjet koercitivnosti sada zadovoljen, ali smo izgubili potpunost prostora: pros-
tor C§(2) nije potpun u novoj normi. Taj se problem rijesava prijelazom na §iri prostor koji je
upotpunjenje prostora C(2) u normi (2.7) i koji se oznacava Hg(€2). To je jedan iz klase prostora
Soboljeva.

Uzimajuéi za prostor V = Hj(Q) lako se pokazuje da su svi uvjeti Lax-Milgramove leme
zadovoljeni i stoga poopéena zadaca

Nadi u € H}(Q)

Vv € Hy (%), /(Vu-Vv—i—uv)dx:/fvdx (2:8)
Q Q
ima jedinstveno rjesenje. Time smo dosli do generalizacije pojma rjesenja zadace (2.1) u kojoj
se ne pojavljuju druge derivacije rjesenja, a niti prve derivacije ne moraju nuzno biti neprekidne.
Egzistenciju i jednistvenost osigurava jednostavan rezultat funkcionalne analize, a jedini nezgodan
dio ovog pristupa je u tome Sto rjeSenje trazimo u prostoru definiranom na vrlo apstraktan nacin
— kao upotpunjenje prostora C1(Q2) N Cy(2). Detaljnija prezentacija prostora H}(f) i drugih
prostora Soboljeva dana je u Dodatku A, dok osnovne definicije i rezultate iznosimo u sljedecoj
sekeiji.
U nasem je primjeru bilinearna forma simetri¢na (Definicija 2.7), pa je prema Lemi 2.5 vari-
jacijska jednadzba (2.2) Eulerova jednadzba za funkcional energije

J(v)—%/Q]Vdex—/vadx,

i slabo rjesenje zadace (2.1) predstavlja minimum funkcionala energije na prostoru H} (). Ta se
¢injenica moze iskoristiti za konstrukciju numerickog algoritma.

Varijacijska jednadzba (2.5) predstavlja temelj za sustavnu konstrukciju numerickih postu-
paka za aproksimaciju rubnih zadac¢a. Dovoljno je zamijeniti beskonacnodimenzionalan pros-
tor V' s nekim njegovim kona¢nodimenzionalnim potprostorom V,, C V. Time dobivamo ko-
na¢nodimenzionalnu varijacijsku zadacu:

{ Naéi up € Vi,

Yo € Vi, alup,v) = (F,v) (2.9)

Ako imamo niz prostora V;, C V koji sve bolje aproksimiraju prostor V', kada parametar h — 0,
onda ocekujemo da ¢e up, — u kada h — 0. Mi ¢emo dokazati i viSe od toga odnosno, odredit
¢emo red konvergencije postupka u ovisnosti o nacinu konstrukcije prostora Vj. Pokazimo sada
da je konacnodimenzionalni problem (2.9) dobro postavljen.

Lema 2.1 Uz pretpostavke Lax-Milgramove leme problem (2.9) ima jedinstveno rjeenje.

Dokaz. Neka je {¢1, @9, ..., ¢,} baza u V), (n=dim(V},)). Tada je

up(x) = Z Ui (x).

M. JurAK 10. ozujka 2008.



2.2 PROSTORI L%(Q)), HY(Q) 1 H}(Q) 45

Uzimajuéi za test funkciju v = ¢; u (2.9), dobivamo sustav
> Uja(ey, é:) = (F.éi), i=1,...,n.
j=1

U oznakama
U=(U;) eR", F=(F;) eR", F; =(F,¢;), K= (Ki;), K;; = a(¢;, i),

imamo sustav linearnih algebarskih jednadzbi KU = F. Matrica K je pozitivno definitna. Zaista,
za & = (§;) € R", zbog koercitivnosti, imamo

KE-£=) a(d, 0)&& = ad_ &5, Y &) > ol > &aill* > 0.
j=1 i=1 i=1

1,7=1

Ako je K& - & = 0, onda zbog linearne nezavisnosti baznih funkcija slijedi & = 0 i pozitivna
definitnost je dokazana. Iz pozitivne definitnosti slijedi regularnost matrice K, pa problem (2.9)
ima jedinstveno rjesenje. [

Matricu K tradicionalno nazivamo matrica krutosti i vidimo da koercitivnost bilinearne forme
implicira njenu pozitivhu definitnost. K tome, ako je bilinearna forma simetri¢na, onda je i
matrica krutosti simetricna.

Opisanu shemu definicije slabog rjesenja rubne zadace primijenit ¢emo sada na opcenitije
elipticke jednadzbe drugog reda no prije toga ¢emo s vise detalja opisati prostore Soboljeva.

2.2 Prostori L?(Q), HY(Q) i H}(Q)

U prosloj smo sekciji uveli prostor H¢ () kao upotpunjenje prostora C*(Q) N Cy(2) u odgo-
varaju¢oj normi. U ovoj sekciji dajemo konkretniji opis tog prostora.

Kao i do sada neka je 2 C R? otvoren i ograni¢en skup. Funkcija u: Q@ — R je apsolutno
integrabilna ako je

/ lu(x)| dx < 400,
Q

gdje je integral uzet u odnosu na Lebesgueovu mjeru na R?. Skup svih apsolutno integrabilnih
funkcija ima strukturu vektorskog prostora i oznacava se s L'(2). Stovise, on postaje potpun
normiran prostor kada u njega uvedemo normu

el = / ()| dx.

S L .(Q) oznac¢avamo linearan prostor svih realnih funkcija na €2 koje su apsolutno integrabilne na

svakom kompaktnom skupu K C €). Takve funkcije ne moraju nuzno biti apsolutno integrabilne
na cijelom skupu €2, pa imamo strogu inkluziju L'(Q2) C L ().

loc
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Slicno se definira L?*(Q2), kao linearan prostor svih funkcija u(x) na € sa svojstvom da je
u? € L1(Q), odnosno

12(Q) = {u: Q — R: /Q]u(x)]zdx<+oo}.

Norma u L?*(2) je dana formulom

1/2
lell ey = [ / |u<x>12dx] .

Uvest ¢emo jos oznaku L>(2) za prostor svih ogranic¢enih (izmjerivih) funkcija. Norma u tom
prostoru definira se formulom

|l Loy = inf{C: |u(x)| < C s.s.}.

(s.s. znaci skoro svuda u odnosu na Lebesgueovu mjeru, tj. svugdje osim eventualno na skupu
mjere nula.) Uvijek imamo
[u(x)] < [[ull L~ s.s.

Ako je f neprekidna funkcija, onda je
[[ul| oo (@) = sup [u(x)].
x€e)

Istaknimo sljedecu ¢injenicu: Prostori L'(€2) i L=(2) su Banchovi uz uvedene norme, a prostor
L*(9) je Hilbertov u skalarnom produktu

(1, 0) 20y = / w(x)(x) dx.
Q
Cesto ¢emo koristiti sljedeéi rezultat:

Lema 2.2 Holderova nejednakost. Neka su u,v € L*(Q2). Tada je uv € L'(Q) i vrijedi

/ﬂ fu(x)u(x)| dx < [l o2,

Prostore Soboljeva definiramo generalizacijom pojma parcijalne derivacije.

Definicija 2.1 Za funkciju u € L?(Q2) kazemo da ima slabu parcijalnu derivaciju po varijabli x;, ako
postoji funkcija g € L (), takva da za svako ¢ € C}(Q) vrijedi®

/Q“(X) SZ (x) dx = — /Q 9(x)$(x) dx.

Funkcija g je tada slaba parcijalna derivacija funkcije u po x; pa koristimo standardnu oznaku
_ Ou

2Funkcije iz C} () imaju kompaktan nosa¢, pa je stoga integral na desnoj strani dobro definiran veé za lokalno
integrabilnu funkciji (vidi Poglavlje A).

9
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Iz ove definicije je jasno da je klasi¢na parcijalna derivacija, ako postoji, ujedno i slaba derivacija.
Nadalje, lako se pokazuje da je slaba derivacija jedinstvena (vidi Poglavlje A). Stoga je ovaj
pojam dobro prosirenje klasicnog pojma derivacije. U tekstu koji slijedi sve parcijalne derivacije
se uzimaju u slabom smislu.

Sada mozemo definirati

ou

0361-

HY(Q) = {ue L2(Q): 2L e [2(Q), 1<i < d).

Prostor H'(Q) je o¢ito linearan i normu u njemu definiramo formulom

4 1/2
ou
_ 2 2
i = ( oo ex+ 3 [ 1550l dx) .

Ta je norma evidentno generirana skalarnim produktom

(u, V) 1) :/Qu(x)v(x) dx—l—Z/ ggz(x)g;jz (x) dx.

Prostor H'(Q) se naziva prostor Soboljeva i moZe se dokazati:

Teorem 2.2 Prostor H'(Q2) je Hilbertov.

Konacno, uvedimo potprostor H}(Q) C H'(Q) kao zatvara¢ (upotpunjenje) prostora CJ(£2)
u normi prostora H'(£2). To je dakle skup svih funkcija iz H'(Q2) koje se mogu dobiti kao limes
funkcija iz C3(€2). To je evidentno linearan prostor i kao zatvoren potprostor potpunog prostora
i sam je potpun. Iz konstrukcije je jasno da se Hj () sastoji od onih funkcija iz H'(Q) koje se
ponistavaju na rubu domene 0f) (1ink na teorem o tragu).

Definicija poopcenih prvih parcijalnih derivacija lako se generalizira na derivacije proizvoljnog
reda. Tako na primjer, kazemo da funkcija v € L*(€2) ima slabu parcijalnu derivaciju

0*u
amif)xj

ako postoji funkcija g € L{ (2), takva da za svako ¢ € C?(2) vrijedi

[t af; (<) ix = [ oot dx.

Negativan predznak je nestao zbog “dvostruke primjene formule parcijalne integracije”. Prostor
Soboljevljeva drugog reda definiramo kao

2
H*(Q) ={uec H(Q): ajgx. € L*(Q), 1 <i,j <d}.
12y
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To je ponovo Hilbertov prostor u skalarnom produktu

ou (x)
(u, v) g2(0) —/QU(X)U(X) dx+;/ﬂaxi(x axl Z/axﬁx] Ox;0x; dx.

Za definiciju prostora H¥(Q) vidi Dodatak.

2.3 Homogena Dirichletova zadaca

Neka je L elipticki diferencijalni operator drugog reda u divergentnom obliku:

d

0 ou
Lu = — Z a—xz(&l]a—x]) + apu, (210>

pri Cemu je matrica koeficijenata A(x) = (a;;(x))¢,_; simetrina i pozitivno definitna u svakoj
tocki x € (), te vrijedi
ap(x) >0, VxeQ.

Promatramo homogenu Dirichletovu rubnu zadac¢u

Lu=f uf
uw=0 mna 0.

Za klasicno rjeSenje u i test funkciju v € H}(Q) vrijedi

a; ) + apu vd:x:/fvdx.
/ [ Z 0z, Ja 0 0
Parcijalnom integracijom dobivamo
d d
0 ou Ju Ov
_iEjl/Qa_sz’(aija_ij) dx—l—/Q i; law oz, 8951 + aguv | dx = / fudx.

Zbog toga sto se test funkcije v ponistava na rubu domene (n = (n;) je vanjska normala na 0f2)

imamo
Z/ax, a”@x dX—Z/aQazjax]nvda—O

i,j=1

Stoga je klasi¢no rjesenje u istovremeno i rjeSenje varijacijske zadace

a(u,v) = (F,v), Yv e Hy(Q),
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gdje je
a Ou Ov
= > eyl d 2.11
a(u,v) /Q Lﬁj:laja%‘ o + aguv | dx (2.11)

(F,v) :/vadx. (2.12)

Definicija 2.2 Neka je L diferencijalni operator definiran u (2.10). Funkcija u € H}(Q) je slabo
rjeSenje homogene Dirichletove zadace
Lu=f uf (2.13)
u=0 naodQ, (2.14)
ako vrijedi
Yo € Hy(Q), alu,v) = (F,v),
gdje je a(-,-) pridruZena bilinearna forma definirana s (2.11), a desna strana je dana s (2.12).
Kao i u uvodnom primjeru pokazuje se da je svako slabo rjesenje koje lezi u prostoru C2(2) N

Co(€2) ujedno i klasi¢no rjesenje.
Precizirajmo sada pretpostavke o operatoru L koje omogucavaju Lax-Milgramove leme:

Vi, j, a; € L®(Q), age L>(Q), [feL*(Q), (2.15)
d d

VEER, Vx€Q, Y ay(x)&& = a) & (2.16)
ij=1 i=1

Vx € Q, matrica A(x) = (a;;(x)) je simetri¢na, (2.17)

Vx € Q, CL()(X) > a; > 0. (218)

Prije iskaza teorema uvedimo u H'(Q) sljede¢u polunormu

d a ( ) 1/2
. u\x 2
|urH1<m<§i:1j/Q|—axi | dx) . (2.19)

Funkcija |-| je polunorma na nekom vektorskom prostoru ako ima sva svojstva norme osim svojstva
da |u| = 0 implicira u = 0; iz |u|g1(q) = 0 slijedi da je u konstantna funkcija na €.

Teorem 2.3 Neka su zadovoljene pretpostavke (2.15)—(2.18). Tada Dirichletova zadaéa (2.13)-
(2.14) ima jedinstveno slabo rje$enje. Ono minimizira funkcional

J(v) = %a(v,v) — (F,v)

na prostoru H}(9).
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Dokaz. Potrebno je provjeriti uvjete Lax-Milgramove leme. Iz simetrije matrice koeficijenata
lako slijedi simetrija bilinearne forme. Da bismo provjerili ograni¢enost uvedimo konstantu M =
max{||la;;| e, ||ao| L= }. Imamo

Z/CL 8U 81}
”3:10Z xj

1,j=1

Oou Ov
MZ/|8x28x]|dX

ou ov
<M Z / | |2 1/2 / | o |2 dx>1/2
irj=1 J

< Mdlul g |v] @)

gdje smo iskoristili nejednakost (2.108) (vidi zadatke). Nadalje,

/ aguv dx
Q

Kombinirajuci ove dvije ocjene, dobivamo

< M/ luv|dx < MHUHLQ(Q)HUHL2(Q)
Q

a(u,v) < Mdlu|gio)|v]a@) + M|ullz2@llvll2@) < Cllulla @ vl e @)

gdje je konstanta C' jednaka Md. Iz pozitivne definitnosti matrice koeficijenata slijedi

d
81} 81} v
2.2
Z ém 8:70] (2.20)
Integriranjem dobivamo
. o 2 . 2
a(v,v) > min(a, o) 5 + 07 | dx = min(a, o) [|v]| 5 g (2.21)
€ \i=1

Linearan funkcional F' je neprekidan buduéi da vrijedi

‘/vadx

Tvrdnja teorema sada slijedi primjenom Lax-Milgramove leme i leme o karakterizaciji varijacijske
zadaée (Lema 2.5). O
Pretpostavka (2.18) moze se zamijeniti slabijom pretpostavkom

< fllezllvliz2) < [fllz2@llvll @)

Vx €, ap(x) >0, (2.22)

a da Teorem 2.3 ostane vrijediti.
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Teorem 2.4 (Poincaréova nejednakost) Ako je domena Q2 C R? ograni¢ena barem u jednom smjeru,
onda postoji konstanta ¢ = ¢({2) takva da za svako u € H}(Q) vrijedi

[ullr2(0) < clulmo)- (2.23)

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo uzeti da se domena nalazi unutar pruge a < x4 < b.
Uzmimo proizvoljnu funkciju v € H}(€) i prosirimo ju nulom izvan skupa €. Imamo

*d Ay

/
o (x', 1) dt.

v(x,zq) =
a

Cauchyjeva nejednakost daje

b
o)< a—a) [ 1< 0P
a Ld

pa integriranjem po prvih d — 1 varijabli slijedi
/ 237 ’ LYY,
lo(x', 2q)|7dx" < (x4 — a) | —(x', t)|“dxdt.
Rd-1 a Rd-1 8$d

b
/ / lv(x, zq) Pdx/dzg < b—a / / —(x', t)|2dx/dL.
a Rd—1 Rd—1 al’d

Bududi da je funkcija jednaka nuli izvan €2 shJedl

/|v |dx< (b—a) /|8xd )[2dx. OO

Promjenom Poincaréove nejednakosti dobivamo sljede¢u ekvivalenciju normi na H}():

Yu € Hy(S2), o) < lull (@)

1
WHUHH%Q) < |u|m

Sada lako vidimo da (2.21) mozemo uz pretpostavku (2.39) izvesti na ovaj nacin:

d
v 2
“””2“4<i18') dx = alolin = gl oy

Time je koercitivnost bilinearne forme dokazana i Lax-Milgramova lema se moze ponovo primi-
jeniti.
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2.4 Nehomogena Dirichletova zadaca

Promatramo nehomogenu Dirichletovu rubnu zadacu

Lu=f uf
u =g na Jf.

Da bi postojalo klasicno rjesenje te zadace funkcija g, koja je zadana samo na rubu 02, mora
imati barem jedno progirenje ug na € koje je klase C2. U tom se slucaju zadac¢a moze svesti na
zada¢u s homogenim rubnim uvjetom postupkom koji zovemo homogenizacija rubnog uvjeta, a
sastoji se u tome da se prijede na ekvivalentnu zadacu za funkciju w = u — uq:

Lw:f1 u 2
w=0 na Jf.

gdje je f1 = f — Luyg; trazeno rjeSenje je u = w+ug. Prema tome, barem teorijski, uvijek mozemo
homogenizirati rubni uvjet te je stoga dovoljno promatrati samo homogenu rubnu zadacu.

Postupak homogenizacije rubnog uvjeta mozemo provesti i na slabom rjesenju zadace. Prvo
uoc¢imo da postupak izvoda slabe formulacije ne ovisi o homogenosti ili nehomogenosti Dirichle-
tovog rubnog uvjeta jer test funkciju uzimamo jednaku nuli na rubu u oba slucaja. Vrijacijska
formulacija stoga prima sljedeci oblik:

{Nac’i uwe H'(Q), u=g nad (2.24)

Yo € HJ (), a(u,v) = (F,v).

Jedina je razlika u tome $to rjeSenje viSe ne trazimo u prostoru test funkcija, H} (), veé u
linearnoj mnogostrukosti

g+ H;(Q)={ve H(Q):v=g nadQ}.

To ima za posljedicu da ne mozemo neposredno primijeniti Lax-Milgramovu lemu ve¢ se prvo
mora homogenizirati rubni uvjet.

Da bi varijacijska zadaca (2.24) imala rjesenje nuzno moramo pretpostaviti da postoji barem
jedna funkcija u, € H*(Q2) takva da je u, = ¢g na 9. Funkcija w = u — u, € H}(Q) tada
zadovoljava

{Naéi w e HY(Q), (2.25)

Vo € HY(Q), a(w,v) = (F,v) — a(uy, ),
To je ponovo varijacijska zadac¢a na koju mozemo primijeniti Lax-Milgramovu lemu. Jedini novi
element je provjeriti da je desna strana linearan i neprekidan funkcional na H}((), sto slijedi iz
ocjene:
[(F,0) = alug, v)| < || fllzz@lIvllcz@) + Mllugllm @) 1ol 7@
< (f 2@y + Mlfugll @) vl 1 (g)-
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Napomena 2.1 Uocimo da konstanta K = (|| f||2 + M||ug|lur (), koja se javija u ovoj ocjens,
ne ovisi o nacinu prosirenja funkcije g u unutrasnjost domene stoga Sto u desnoj strani ocjene
mozZemo uzeti infimum po svim takvim prosirenjima.

Kako zadaca (2.25) ima jedinstveno rjesenje w € Hy(2) zakljucujemo da i polazna nehomogena
zadaca (2.24) ima rjeSenje u = u, + w € H'(Q). Jedinstvnost rjesenja nehomogene zadace slijedi
iz toga $to se razlika bilo koja dva rjesenja w = u; —uy zadade (2.24) nalazi u H} () i zadovoljava
homogenu varijacijsku jednadzbu

Yo € Hy (), a(w,v) =0,
Time smo dokazali

Teorem 2.5 Neka su ispunjeni uvjeti Teorema 2.3 i neka je €2 Lipschitzova domena. Tada za svaku
funkciju g € L*(0N2) koja ima barem jedno progirenje G € H'(Q), G|sn0yg, varijacijska zadada (2.24)
ima jedinstveno rjesenje u H'(Q).

Nehomogena Dirichletova zadaca nas vodi do prostora funkcija definiranih na 9€2 koji defini-
ramo na ovaj nacin:

HY2(0Q) = {$: 00 — R, 30 € H'(Q), ®|sq = ¢}

Linearnost ovakvog skupa funkcija lako se provjerava. S druge strane, restrikcija funkcije iz
H'(Q) na rub domene 92 ne moze se neposredno definirati budué¢i da su u H'(Q) funkcije
koje su definirane samo na () i tamo su kvadratno integrabilne, zajedno sa svojim prvim slabim
derivacijama. Ipak se moze pokazati da se vrijednost funkcije na rubu moze jednoznacno definirati
za svaku funkciju iz H'(Q2) ukoliko domena ima odredenu glatkocu, na primjer ako je Lipschitzova
(o tome vise u Dodatku A), pa je stoga to uvjet Teorema 2.5. Restrikcija funkcije iz prostora
Soboljeva na rub domene dobila je naziv trag funkcije, a operator v = ygq koji pridruzuje funkciji
njen trag naziva se operator traga. Prostor H1/2(6Q) je u toj terminologiji prostor tragova funkcija
iz H'(€) i u njega se uvodi norma

60 = @
Ovdje se infimum uzima po svim funkcijama ® € H' () &iji trag na 99 jednak ¢. Operator traga
v: HYQ) — HY*(0Q)

je evidentno linearna surjekcija i o¢ito je neprekidan u ovoj normi.

Nadalje, u teoriji prostora Soboljeva se pokazuje da je H'/2(0Q2) C L*(99) i da je to pravi
podskup. Kanonsko ulaganje je pri tome neprekidno, sto znaci da postoji konstanta C' > 0 takva
da je

Vo e H?(09),  |Jvllzee) < Cllollmzen)-
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Drugim rije¢ima Teorem 2.5 govori da je nehomogena Dirichletova zadaca rjesiva za svaki rubni
uvjet g € HY?(09), ali ne i za svako g € L*(09).
Sumirajmo do sada receno.

Teorem 2.6 (Teorem o tragu) Neka je € Lipschitzova domena. Tada preslikavanje 75 koje sva-
koj funkciji u € C'(Q) pridruZuje njenu restrikciju na 92 ima jedinstveno proirenje do linearnog i
neprekidnog operatora

Yo : HI(Q) — LQ(GQ)
Operator 7sq se naziva operator traga i vrijedi H}(Q) = {v € H'(Q): ypqu = 0}. Slika operatora
traga je prostor H'/2(95).

Uoc¢imo da neprekidnost operatora traga znaci da postoji konstanta C' > 0 takva da za svako
v € HY(Q) vrijedi
[7oavllr200) < Cllvl (@)
Nadalje, kako je operator traga tek generalizacija operatora restrikcije, ne¢emo ga eksplicitno
pisati ve¢ ¢emo ga podrazumijevati. Tako ¢emo, na primjer, gornju nejednakost jednostavno
pisati
Yo € HI(Q), ||U||L2(3Q) < OHUHHl(Q).

Napomena 2.2 Homogenizacija rubnog uvjeta je nuzna da bi se pokazalo da nehomogena zadacéa
ima rjesenje. S druge strane, u numerickom rjesavanju homogenizacija rubnog uvjeta najéesée
nije izvediva u varijacijskoj formulaciji veé se slican postupak radi na razini diskretne zadace. [
Vidi prvo poglavlje ...]

2.5 Neumannova i mjeSovita zadaca

U ovoj sekciji formiramo slabo rjesenje zadace

(

d
0 ou
—Za—x(a”a?)—i—aou:f u
ij= v J
7= ., (2.26)
Z aija—uni =g mna 0f),
L ij=1 Ly

u kojoj smo postavili Neumannov odnosno prirodni rubni uvjet. Pretpostavljat ¢emo da koefici-
jenti diferencijalne jednadzbe zadovoljavaju uvjete (2.15)—(2.18).

Postupak izvodenja varijacijske jednadzbe je isti kao i za Dirichletovu zadacu, s tom razlikom
da se test funkcija ne mora ponistavati na granici domene. Stoga mnozimo jednadzbu (2.26); s
test funkcijom v € H'(Q) i integriramo po domeni:

Q ) 8:1:1 " al'j 0

vdx = / fudx.
Q
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ot
Ut

Parcijalnom integracijom u prvom ¢lanu dobivamo kao i ranije

_Z:/ma,]a nvda+/

1,7=1

d ou 81)
Z aw + aguv

dx = / fudx.
Q

Funkcija koja se pojavljuje u integralu po rubu domene upravo nam je zadana pa iz toga proizlazi
naziv prirodan rubni uvjet.

Definicija 2.3 Funkcija u € H'(Q) je slabo rjeSenje zadaée (2.26) ako zadovoljava

ou Ov
HY(Q
Yo e H (Q), /ﬂlijzaja%g + aguv

)=

dx—/fvdx—l—/ gudo. (2.27)
o0

Uoc¢imo da Neumannov rubni uvjet nije ugraden u prostor, ve¢ je implicitno zadovoljen vari-
jacijskom jednadzbom. U to ¢emo se uvjeriti tako da pretpostavimo da je domena €2 dovoljno
glatka, da su svi koeficijenti jednadzbe najmanje neprekidni na €, te da varijacijska jednadzba
ima rjesenje u € C%(Q). Tada u jednadzbi (2.27) mozemo izvriti parcijalnu integraciju u prvom
¢lanu (ponavljajuéi veé izvrseni ra¢un u suprotnom smjeru),

dX—Z/ a”a n;)v dx

2,7=1

o

d

/ Z Ou 8U—l—auv
0 1]8 a 0

ij=1

v dX,

Za z]a +a0u

z (2.27) dobivamo

du
( ai-—ni—g)vda—i-/
/ Z ]3xj

gdje je n = (n;) jedini¢na vanjska normala na 0. Uzimajudi test funkcije koje se ponistavaju na
0€) dobivamo da za svaku takvu vrijedi

/[ Z(‘? awaa )—i—aou—f]UdX—O
Q i

Zj_

Z@ ”8 —|—a0u—f]vdX:O,

Odavde se lako pokazuje, po osnovnoj lemi varijacijskog racuna (Propozicija 2.1), da je diferen-
cijalna jednadzba zadovoljena u svakoj tocki domene 2, pa onda integral propada za svaki izbor
test funkcije (a ne samo one koja se ponistava na rubu). Iz prethodne jednakosti stoga dobivamo

/ Zawa —g)vdo = 0.

4,7=1
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Odavde slijedi, ponovo prema verziji osnovne leme varijacijskog racuna za plosni integral,

d ou
g a;j=—mn; =g na o
b 81‘]‘

i,j=1

Time smo pokazali da je Neumannov rubni uvjet implicitno sadrzan u varijacijskoj jednadzbi i
ona stoga predstavlja dobru generalizaciju diferencijalne rubne zadace.

Preostaje nam pokazati da na zadaéu (2.27) mozemo primijeniti Lax-Milgramovu lemu. Bu-
duci da je bilinearna forma ista kao u slucaju Dirichletove zadac¢e prethodni racuni pokazuju
ogranicenost i koercitivnost forme na H'(Q) (vidi (2.21)).

Ostaje pokazati neprekidnost linearnog funkcionala. U tu svrhu treba pretpostaviti da je
fer? )i

g € L*(09). (2.28)

Tada za funkcional

(F,v) :/vadx+/mgvda, (2.29)

koristedi teorem o tragu (Teorem 2.6), dobivamo ocjenu

(E )| < 2@ lvllz2) + 9l 2200 V] 200
< [[fllez@llvliz2 @) + Cllgllzzan) vl a9
< (Ifllz2@) + Clligllz ) vl 21 -

Sada Lax-Milgramova lema i Lema 2.5 daju sljede¢i zakljucak:

Teorem 2.7 Neka je Q Lipschitzova domena i neka su zadovoljene pretpostavke (2.15)—(2.18) i
(2.28). Tada Neumannova zadaca (2.26) ima jedinstveno slabo rjeSenje koje minimizira funkcional

J(U):%a(v,v)—/gfvdx—/mgvda

na prostoru H'((Q).

Teorem 2.7 ne mozemo primijeniti na problem

—Au=f u
2.30
% =g na 0f). ( )
on

buduéi da pripadna bilinearna forma

a(u,v) :/Vu-Vvdx
Q
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nije koecitivna na H*(Q2). U (2.30)y koristimo oznaku

Uocimo da je klasiéno rjesenje zadace (2.30) odredeno do na aditivnu konstantu, pa dakle nije
jedinstveno i stoga je prirodno da Lax-Milgramova lema ne moze biti primijenjena. Nadalje, lako
je uociti da postoji nuzan uvjet egzistencije rjesenja koji glasi

/QdejL/mgda:O, (2.31)

i koji se dobiva integracijom diferencijalne jednadzbe (2.30); po Q.

Rjesenje zadace (2.30) mozemo uciniti jedinstvenim tako da ga trazimo u uzem funkcijskom
prostoru V. C H'(Q), iz kojeg su eliminirane sve konstante osim nule. Takav prostor moZemo
definirati na sljedeé¢i nacin:

V={¢ec H'(Q): /ngﬁ(x) dx = 0}. (2.32)

Na njemu je bilinearna forma

a(u,v) = / Vu-Vodx
Q
ponovo koercitivna. To slijedi iz ove varijante Poincaréove nejednakosti:

Lema 2.3 Neka je ) ograniéena Lipschitzova domena. Tada postoji konstanta (', takva da za svako

v € HY(Q) vrijedi
/ v(x) dx
Q
Za dokaz vidi Evans [2].

Na osnovu ove leme lako se pokazuje da je v — |v|y1(g) norma na V ekvivalentna s H' ()
normom, pa se stoga moze primijeniti Lax-Milgramova lema na problem: nac¢i u € V', takvo da

).

vl L2y < C(|v]a1@) +

Vv eV, a(u,v):/fvdx—i-/ gvdo, (2.33)
Q o0

koji stoga ima jedinstveno rjesenje u € V. Da bi to rjesenje bilo klasicno, mora biti zadovoljen,
pored glatkoce rjesenja, i nuzan uvjet egzistencije (2.31).
Pretpostavimo, kona¢no, da imamo mjesovitu zada¢u. Granicu 02 ¢emo podijeliti u dva
disjunktna podskupa
8Q:EUE, FDQFN:(D
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Na I'p zadajemo Dirichletov, a na I'y Neumannov rubni uvjet. Na primjer,

—Au=f uf
u=0 nal)p
ou
8_n:g na ['y.

Da bi se defiirala slaba formulacija ove zadace prvo se definira operator traga na dio granice
I'p, koji ¢emo oznacavati s yr,. Taj operator ima svojstva analogna svojstvima operatora traga
na Citavu granicu 0€). Zatim se pomoc¢u njega definira funkcijski prostor V', u kome trazimo slabo
rjesenje:

Hp () ={ve H'(Q): yr,v=0}.
To su dakle funkcije iz H'(Q2) koje se ponistavaju na I'p. Uz uvjet da je povrsinska mjera
skupa I['p strogo pozitivna moze pokazatuje se da za funkcije iz V = H%D(Q) vrijedi Poincaréova
nejednakost. Stoga je | - |g1(q) je norma na V ekvivalentna s H'(Q) normom. Formulacija slabog
rjeSenja i primjena Lax-Milgramove leme sada slijedi analogno kao u prethodnim primjerima:
treba nac¢i u € Hf () takvo da je

Yo € HY (), /Vu-Vvdx:/fvdx—i-/ gu do.
Q Q I'n

Ako je Dirichletov rubni uvjet nehomogen, na primjer u = ug na I'p, onda je nuzno da postoji
funkcija U € H'(Q) koja se podudara s ug na I'p (u smislu da je vr,U = up) i koja ne kvari
Neumannov rubni uvjet na I'p, tj. takva za koju je

ou

on
Kad god takvu funkciju mozemo naci, onda mjesovita zadac¢a ima jedinstveno slabo rjesenje u
skupu U + H} (Q).

=0 na FD.

2.6 Nesimetri¢cne zadacde

Diferencijalni operatori koje smo do sada promatrali vode na simetricnu bilinearnu formu.
Varijacijska zadaca za takvu formu uvijek odgovara problemu minimizacije pripadnog funkcionala.
Ako forma nije simetri¢na, onda to nije slucaj, sto je lako provjeriti. Ipak tvrdnja Lax-Milgramove
leme ostaje vrijediti.

Pogledajmo jedan primjer operatora koji vodi na nesimetri¢nu varijacijsku zadacu.

_Zi( ,.%)+ib<%+a =f uQ (2.34)
0z, a ) 2 Zaxi ol = u .

u=0 na 0 (2.35)
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Odabrali smo homogeni Dirichletov rubni uvjet, a novost u diferencijalnom operatoru je ¢lan s
derivacijama prvog reda. Pretpostavke o koeficijentima jednadzbe su sljedece:

Vi j7 a'ijab’i)a() € LOO(Q)7 f € LQ( ) (236)

Ve e R Wx € Q, Z ai;(X)6& > aZ§ (2.37)
i,j=1

Vx € Q, matrica A(x) = (a;;(x)) je simetri¢na, (2.38)

b = (b;), divb e L*(Q). (2.39)

Varijacijsku formulaciju izvodimo mnoZenjem s test funkcijom v € H}(Q) i integracijom po €,

d o Ou d Ou
— —(a;;—)vdx + /bi vdx—l—/auvdx:/fvdx,

a onda parcijalnom integracijom u prvom ¢lanu dovivamo
/aouvdx: / fudx.
Q Q

Ou Ov d
oo d b
Z/ajﬁxjaxi X+;/Q 0
Time dolazimo do varijacijskog problema: na¢i u € H}(Q) takvo da je

i,j=1

Yo € Hy (), alu,v) = (F,v),

gdje je

ou Ov
a(u,v) Z/a”{?x] 8xzd —I—Z/ axlvdx—i-/gaouvdx (2.40)

(F,U)z/gfvdx. (2.41)

Nova je forma evidentno bilinearna i nesimetri¢na, tj. opéenito je a(u,v) # a(v,u). Da bismo
pokazali njenu neprekidnost, potrebno je samo ocijeniti dodatni ¢lan

|Z/

Uvedemo li oznaku M = max{||a;;||ze=, ||aol L=, ||bi]| >} dobivamo

8u

< max ||bi||L°°|u’H1(Q)||UHL2‘

|a(u, v)| < Md(|ulgio)|vlm @) + [ulm@llvllez + llull2]lv]lz2)
< 3Md||ul| g ||vl| a0
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Kod dokaza koercitivnosti treba ocijeniti samo drugi integral u formi a(-, -) buduéi da imamo
al] X > alu H1
= Ox 8

To se moze uéiniti na razne nacine. Uz pretpostavku divb € L*®(£2) imamo

gdje smo iskoristili rubni uvjet. Stoga dobivamo
2 L 2
a(u,u) > alulig) + [ (a0 — 5 divb) u® dx.
Q

Prema Poincaréovoj nejednakosti postoji konstanta Cq, koja ovisi samo o domeni €2, takva da je
Yo € HY(Q), vz < Cg|u|%{1(m. (2.42)

Pretpostavimo sada da postoji broj n takav da vrijedi:

Vx € Q, ap(x) — %divb(x) . (2.43)

Tada imamo ocjenu
a(u,u) > alulip gy — nllulliz@) > (@ = nCa)lult q)-
Time dolazimo do sljede¢eg dovoljnog uvjeta koercitivnosti: ako postoji broj n takav da je
a—nCq >0, (2.44)
i za koji vrijedi (2.43), onda je bilinearna forma (2.40) koercitivna na Hj ().

Teorem 2.8 Neka su zadovoljeni uvjeti (2.36)—(2.39) te neka postoji konstanta 1 > 0 koja zadovo-
ljava (2.43) i (2.44), gdje je Cq konstanta iz Poincaréove nejednalosti (2.42). Tada zadada (2.34),
(2.35) ima jedinstveno slabo rjeenje.
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Napomena 2.3 Jedan vaZan specijalan slucaj je divb =0 i ag > 0.

Zadatak. Zadan je rubni problem

—div(AVu+cu) +b-Vu+au=f u (2.45)
u=0 nadf, (2.46)

pri cemu pretpostavljamo da su ispungjeni uvjeti (2.36)—(2.39), te da vektorska funkcija ¢ zadovo-
ljava iste uvjete kao i b (uniformnu ogranicenost svih komponenti ¢; i divergencije div c). PokaZite
da na zadacéu (2.45), (2.46) mozemo primijeniti Laz-Milgramovu lemu ako postoji broj n takav da
je

a—nCq >0, (2.47)
1 za koji vrijeds

1
Vx € Q, ap(x)— 5 div(b(x) + c(x)) > —n.

Cq je kao i ranije Poincaréova konstanta.
Zadatak. Kako se uvjet (2.47) mijenja ako homogeni Dirichletov wvjet zamijenimo Neumanno-
vim wvjetom, a kako ako imamo mjesoviti Dirichlet-Neumannov uvjet?

Napomena 2.4 Do sada smo egzistenciju i jedinstvenost slabih rjeSenja elipticnih rubnih zadaca
dokazivali svodenjem na Laz-Milgramouv teorem. Postavlja se pitanje da li su uvjeti tog teorema
nuzni za egzistenciju i jedinstvenost pripadne varijacijske jednadzbe. Pokazuje se da je odgovor na
to pitanje negativan, odnosno da zadaca s bilinearnom formom koja nije koercitivna moze imati
jedinstveno rjesenge. Jedan generalniji teorem egzistencije i jedinstvenosti (korektnosti) rjesenja
zasniva se na Fredholmovoj alternativi za kompaktne operatore na Banachovim prostorima i moze
se naci npr. u [3].

2.7 Spektralna zadaca

Spektralne zadace za parcijalne diferencijalne jednadzbe takoder mogu biti formulirane vari-
jacijski, posve analogno kao i druge zadac¢e. Pogledajmo na primjer sljedeéi spektralni problem
postavljen u ograni¢enoj domeni Q C R%:

—Au = Au, ufl, (2.48)
u=0, mna . (2.49)

Nepoznanice u zadaéi (2.48), (2.49) su svojstvena funkcija u i svojstvena vrijedost A. Standardnim
postupkom formiramo varijacijsku zadacu:

Nadiu € H(Q), u#0, AeR

Yo € Hy (), /Vu~VvdX:)\/uvdx
Q Q

(2.50)
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Spektralna zadaca definira svojstvenu funkciju do na skalarni multiplikatora pa je uobicajeno
normirati rjesenje u, tj. traziti spektralnu funkciju koja zadovoljava ||ul| g1 () = 1.
Apstraktnu varijacijsku spektralnu zadac¢u postavljamo na sljedeéi nacin:

(A) Zadana su dva realna separabilna Hilbertova prostora V' i H takvi da je V' C H a nepre-
kidnom injekcijom i V' je gust podskup od H;

(B) Zadana je bilinearna i neprekidna forma a: V x V — R.

Oznagit ¢emo skalarni produkt i normu u prostoru H respektivno s (-,-) i | - |, dok ¢e norma
prostora V' biti oznacena s || - ||. Spektralna zadaca sada ima sljedeéu formu: naéi A € Riu €V,
u # 0, takve da vrijedi

YoeV, a(u,v)=Au,v). (2.51)

Za skalar A kazemo da je svojstvena vrijednost, a za element v € V da je svojstveni vektor ili
svojstvena funkcija.
U naSem prvom primjeru je H = L?(Q), V = H}(Q) te

a(u,v) = / Vu-Vodx.
Q

Lako je provjeriti da su uvjeti A i B ispunjeni.

Napomena 2.5 Svojstvena zadaca, kako je ovdje postavijena, nije dana u svoj opcenitosti bu-
duc¢i da su svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori opéenito kompleksni. Da bismo korektno
postavili opéu spektralnu zadacu trebali bismo krenuti od kompleksnih Hilbertovih prostora H i
V ina VXV promatrati seskvilinearnu formu a: V. x V. — C (linearnu u prvom argumentu i
antilinearnu u drugom). Svojstvena zadacéa je tada zadana s (2.51) pri éemu trazimo X € C. Ako
je seskuvilinearna forma a hermitska, tj. ako vrijedi

Vu,v €V, a(u,v) = a(v,u),

onda se lako pokazuje da je svaka svojstvena vrijednost realna. Na ako je vise od toga bilinearna
forma realna i simetric¢na, onda zadaéa (2.51) ima i realne svojstvene vektore (u smislu da ako je
svojestveni vektor kompleksan, onda su njegov realni i imaginarni dio i sami svojstveni vektori).
Stoga tu zadacu moZemo promatrati na realnim Hilbertovim prostorima.

Pored uvjeta A i B postavljamo i sljedece uvjete na bilinearnu formu:
(C) Bilinearna forma a: V x V — R je simetri¢na;

(D) Bilinearna forma a: V x V' — R je koercitivna na V.
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Sada smo u uvjetima Lax-Milgramove leme pa zadaca: na¢u u € V takvo da je
VoeV, a(u,v)=(f,v), (2.52)

ima jedinstveno rjesenje za svako f € H. Uo¢imo da tu koristimo neprekidnost ulaganja prostora
V u H zbog koje postoji konstanta ¢y takva da je

VeV, Jo] < colloll

Uz taj uvjet je v — (f,v) element prostora V' za svako f € H.

Buduéi da svaki f € H odreduje jedinstveni element v € V za koji vrijedi (2.52) dobro je
dfiniran operator T': H — V koji djeluje po pravilu T'f = u. Operator T' je evidentno linearan i
neprekidan s ocjenom norme

Co
1T/ < 1S (2.53)
Pomoé¢u operatora T' spektralnu zadacu (2.51) mozemo zapisati u obliku jednadzbe

u= \Tu. (2.54)

Rjesenje zadace (2.54) proizlazi iz opéih rezultata funkcionalne analize ako je operator 7' kompak-
tan. Prisjetimo se pri tome da je neprekidno preslikavanje s jednog metrickog prostora u drugi
kompaktno ukoliko ogranic¢ene skupove preslikava u relativno kompaktne.

Lema 2.4 Neka su ispunjeni uvjeti A, B i D te neka je kanonsko ulaganje prostora V' u prostor H
kompaktno. Tada je operator I', promatran kao operator s V' u V' kompaktan

Dokaz. Neka je 1: V' — H kanonsko ulaganje (1(v) = v). Tada je operator T" promatran kao
operator s V u V ustvari T o1. Oba operatora, T i 1, su neprekidni i prema pretpostavci 1 je
kompaktan. Stoga je i kompozicija kompaktan operator. [J

Ponovimo sada neke rezultate funkcionalne anlize. Niz vektora (e,;n € N) je topoloska baza
prostora X ako se svaki vektor € X moze na jedinstven nacin prikazati u obliku

00
Tr = E Qp€n,
n=1

gdje su «; skalari i red konvergira po normi. Lako se pokazuje da je svaki normirani prostor koji
ima topolosku bazu separabilan.

Ako je prostor X unitaran onda uvodimo pojam ortonormirane baze: Ortonormirani niz
vektora (e,;n € N) je ortonormirana baza ako za svako x € X vrijedi

o

T = Z(x,en)en,

n=1

pri ¢emu red konvergira po normi. Korisne su jos dvije definicije: Familija vektora (e;,j € J)
je fundamentalna (totalna) u X ako je linearan prostor razapet skupom {e;: j € J} gust u X.
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Ortonormirana familija vektora (e;,j € J) je maksimalna u X ako je nulvektor jedini vektor
okomit na skup {e;: j € J}. Za detalje vidi na primjer Kurepa [4]. Nam je potreban sljede¢i
rezultat:

Teorem 2.9 Neka je V' separabilan Hilbertov prostor i (e,) niz u njemu. Sljedeéa su svojstva ekvi-
valentna.

1. Niz (e,) je ortonormirana baza u V;
2. Niz (e,) je fundamentalan ortonormiran niz u V;

3. Niz (e,) je maksimalan ortonormiran niz u V.

Za dokaz vidi Kurepa [4], str. 51.

Teorem 2.10 Neka je V' unitaran prostor i T': V' — V kompaktan simetri¢an operator beskona¢nog
ranga. Tada postoji ortonormiran niz (e,;n € N) i niz realnih brojeva (1,;n € N) takvi da je:

| > |pa| = - = | = -+ >0, (2.55)
Te, = pine, (n € N);  limp, =0, (2.56)
u= Z(u, en)en (ue V). (2.57)

n=1

Niz () sadrZi sve svojstvene vrijednosti operatora 7' razli¢ite od nule. Svojstveni potprostor svake
svojstvene vrijednosti razli¢ite od nule je kona¢nodimenzionalan. Niz (e,) je maksimalan u V' ako i
samo ako nula nije svojstvena vrijednost operatora 7.

Dokaz se moze naéi u [4], str 210.

Neka su ispunjene pretpostavke A, B, C i D. Tada bilinearna forma a(-, ) predstavlja jedan
skalrani produkt na V koji generira normu ekvivalentnu s normom prostora V. Stovise, u tom
skalarnom produktu je operator 7', promatran kao operator s V u V, simetrican i pozitivan.
Simetrija:

a(Tu,v) = (u,v) = (v,u) = a(Tv,u) = a(u, Tv).

Pozitivnost: za v # 0,
a(Tv,v) = |v|* > 0.

Uz pretpostavku da je kanonsko ulaganje V' C H kompaktno mozemo primijeniti Teorem 2.10.

Teorem 2.11 Neka su ispunjene pretpostavke A, B, C i D te neka je kanonsko ulaganje V' C H kom-
paktno. Tada postoji niz brojeva (A,;n € N) i niz vektora (w,;n € N), w, € V, koji zadovoljavaju:

Yo eV, a(wy,v) =N\ (wp,v), né€N.
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Nadalje, niz (\,;n € N) zadovoljava

0<A <A< <A < lim A, = o0, (2.58)

niz (w,;n € N) je ortonormirana baza u H dok je niz (A;l/an; n € N) ortonormirana baza u prostoru
V' opskrbljenom skalarnim produktom a(-,-).

Dokaz. Zanemarit ¢emo konacnodimenzionalni slucaj buduéi da je on jednostavniji i moze se
tretirati elementarnim sredstvima i primijenit ¢emo Teorem 2.10 na operator T koji generira
bilinearna forma. Veé¢ smo vidjeli da u prostoru V' opskrbljenom skalarnim produktom af(-,-)
operator T postaje simetrican, pozitivan i kompaktan. Nadalje, njegov rang ne moze biti konacan
jer bi tada iz

YoeV, a(Tf,v)=/(fv) (2.59)

slijedilo da su svi elementi iz V' okomiti na R(7") u novom skalarnom produktu (svi v € V' takvi
da je a(T'f,v) = 0 za sve f € H) ujedno okomiti na ¢itav H ((f,v) = 0 za sve f € H), no
uzimajuéi f = v dolazimo do v = 0, odnosno da nema vektora okomitih na sliku od 7. Rang
operatora je dakle beskonacan i svi uvjeti Teorema 2.10 su ispunjeni.

Prema Teoremu 2.10 svojstvena zada¢a Te = pe prebrojivo mnogo rjesenja: (i), (€,). Zbog
pozitivnosti operatora T' nula nije svojstvena vrijednost i sve svojstvene vrijednosti su strogo
pozitivne, pa stoga prema (2.55), (2.56) one ¢ine niz,

Zadaca u = \Tu, koja predstavlja ekvivalentni zapis zadace (2.51), ima stoga prebrojivo mnogo
rjesenja (\,), (e,), gdje je A, = 1/, pa stoga vrijedi (2.58). Teorem 2.10 nam govori da
je niz (e,) ortonormirana baza u prostoru V' opskrbljenom skalarnim produktom induciranim
bilinearnom formom. Definirajmo w,, = )\}/ 2€n i pokazimo da niz (w,) predstavlja ortonormiranu
bazu u H. Uo¢imo prvo da je w, = A\, Tw,, tj. skaliranje ponovo daje rjesenje svojstvene zadace.
Odavde, po definiciji operatora T' (vidi (2.59)) slijedi

(Wn, W) = )\ina(wn,wm) = A)\—T:a(en,em) = Opm-

Time smo pokazali da je niz (w,) ortonormiran u H. Pokazimo sada da je on maksimalan u H,
tj. da je samo nulvektor okomit na sve w, u H. Neka je f € H takav da je (f,w,) = 0 za sve
n € N. Tada je evidentno (f,e,) = 0 za sve n € N a kako niz (e,,) ¢ini ortonormiranu bazu u V' to
je f okomit na ¢itav V. Bududi da je V' gust u H slijedi da je f = 0 i maksimalnost je dokazana.
Prema Teoremu 2.9 niz je ortonormirana baza u H. U

Primijenjujuéi Teorem 2.11 na primjer (2.48), (2.49) mozemo nadi niz (w,) u Hg () koji ¢ini
ortogonalnu bazu u H} () i ortonormiranu bazu u L?(Q). Promatraju¢i Neumannovu spektralnu
zadaéu mozemo takav niz naé¢i u H*(Q).
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Napomena 2.6 U Teoremu 2.11 moZemo oslabiti pretpostavku koercitivnosti. Dovoljno je pret-
postaviti da bilinearna forma a(-,-) zadovoljava sljedeéi uvjet: postoje brojevi a >0 i A € R takvi
da je
Yo eV, a(v,v)+ Mvf> > alv|.

Tada promatrajuci bilinearnu formu a(u,v) + A(u,v) dolazimo u uwvjete Teorema 2.11 koji daje
niz svojstvenih parova modificirane zadace. Polazna zadaéa tma iste svojstvene funkcije, s istim
svojstvima, ali pomaknute svojstvene vrijednosti za A. Stoga sada svojstvene vrijednosti zadovo-
ljabaju

A<M <A< <A <o lim A, = 400, O

2.8 Nelinearne zadace

Teorija egzistencije rjeSenja nelinearnih diferencijalnih jednadzbi je znacajno slozenija od li-
nearne teorije i stoga se ovdje u nju ne¢emo upustati. Ipak, varijacijska formulacija zadace se
u mnogim slucajevima postavlja na posve isti nacin kao za linearne zadace $to nam omogucava
formiranje varijacijske aproksimacije i kona¢no upotrebu metode konac¢nih elemenata. Temeljna
je razlika u tome Sto nas varijacijska aproksimacija sada vodi na nelinearnu jednadzbu koju treba
rijesiti nekim iterativnim postupkom, na primjer Newtonovom metodom.

[lustrirajmo to jednim promjerom. Promatramo sljede¢u rubnu zadac¢u u ograni¢enoj domeni
Q C R%:

div(a(u)A(Vu —b(u)) =0, na (2.60)
a(u)A(Vu—Db(u)) -n=g, naly (2.61)
u=0, mnals, (2.62)

u kojoj je granica domene podijeljena na Dirichletov i Neumannov dio: 02 = I'y U T, ' N
[y = (. Matri¢na funkcija A = A(x) simetri¢na i uniformno pozitivno definitna, s ograni¢enim
koeficijentima (vidi (2.15) i (2.16) ). Funkcije a: R — R i b: R — R su dovoljno glatke
(minimalno neprekidne) i postoji konstanta ag > 0 takva da je

VueR, a(u) > . (2.63)

Ta je pretpostavka nuzna kako bi zadaca bila uniformno elipti¢na. Konaéno, o zadanoj funkciji g
pretpostavljamo

g € L*(I). (2.64)

Napomena 2.7 Zadaéa (2.60)- (2.62) u sluéaju b(u) = a(u)g opisuje jednofazni stacionarni
tok fluida kroz poroznu sredinu. Pri tome rjeSenje u ima znacenje tlaka, a(u) je gustoéa fluida,
A je propusnost sredine, a g je vektor ubrzanja sile tezZe. Prirodni uvjeti na funkciju o(u) su su
stroga monotonost (rasuca) i stroga pozitivnost.
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Varijacijsku zadac¢u formiramo kao i do sada, mnozemjem s dovoljno glatkom test funkcijom
v koja se ponistava na I'y i parcijalnom integracijom:

/Qa(u)A(vu ~b(w)) - Vodx = /F gvdo.

Time smo dobili zadac¢u naizgled slicnu do sada promatranim zadacama. Apstraktno zapisana
ona prima sljedeé¢i oblik:

Nati ueV
{VU eV, a(u,v) = (F,v), (2.65)
gdijeje V={p € H(Q): ¢ =0 na Ty}, te
a(u,v) = /Qoz(u)A(Vu —b(u)) - Vodx, (F,v)= /r gvdo. (2.66)

Osnovna razlika je to sto forma a(-, -) vise nije bilinearana: ona je linearna u drugom argumentu,
ali nelinearna u prvom, i stoga se Lax-Milgramova lema ne moze primijeniti.

Istaknimo da kod nelinearnih zadacéa uvijek treba pazljivo provjeriti je li forma a(-,-) (i isto
tako funkcional desne strane) dobro definirana na odabranom funkcijskom prostoru, odnosno
jesu li svi integrali u definiciji varijacijske jednadzbe konacni. U naSem slucaju ogranicenost
nelinearnih funkcija o (u) i b(u) osigurava da je forma a(-,-) dobro definirana na H'(Q) x H*().

Varijacijsku aproksimaciju zadace (2.65) definiramo prirodno, odabirom kona¢nodimenzional-
nog potprostora V,, C V:

Nadi eV
ack Un & h (2.67)
Yo € Vi, alup,v) = (F,v)
Odaberimo jednu bazu u prostoru V;, i oznacimo njene elemente s ¢1, ¢1,...,¢n. Funkciju uy

¢emo raspisati po vektorima baze:
N
up(x) = Z Uj¢;j(x), U= (U;)L; € RN je vektor koeficijenata.
j=1

Time smo dobili sustav nelinearnih algebarskih jednadzbi
F(U) =0,

gdje je F: RN — R¥ funkcija definirana formulama

N
Fi(U) = a(d Ui, @) — (F,¢), i=1,...,N.
j=1

M. JurAK 10. ozujka 2008.



2.8 NELINEARNE ZADACE 68

Dobiveni sustav mozem rjesavati Newtonovom metodom, koja se bazira na linearnoj aproksima-
ciji. Pretpostavimo da imamo aproksimaciju nultocke U i da zelimo naci korekciju V takvu da
je F(U + V) = 0. Tada razvojem u Taylorov red dobivamo

0=FU+V)=FU)+DFU)V +---
Zanemarujudi vise clanove u razvoju dolazimo do jednadzbe za V:
0=FU)+DF(U)V (2.68)

iz koje slijedi V = —DF(U) 1 F(U), a U+V je nova aproksimacija. Time dolazimo do sljede¢eg
iterativnog postupka: za zadanu pocetnu iteraciju U° € RN in =0,1,... imamo

U™t =U" - DF(U")"LF(U).
To je Newtonov iterativni postupak koji prirodnije zapisujemo u obliku:

DF(U™V = —F(U"), (2.69)
Ut =U"+V, (2.70)

gdje u (2.69) rijesavamo linearan sustav s matricom koja je derivacija funkcije F u prethodnoj
iteraciji. Novu iteraciju dobivamo u (2.70) korekcijom prethodne.

Linearni sustav koji treba rijesiti u svakom koraku Newtonovog algoritma predstavlja jednu
linearnu elipticku rubnu zadaé¢u. To je najlakSe vidjeti ako Newtonovu metodu izvedemo ne-
posredno na varijacijskoj formulaciji nelinearne zadace, bez uvodenja baze u prostoru konacnih
elemenata. S tim ciljem uvedimo funkciju

a(u)A(Vu —b(u)) - Vodx — / gvdo,

I

Folun) = alun,v) — (Fyv) = /

Q

u kojoj test funkcija v igra ulogu parametra.

Uzmimo da je u} poznata aproksimacija rjesenja uy zadade (2.67), tj. rjeSenje jednadzbe

Fo(up) = 0, za svako v € V}, 1 sljedeéu aproksimaciju potrazimo u obliku uZ“ = Uy + w.

Definiramo realnu funkciju
f(t) = Folup + twy) = a(uy + twy,v) — (F,v),
koju razvijemo Taylorov red,
1
FA) = FO) + f0) + 5 f(0) + -+ (2.71)

Ako je uZ“ toéno rjesenje, onda je f(1) = 0. Pribliznu korekciju wy, stoga ra¢unamo, zanemarujuci
vie ¢lanove u razvoju (2.71), iz jednadzbe

0= £(0) + /'(0). (2.72)
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koja je ekvivalentna s (2.68). Raspisivanjem (2.72) dobivamo:

n d n
0 = a(uy,v) — (F,v) + Ea(uh + twh?””t:o

i nova iteracija je uZH = uj + wy. Neposrednim racunom dobivamo

d d
%a(uz + twp, U)}t:O == /Q a(uy + twy) A(V (up, + twy) — b(up + twy)) - Vo dx|t:0

= /Qa(uZ)A(th —wpb'(up)) - Vodx
+ /Q o (uf )wp A(Vuj — b(up)) - Vodx
Time smo dosli do sljedece linearne varijacijske zadace koja definira wy, € Vj,:
Yo e Vi,  A™(wp,v) = (F",v) (2.73)
gdje je
A (wp,v) = /QOé(UZ)A(th — wy,b'(uy)) - Vo dx + /Qa'(UZ)whA(VUZ — b(up)) - Vudx

<F”,v>=/F QUdU—/QOz(uZ)A(VuZ—b(uZ))-Vvdx,

Da bi ta varijacijska jednadzba (2.73) bila dobro definirana moramo postaviti dodatne pretpos-
tavke o nelinearnim koeficijentima i minimalno traziti da o/ u b’ budu ogranicene funkcije te da
je o strogo pozitivna.

2.9 Varijacijska aproksimacija

Kada smo jednom rubnu zadacu zapisali u varijacijskoj formi njena se numericka aproksima-
cija svodi na zamjenu beskonacnodimenzionalnog prostora V', na kome je varijacijska jednadzba
postavljena, nekim njegovim konac¢nodimenzionalnim potprostorom V), C V. Taj se postupak
naziva varijacijska aproksimacija, a greska aproksimacije zavisi samo o tome koliko dobro V},
aproksimira prostor V', u smislu koji ¢e biti razjasnjen u Teoremu 2.12.

Mogudi su razliciti nacini konstrukcije prostora V},. Na primjer, ako mozemo naéi jednu pre-
brojivu bazu u prostoru V', onda je prirodno za V}, uzeti potprostor razapet s prvih N svojstvenih
vektora. Uzimajuéi sve ve¢i N dobivamo sve bolju aproksimaciju prostora V. Metoda aproksi-
macije zasnovana na tom izboru naziva se Galerkinova metoda i predstavlja mocan postupak za
dokazivanje egzistencije rjesenja nelinearnih eliptickih rubnih zadaca. Metoda kona¢nih eleme-
nata, s druge strane, konstruira V}, kao prostor po dijelovima polinomijalnih funkcija, dovoljno
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glatkih kako bi imali V}, C V. Tu se prvo domena na kojoj je zadaca postavljena aproksimira uni-
jom jednostavnih (najcesée poliedarskih) skupova koji ¢ine triangulaciju domene. Funkcije iz V},
se zatim definiraju kao polinomi odredenog stupnja na svakom pojedinom elementu iz triangulaci-
je, s odredenim uvjetima neprekidnosti na granici susjednih elemenata, koji osiguravaju inkluziju
Vi, € V. U toj situaciji parametar h predstavlja dijametar najveceg elementa triangulacije i
pokazuje se da prostor Vj, aproksimira V' tim bolje Sto je A manji.

Za analizu varijacijske aproksimacije polazimo od varijacijske jednadzbe koja zadovoljava uvje-
te Lax-Milgramove leme koje ovdje sumiramo:

Pretpostavke (A):

e V' je realan Hilbertov prostor s normom || - ||;

e a: V xV — R je bilinearna forma;

e JM > 0 takvo da Yu,v € V' |a(u,v)| < M||ul|||v|| (ograni¢enost);
e Ja > 0takvoda Vv € V a(v,v) > a|jv||* (koercitivnost);

o eV

Apstraktna varijacijska zadaca ima sljedeci oblik:
Zadaéa (P):
Nacéi uweV
YoeV, a(u,v)=(F,v)

Odabirom kona¢nodimenzionalnog potprostora V;, C V dolazimo do aproksimativne varijacijske
zadace:
Zadada (Py):
Naéi uy € 'V,
Yo € Vi, alu,v) = (F,v)

Zadacu (Py) smo promatrali u Lemi 2.1 i tamo smo pokazali da se uvodenjem baze u prostor
Vj, ona svodi na jedan matri¢ni sustav s pozitivno definitnom matricom (koercitivnost bilinearne
forme), koja je simentri¢na ukoliko je bilinearna forma simetri¢na. Pozitivna definitnost matrice
sustava ima za posljedicu da zadaca (P),) ima jedinstveno rjesenje, no do tog zakljucka dolazimo
direktno: ako su zadovoljeni svi uvjeti koji osiguravaju da se Lax-Milgramova lema moze pri-
mijeniti na zadacu (P), onda ti isti uvjeti osiguravaju jedinstvenu rjesivost zadacée (FP), jer je
jedina razlika izmedu njih u funcijskom prostoru. Iz ¢injenice da je svaki konacnodimenzionalni
potprostor Hileberovog prostora i sam Hilbertov (u nasljedenom skalarnom produktu) vidimo da
su sve pretpostavke Lax-Milgramove leme ispunjene i za zadaéu (F,).

Egzistencija i jedinstvenost rjesenja diskretne zadace slijedi dakle direktno iz egzistencije i
jedinstvenosti kontinuirane zadace. Ostaje joS pitanje greske aproksimacije, tj. ocjene razlike
|lu — up|| u razlicitim normama. To se pitanje, za normu prostora V', rjesava sljede¢im teoremom
koji problem svodi na pitanje koliko dobro prostor Vi, aproksimira prostor V.
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Teorem 2.12 (Céa-ina lema) Neka su ispunjene pretpostavke (A) i neka je u € V rjeSenje zadace
(P) te up, € Vi, C V rjeSenje zadace (P),. Tada je

M
_ < = inf llu—
Ju = ugl) < = inf flu—o]L

gdje je || - || norma prostora V.

Dokaz. 1z

a(u,v) =(F,v), YveV,CV
a(up,v) = (Fyv), Yv €V,
dobivamo relaciju ortogonalnosti
a(u —up,v) =0, YveV,. (2.74)
Za proizvoljno v € Vj, koristeéi koercitivnost i neprekidnost bilinearne forme te (2.74), dobivamo
allu — up|)? < alu — up, v —up)
= a(u — up,u —v) + alu — up, v —up)
= a(u — up,u — v)
< Mju = unll[Ju = v]|.
Time smo dobili ocjenu
M
Vo e Vi, |lu—uyl < EHu —|.
Uzimanjem infimuma po svim v € V}, dobivamo tvrdnju. [J
U slucaju simetricne bilinearne forme mozemo dobiti bolju konstantu u ocjeni. Uoc¢imo prvo
da je u slucaju simetri¢nosti bilinearna forma a(u, v) jedan dobar skalarni produkt i izraz /a(u, u)
predstavlja normu na V', ekvivalentnu s normom || - ||; tu normu nazivamo energetska norma.
Zbog ortogonalnosti (2.74) i simetrije imamo za proizvoljno v € V,
a(u—v,u—v) = alu—up+ (up —v),u —up + (up — v))
= a(u — up,u — up) + 2a(u — up, up — v) + aluy, — v, up — V)
= a(u — up, u — up) + alup, — v, up — v)

Time smo dobili optimalnu ocjenu u energetskoj normi

a(u — up,u —up) = inf a(u —v,u —v). (2.75)
veVy

Odavde je
aflu—up)* < Mlju— |
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M
[ = un] </ —lu = ]|
o

Time vidimo da Teorem 2.12 u simetri¢cnom slu¢aju vrijedi s konstantom C' = /M /a koja moze
biti znacajno manja od M /a.

izlazi da je za svako v € V},

Napomena 2.8 Uzmimo da imamo niz rastucih potprostora Vi, CV, 1€ N; Vi, CVp, C Vy, C
Tada je iz Teorema 2.12 jasno da je minimalna pretpostavka koja osigurava konvergenciju
aproksimacijskog procesa sljedeca:

YoeV, lim ( inf |jv— vh||> =0.
7 VR E€Vh,

Teorem 2.12 zelimo primijeniti na varijacijske zadace koje dobivamo diskretizacijom eliptickih
rubnih zadaca. Pri tome se susre¢emo sa sljede¢om poteskoc¢om: Bilinearna je forma u varijacij-
skoj zadac¢i dana odredenim integralom koji u diskretnoj zadac¢i opéenito moramo aproksimirati
nekom integracijskom formulom. Izuzetak je slucaj kada su koeficijenti diferencijalne jednadzbe
konstantni, kada najcesée sve integrale mozemo izracunati egzaktno.

Ako zelimo obuhvatiti situaciju u kojoj integrale u varijacijskoj jednadzbi izracunavamo pri-
mjenom neke integracijske formule, onda trebamo diskretnu zadaé¢u (P); zamijeniti zada¢om
sljedeceg oblika:

Zadaca (Ppy,):

Yv € Vh, ah(uh,v) = Fh(’U)

gdje je an(+,-): Vi, x V}, — R bilinearna forma koja aproksimira formu a(-,-) i Fj,: V}, — R linearan
funkcional koji aproksimira F' € V', Uocimo dobro da ne pretpostavljamo da je bilinearna forma
definirana na ¢itavom V' x V' (i analogno za Fj,).

Sljedeci teorem daje apstraktnu ocjenu greske aproksimacije. On pokazuje da se greska sastoji
od greske aproksimacije prostora V potprostorom V) i greske konzistencije koja mjeri koliko
su dobro aproksimirani bilinearna forma a(-,-) i funkcional F' € V’'. Bududi da koercitivnost
diskretne bilinearne forme sada treba posebno dokazivati, ovdje ¢emo ju uvrstiti kao pretpostavku.

{ Naéi up € Vj,

Teorem 2.13 (Prva Strangova lema) Neka su ispunjene pretpostavke (A) i neka je u € V rjeenje
zadale (P) te uj, € Vi, C V rje¥enje zadale (P;,). Pretpostavimo da je diskretna bilinearna forma ay,
uniformno Vj,-elipti¢na tj. da postoji konstanta &, neovisna o potprostoru V},, takva da je

Yu € Vh, ON./H'UH2 < ah(U,U). (276)
Tada vrijedi
M 1 _
|lu —up|| < inf {(1 + = u—v||+ = sup la(v, w) — ap(v, w)| }
veVy, a Q 0£weV), |lw]| 27)
1 F _F .
+— sup |< ’w> h(w)’
Gogveve ]
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Dokaz. Neka je v € V}, proizvoljan element. Uniformna Vj,-elipticnost daje
allup, — v|]* < an(up — v, up — )
= ap(up, — v, up —v) + alu,up, —v) — (Fyup, —v)
= a(u —v,up, —v) +{a(v,up —v) —ap(v,up, —v)}

+ Fp(up —v) — (F,up — v).

Koristec¢i neprekidnost bilinearne forme a(-, -), dobivamo

~ a(v,up —v) —ap(v,up — v Fy(up, —v) — (F,up, — v
OéHuh—vHSMHu—v|!+H ) _h( n= )| [Fu(un )_( h— )|
[[un — || [ un — v]]
- F —(F
< M]ju—v| + sup la(v,w) — ap(v, w)| 4 sup |F(w) — (F,w)]
weVh, [Jwll weVh, |w]|

Koristedi nejednakost trokuta
[ = unll < flu = vl + Jlun = o],
te zbog proizvoljnosti v € V},, izlazi tvrdnja. [

Napomena 2.9 Uoc¢imo da se u slucaju a(-,-) = ap(-,-), 1 Fp(-) = (F,-), Prva Strangova lema
svodi na Céa-inu lemu, no konstanta vise nije optimalna. To je posljedica toga $to u dokazu nismo
pretpostavljali da je bilinearna forma ay dobro definirana na céitavom V.

U dosadasnjim razmatranjima pretpostavljali smo da je aproksimativna metoda konformna,
Sto znaci da je V;, C V', odnosno da aproksimativno rjesenje trazimo u prostoru u kojem se nalazi
i egzaktno rjesenje. Za metodu kazemo na je nekonformna ako uvijet V;, C V nije zadovoljen.
Nekonformnu aproksimaciju koristimo tipi¢no onda kada funkcije iz prostora aproksimativnih
rjeSsenja nemaju glatko¢u koja se zahtjeva od funkcija iz V.

Diskretna zadac¢a u neknformnoj aproksimaciji opéenito ¢e imati oblik (Py). Sljedece pret-
postavke ¢e osigurati da je zadaéa (Py;) dobro postavljena:

Pretpostavke (Ay):

e V), je konacnodimenzionalni prostor s normom || - ||5;

ap: (V + V) x (V +V,) — R je bilinearna forma;

e JM* > 0, neovisno o h, takvo da Vu,v € V +V},  |ap(u,v)| < M|u||pl|v]|n (ogranicenost);

Ja* > 0, neovisno o h, takvo da Vv € Vj, ap(v,v) > a|jv||2 (koercitivnost);

Fy, je linearan funkcional na V.
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Prostor V' + V}, definira se na uobic¢ajen nacin:
V4 Vi={w=v+uv: v €V, 05 € V}}}.

Pretpostavke (Ay) evidentno osiguravaju jedinstvenu rjesivost diskretne zadace (Pyy), cak i kad
prostor V + V}, zamijenimo s V},. Pretpostavka da je bilinearna forma definirana i ograni¢ena na
sirem prostoru V' + V}, bit ¢e koristena u sljedecoj ocjeni greske aproksimacije.

Teorem 2.14 (Druga Strangova lema) Neka su ispunjene pretpostavke (A) i (An) te neka je u € V
rieSenje zadace (P) i uy € V}, rjeSenje zadace (Fyy). Tada vrijedi

M* . 1 ap(u,w) — Fp(w
) inf ||u — o], + — sup lan (v, w) h(w)
veEV] o*

|u —upn < (1+
0£weVy, Hth

(2.78)

a*
Dokaz. Neka je v € V}, proizvoljan element. Prema pretpostavkama (Aj) imamo
o |, — |7 < an(up — v, up — v)

= ap(u —v,up —v) + (Fp(up, — v) — ap(u, up — v))

< M7 |lu = vl|nllun = vlln + lan(w, up — v) = Fy(up, — )],
odnosno,

lap (u, up, —v) — Fp(up —v)|
|un —v|ln
ap(u,w) — Fp(w
<M vl sup 1))
0£weV;, |||

o |lup — vl < M |lu— ]|, +

Rezultat sada slijedi iz nejednakosti trokuta
[u = upln < [lu=vlln + [lun = vllp O

Napomena 2.10 U Drugoj Strangovoj lemi kao greska konzistencije pojavijuje se residual —
greska koju dobivamo kada w aproksimativnu varijacijsku formulaciju uvrstimo tocno rjesenje
u. Analognu ocjenu greske aproksimacije mozZemo izvesti, na posve isti nacin, i u konformnom
sluc¢agu, ako pretpostavimo da je aproksimativna bilinearna forma definirana i ogranicena na Sirem
prostoru V. + V},.

2.10 Dodatak. Lax-Milgramova lema
Teorem poznat pod nazivom Laz-Milgramova lema predstavlja osnovni egzistencijalni rezultat

na kojem se bazira teorija slabih rjesenja eliptickih parcijalnih diferencijanih jednadzbi. U osnovi
se radi o generalizaciji Rieszovog teorema o reprezentaciji linearnog funkcionala, no zbog vaznosti
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rezultata donosimo nekoliko njegovih varijanti. Premda se posve analogna teorija moze zasnovati
na kompleksnim prostorima mi ¢emo, radi jednostavnosti, promatrati iskljuc¢ivo realne prostore
funkcija. Citatelj zainteresiran za kompleksnu teoriju moze pogledati npr. 6].

U ovoj sekciji V' oznacava realan Hilbertov prostor (vidi npr. Kurepa [4]). V je dakle linearan
(vektorski) prostor u kome postoji skalarni produkt koji éemo jednostavno oznacavatis (-,-). On
generira normu po formuli

lull = v/ (u, w),

i u toj normi je V potpun prostor (u njemu je svaki Cauchyjev niz konvergentan, [4]). Uz svaki
normirani prostor V' redovito promatramo i linearan prostor V' koji se sastoji od svih linearnih
i neprekidnih funkcionala nad V. Buduéi da je neprekidnost linearnog funkcionala ekvivalentna
njegovoj ogranicenosti ([4]), prostor V' je normiran prostor s normom

Fl(u
17]) = sup 2.
P T

Pri tome ¢emo djelovanje funkcionala F' € V' na element u € V oznacavati funkcijski s F'(u) ili
kao (F,u), pri ¢emu je druga oznaka uobicajenija u funkcionalnoj analizi. Prostor V' je potpun
(Banachov) ¢ak i kada normirani prostor V' to nije (vidi [4], Teorem 2, str. 60).

Definicija 2.4 Preslikavanje a: V' x V' — R je bilinearna forma (ili bilinearni funkcional) ako je
linearan funkcional u svakoj varijabli zasebno. Preciznije,

Va, B € R, Yu,v,w €V, alau+ fv,w) = aa(u,w) + fa(v,w),
Vo, 5 € R, Yu,v,w €V, a(u,av + fw) = aa(u,v) + fa(v, w).

Definicija 2.5 Bilinearna forma a: V x V' — R je ograni¢ena ako postoji konstanta M, takva da
vrijedi
Vu,v €V, la(u,v)| < Mllullv[[o]lv. (2.79)

Neprekidnost bilinearne forme je ekvivalentna s ogranicenosti ([4], Propozicija 8, str 73). Sljedece
svojstvo je fundamentalno za Lax-Milgramovu lemu.

Definicija 2.6 Bilinearna forma a: V x V — R je koercitivna ako postoji konstanta a > 0 takva da

je
YoeV, alp|} < alv,v). (2.80)
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Definicija 2.7 Bilinearna forma a: V x V — R je simetri¢na ako vrijedi

Vu,v eV, alu,v) = a(v,u). (2.81)

Napomena 2.11 Neka je V' Hilbertov prostor s normom ||-||. Tada svaka simetricna bilinearna,
ogranicena i koercitivna forma a: V xV — R predstavlja jedan skalarni produkt na V' i formulom

[o]la = va(v, v)
je dobro definirana norma ekvivalentna s || - ||. Tu normu nazivamo energetska norma.

Vidjeli smo da se elipticka rubna zada¢a moze preformulirati u obliku varijacijska zadace
sljedeceg oblika:

naciu €V
(2.82)
a(u,v) = F(v), YveV.

Funkciju v iz varijacijske jednadzbe nazivamo test funkcija.

Sljededa lema pokazuje da u slucaju simetri¢ne bilinearne forme varijacijskoj jednadzbi (2.82)
mozemo pridruziti jedan problem minimizacije kome je ona ekvivalentna. Pokazuje se da je (2.82)
Eulerova jednadzba za pripadni problem minimizacije. Takva karakterizacija je vrlo korisna jer
je jednostavno pokazati da problem minimizacije ima jedinstveno rjeSenje.

Elipticke parcijalne diferencijalne jednadzbe, pa onda i pripadne varijacijske zadace, modeli-
raju ravnotezne fizikalne procese. Ravnotezna konfiguracija je u principu ona u kojoj je pripadna
energija minimalna, tako da pridruzeni funkcional ima redovito interpretaciju energije sustava.

Lema 2.5 Neka je V linearan prostor i a: V' x V — R simetri¢na, pozitivna bilinearna forma, tj.
a(v,v) > 0 za svako 0 # v € V. Zadan je jo¥ linearan funkcional F': V' — R. Tada funkcional

1
‘](U) = 5@(1},1)) - <F7 U)
dostize svoj minimum na V' u to¢ki u € V' ako i samo ako vrijedi
YoeV, a(u,v)=(Fv). (2.83)

Stovide, (2.83) ima najvige jedno rje¥enje.

Dokaz. Za u,v € V it € R imamo
1
J(u+tv) = §a(u+tv,u+tv) — (F,u + tv)

= J(u) + tla(u,v) — (F,v)] + %tQ(z(v, v).
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Ako u € V zadovoljava (2.83), onda za t = 1 imamo
1
J(u+v)=J(u)+ Ea(v,v) > J(u), YveV, v#£0.

Prema tome, u € V je jedinstvena tocka minimuma. Obratno, neka J ima minimum u tocki
u € V. Tada derivacija funkcije ¢t — J(u + tv), za svako v € V', mora biti nula u ¢t = 0 (radi se o
kvadratnoj funkciji). Iz

d
T utt)| = a(u,v) = (F,v)

izlazi tvrdnja. [J
Sada dokazujemo verziju Lax-Milgramove leme koja se bazira na simetriji bilinearne forme.
Stovise, mozemo dokazati jednu generalizaciju koja se primjenjuje na varijacijske nejednakosti.

Teorem 2.15 (Lax-Milgramova lema za konveksan skup). Neka je K C V neprazan zatvoren i
konveksan podskup Hilbertovog prostora V' te neka je a: V' XV — IR simetri¢na bilinearna, ogranicena
i koercitivna forma. Tada za svako F' € V' minimizacijska zadaca

Ju) = min (), J(v) = %a(v,v) (P, (2.84)

ima jedinstveno rjeSenje u € K,

Dokaz. 1) Funkcional J je ogranic¢en odozdo:

1
J(v) 2 salvll® = [F]l]]
1

" 2a

1 1
(vl = IFID* = 5= IF I 2 =5 I P

2) Neka je ¢; = inf{J(v): v € K}. Po definiciji infimuma mozemo naéi niz (v,) (tzv. minimi-
zirajudi niz) takav .J(v,) — ¢; kada n — oo. Koristeéi bilinearnost forme dobivamo

al[v, — v < a(vn — Vm, Vo — V)
= 2a(vy, V) + 26V, Un) — a(Vy + U, U + Uy)
= 4T (v,) + 4T (vy) — 8T( 2 J; Umy
< 4J(vy,) +4J(v) — 8.

U zadnjoj ocjeni smo koristili konveksnost skupa K koja daje (v, + v,,)/2 € V. Sada evidentno
desna strana tezi u nulu kada n,m — oo pa izlazi da je (v,) Cauchyjev niz. Zbog potpunosti
prostora, postoji v € V takav da je u = limw,. Zatvorenost skupa K povlaci da je u € K, a
neprekidnost funkcionala J daje

J(u) =lim J(v,) = inf J(v).

veK

M. JurAK 10. ozujka 2008.



2.10 DoDATAK. LAX-MILGRAMOVA LEMA 78

3) Jedinstvenost. Pretpostavimo da su wu; i us rjesenja problema minimizacije. Niz uq, ug, uy, us, . . .

je evidentno minimizirajuci niz. Prema dokazanom, on je Cauchyjev, sto je moguce jedino ako je
U = Ug. [

Napomena 2.12 U dokazu smo koristili jednakost paralelograma
2a(vy, Up) 4 20V, Vi) = a(Vy — Uy Uy — U) + @V + Uy Uy + Uy)
koja slijedi iz bilinearnosti forme.

Napomena 2.13 U konac¢nodimenzionalnom prostoru, umjesto koercitivnosti u Teoremu 2.15 je
dovoljno zahtijevati da forma zadovoljava strogu pozitivnost

YoeV, v#0, a(v,v)>0.

Koercitivnost slijedi 1z kompaktnosti jedinicne kugle u konacno dimenzionalnom prostoru.

U specijalnom slucaju K = V problem minimizacije (2.84) je prema Lemi 2.5 ekvivalentan
varijacijskoj zadadi (2.83) i stoga imamo ovaj rezultat:

Teorem 2.16 (Lax-Milgramova lema. Simetri€an slu¢aj) Neka je V' Hilbertov prostoria: VxV — R
bilinearna, ograni€ena, simetri¢na i koercitivna forma. Tada za svako F' € V' problem

Na¢i veV
{ (2.85)

YoeV, a(u,v)=(Fv)
ima jedinstveno rjeSenje u € V' koje je ujedno rjeSenje minimizacijske zadacée (2.84) uz K = V.
Teorem 2.16 mozemo primijeniti na skalarni produkt u V' i time dobivamo:

Teorem 2.17 (Rieszov teorem o reprezenzaciji linearnog funkcionala) Za svako F' € V' postoji
jedinstveni element up € V' sa svojstvom

VeV, (urv)=(Fv).

Pri tome je ||F|lv: = ||ur]v.

Za kompleksan Hilbertov prostor vidi Teorem 4, str. 112 u [4].

Teorem 2.18 (Projekcija na zatvoren konveksan skup) Neka je K C V' neprazan zatvoren i konveksan
podskup Hilbertovog prostora V. Za svako u € V' postoji jedinstven element ux € K takav da je

s — sl = mins flu o] (2.86)
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Dokaz. Primijenimo Teorem 2.15 na

Tw) = 5(0.0) — (,0)

i definirajmo ux € K kao jedinstveno rjesenje problema minimizacije

J(ug) = min J(v).

veEK
Bududi da je

1 1
Sl =l = J0) + 5 ul?

imamo
L min lu — o]))? = min J(0) + Sl = Jug) + =l = Hllu — g
—(INIn — —= Imin — — — J— _
ol jju — v e ) gl UK ) il = o it = vl

i time dobivamo da je ug rjesenje zadace (2.86). Jedinstvenost slijedi iz jedinstvenosti minimuma
funkcionala J. [

Teorem 2.18 pokazuje da je dobro definirano preslikavanje Px: V' — K po formuli Pk (u) =
ug. Uoc¢imo da opcenito Pk nije linearan operator.

Lema 2.5 daje Eulerovu jednadzbu za problem minimizacije na ¢itavom prostoru V. Analogan
rezultat mozemo dokazati i za problem minimizacije na zatvorenom konveksnom skupu K C V.
U tom je slu¢aju minimum karakteriziran pomoc¢u varijacijske nejednakosti.

Lema 2.6 Neka je V linearan prostor i a: V x V — R simetri¢na, pozitivna bilinearna forma, tj.
a(v,v) > 0 za svako 0 # v € V. Zadan je jos linearan funkcional F': V' — R i neprazan zatvoren i
konveksan podskup K C V. Tada funkcional

J(v) = %a(v,v) —(F,v)

dostize svoj minimum na K u tocki u € K ako i samo ako vrijedi
Voe K, a(u,v—u) > (F,v—u). (2.87)
Stovide, (2.87) ima najvige jedno rjeenje.

Dokaz. Za u,v € K it € [0,1] znamo da je tv + (1 — t)u = u + t(v — u) € K te vrijedi
1
J(tv+ (1 —t)u) = J(u) + ta(u,v — u) — (F,v —u)] + §t2a(v —u, v — u). (2.88)

1. Ako u € K zadovoljava (2.87), onda se iz (2.88) vidi da je

J(tv+ (1 —tu) > J(u), Yve K, v#u, Vte/(0,1],
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Sto pokazuje da je u tocka strogog minimuma funkcionala. Buduéi da je minimum strogi, on je i
jedinstven, a onda i zadaca (2.87) moze imati najvise jedno rjesenje.

2. Neka J ima minimum na K u tocki v € K. Tada je za proizvoljno v € K it € [0,1],
J(tv+ (1 —t)u) > J(u) i prema (2.88) za svako ¢ € (0, 1] vrijedi

la(u,v —u) — <F,v—u>]+%a(v—u,v—u) >0

Prijelazom na limes kada ¢ — 0+ dobivamo (2.87). O

Napomena 2.14 (Stampacchia) Kombinacijom Teorema 2.15 i Leme 2.0 dolazimo do zakljucka
da u uvjetima Teorema 2.15 varijacijska nejednakost (2.87) ima jedinstveno rjeSenje i da je to
rjesenje minimum funkcionala J na skupu K.

Posljedica 2.1 Neka je K neprazan zatvoren i konveksan podskup Hilbertovog prostora Vi Pg: V —
K pripadni projektor, definiran prema Teoremu 2.18. Tada je ux = Px(u) ako i samo ako vrijedi

ug € K
(2.89)
Voe K, (u—ug,v—ug)<0.

Stovise, za svako u,v € V vrijedi

[Prc(u) = Pre(v) || < flu—v]. (2.90)
Dokaz. U Teoremu 2.18 je dokazano da je ux = Pk (u) ako i samo ako je ux minimum funkcionala
J(v) = a(v,v)/2 — (F,v) na skupu K, gdje je a(w,v) = (w,v) i (F,v) = (u,v). Prema Lemi 2.6
ug je trazeni minimum ako i samo ako zadovoljava

Yo e K, (ug,v—ug)> (u,v—ug),

odakle slijedi (2.89).

Da bismo dokazali (2.90) uzmimo w, v € V' i napisimo karakterizacije projektora: za sve w € K
(u— Pre(u),w — Pee(w)) 0, (v = P(v), w— Pye(v)) <0.
Pogodnim izborom funkcije w € K u obje jednadzbe dobivamo:
(u— Pr(u), Pg(v) — Pg(u)) <0, (v— Px(v), Px(u) — Pg(v)) <0.
Zbrajanjem i reorganizacijom izraza dobivamo
(P (u) = Pk (v), P (u) = Pg(v)) < (P (u) = Pg(v),u—v)

odakle slijedi tvrdnja. [
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Posljedica 2.2 Neka je K zatvoren potprostor Hilbertovog prostora V i Px: V — K pripadni
projektor, definiran prema Teoremu 2.18. Tada je ux = Pk (u) ako i samo ako vrijedi

eK
e (2.91)
Yo e K, (u—ug,v)=0.

Stovise, operator Py je linearan.

Dokaz je evidentan i izlazi iz ¢injenice da test funkciju u (2.89) mozemo uzeti u obliku v = ux +w,
gdje je w € K proizvoljan element.

Da bismo dokazali Lax-Milgramovu lemu za nesimetricne ograni¢ene i koercitivne bilinear-
ne forme moramo se posluziti Rieszovim teoremom o reprezentaciji funkcionala na Hilbertovom
prostoru i njegovom generalizacijom na bilinearne forme.

Prvo se prisjetimo da svakom bilinearnoj i ograni¢enoj formi mozemo pridruziti jedinstven
neprekidan linearan operator.

Lema 2.7 Neka je V' Hilbertov prostor sa skalarnim produktom (-,-) i a: V' x V — R bilinearna
ogranitena forma. Tada postoji jedinstveni ogranieni linearni operator A: V' — V takav da je

Vu,v €V, alu,v) = (Au,v).

Dokaz. Primjenom Rieszovog teorema o reprezentaciji funkcionala (Teorem 2.17) za svako u € V
mozemo nadi jedinstveni element A(u) € V takav da je a(u,v) = (A(u),v) zasvakov € V. Time je
definiran operator u — A(u) koji je linearan zbog bilinearnosti forme. Iz ogranic¢enosti bilinearne
forme slijedi

|(Au, v)| = Ja(u, v)] < MlJul|||v]],

itime ||A|| < M. O
Nadalje, iz svojstva koercitivnosti bilinearne forme dobivamo

Yu, €V, (Au,u) > allul? (2.92)
pa primjenom Schwarzove nejednakosti slijedi
Vu, eV, ||Aul| > «|u]. (2.93)

Odavde je jasno da je operator A injektivan i ako pokazemo da je surjektivan iz (2.93) ¢e slijediti
da je ogranicen te ||[A7Y| < 1/a.

Iz (2.93) slijedi da je R(A) zatvoren prostor. Zaista, neka je f € V takav da postojiniz v, € V
takav da Av, — f kada n — oco. Niz (Av,) je konvergentan pa je i Cauchyjev, a zbog (2.93)
je i niz (v,) Cauchyjev. Potpunost prostora V' osigurava da niz (v,) konvergira prema nekom
v € V, a neprekidnost (ograni¢enost) operatora A daje da niz (Av,) konvergira prema Av. Zbog
jedinstvenosti limesa je f = Av i time je zatvorenost slike R(A) dokazana.
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Pokazimo da je R(A) = V. U suprotnom bismo prema Posljedici 2.2 mogli naéi netrivijalan
vektor v € V' okomit na R(A), tj.

(Au,v) =0 YuelV.

No zbog (2.92) izlazi v = 0, $to je kontradikcija te zakljucujemo da je operator A surjektivan.
Sada se lako dokazuje

Teorem 2.19 (Lax-Milgramova lema) Neka je V' Hilbertov prostor i a: V x V. — R bilinearna,
ograniena i koercitivna forma. Tada za svako F' € V' problem

na¢éi uevVv
{ (2.94)

YoeV, a(u,v)=(Fv)

ima jedinstveno rjesenje u € V' i preslikavanje F' +— u je neprekidnosa V' u V.

Dokaz. Neka je A € £(V) linearan operator pridruzen bilinearnoj formi a. Zadaéa (2.94) se
svodi na jednadzbu

Au =,

gdje je f € V element definiran po Rieszovom teoremu s (F,v) = (f,v). Prema dokazanom
operator A je neprekidna bijekcija, pa stoga zadacéa ima jedinstveno rjesenje. Nadalje, iz (2.93)
slijedi Ju] < ||f]} /o O

Ovaj se dokaz lako generalizira na varijacijske zadac¢e u kojima se prostor u kome se trazi
rjeSenje i prostor test funkcija razlikuju. Neka su V' i W dva Hilbertova prostoraia: W xV — R
bilinearna forma sa sljede¢im svojstvima:

IM>0,Yw e W, Yo eV, |a(w,v)| < Mluwlwlvlv (2.95)
doa>0,Vw e W, sup alw, v) > afjw||w, (2.96)

veV,u#£0 ||U||V
YoeV, v#0, supa(w,v)>0. (2.97)

weW
Za proizvoljno F' € V'’ imamo varijacijsku zadacu:
na¢i ue W (2.98)
Yo eV, a(u,v)=(F,v) '

Teorem 2.20 (Nelas) Neka su V' i W dva Hilbertova prostora i a: W xV — R bilinearna forma koja
zadovoljava (2.95), (2.96) i (2.97). Tada za svako F' € V' problem (2.98) ima jedinstveno rjeSenje
u € W za koje vrijedi

1
lullw < ~[1F][v- (2.99)
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Dokaz. Postoji linearan i neprekidan operator A: W — V takav da je a(w,v) = (Aw,v) za sve
weWiveV, tezbog (2.95) vrijedi ||Aw|ly < M||w|lw. Analogno, postoji jedinstveni element
f €V takav da je (F,v) = (f,v). Time zadaca (2.98) postaje ekvivalentna jednadzbi Aw = f u
prostoru V.

1. Operator A je injektivan jer iz (2.96) slijedi ||Aw]|| > «||w]|| za svako w € W.

2. Iz te relacije izlazi, kao ranije, da je R(A) zatvoren prostor.

3. 1z (2.97) slijedi da je jedini element okomit na R(A) nulvektor, pa je stoga R(A) =V.

Time su egzistencija i jedinstvenost dokazani, a ocjena (2.99) slijedi lako it tocke 1. [

Da bismo dokazali nesimetricnu verziju Lax-Milgramove leme za konveksan skup preba nam
Banachov teorem o fiksnoj tocki:

Teorem 2.21 (Banach) Neka je (X, d) potpun metriki prostor i S: X — X preslikavanje sa svoj-
stvom da postoji konstanta L < 1 takva da je

Vu,v € X, d(S(u),S(v)) < Ld(u,v).

Tada S ima jedinstvenu fiksnu to¢ku, u = S(u).

Za dokaz vidi [5], Teorem 8, str 131.

Teorem 2.22 (Lax-Milgramova lema za konveksan skup - nesimetri¢ni slu¢aj) Neka je V' Hilbertov
prostor i a: V x V — R bilinearna, ograni¢ena i koercitivna forma, te neka je K C V neprazan,
zatvoren i konveksan skup. Tada za svako F' € V' problem

na¢i u € K
(2.100)
Yoe K, a(u,v—u)>(F,v—u)

ima jedinstveno rjeSenje u € K.

Dokaz.

1. Jedinstvenost. Neka su uy,us € K dva rjesenja varijacijske nejednakosti (2.100). Imamo:
a(up, v —uy) > (F,uo—wuy), a(ug,v—us) > (F,v— uy).
Odabirom test funkcije slijedi
a(uy,ug —uy) > (Fyug —uy), a(ug,up — ug) > (F,u; — us).
Zbrajanjem se desne strane krate pa imamo
0 < a(uy,uy — ) + alug, up — ug) = —aluy — ug, uy — ug) < —arf|u; — us|?

gdje smo iskoristili koercitivnost. Odavdje slijedi ©; = us.
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2. FEgzistencija. Prijedimo na operatorsku formulaciju zadace. Neka je A € L(V') operator
pridruzen bilinearnoj formi a: a(u,v) = (Au,v) za sve u,v € V; neka je f € F reprezentacija
funkcionala F' € V': (F,v) = (f,v). Sada se zadaca (2.100) svodi na

YVweK, (Au—fv—u)>0 (2.101)

Odaberimo proizvoljan p > 0 i zapisimo (2.101) u obliku
Yoe K, (u—p(Au—f)—u,v—u)<0. (2.102)

Usporedimo 1i (2.102) s karakterizacijom (2.89) projekcije na konveksan skup K dobivamo da se
(2.102) ekvivalentno moze zapisati u obliku:

u = Pxg(u— p(Au — f)). (2.103)

Definirajmo (nelinearni) operator W,: V' — V formulom W,(u) = Pk (u— p(Au — f)) i pokazimo
da je za dovoljno malo p on kontrakcija. Zaista, za uy,us € V', koristeéi (2.90) (Pk je kontrakcija)
imamo

W, (ur) = W,(u)|* = | Px(ur = p(Auy = [f)) = P (uz — p(Aug — [))|”
< |l(wr = p(Auy = f)) = (ug — p(Aug — f))|I”
= [[(u1 = ua) — pA(ur — us)||?
= [Jur = ua|” + p*| A(ur — ua)[|* = 2p(ur — uz, A(uy — uy))
< Juy = ug|*(1 + p*| AI® = 2pc).

U zadnjem koraku smo iskoristili koercitivnost. Sad je jasno da za dovoljno malo p > 0 mozemo
postici
L+ p?[|A]]* = 2pa < 1
dovoljno je uzeti 0 < p < 2a/||A||*>. Time je prslikavanje W, kontrakcija i po Teoremu 2.21
ima jedinstvenu fiksnu tocku u: u = W,(u) = Px(u — p(Au — f)). Time je egzistencija rjesenja
dokazana. [J
Pogledajmo sada primjer zadace:

—Au+u=f uQ (2.104)
ou
> — > .
u >0, o 2 9 Da o0 (2.105)
ou
u(f)_n —¢g)=0 s.s naf. (2.106)

Uvedim skup
K={ve H(Q): v >0 nadQ}.
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Skup K je zatvoren (neprekidnost operatora traga) i konveksan potskup od V' = H!(Q). Za svako

v € K imamo
/(—Au+u)vdm = / fvdex,
Q Q

—vdS+/(Vu~Vv—|—uv)dz::/fvdx.
o0 0 Q

te parcijalnom integracijom

Posebno za v = v € K imamo

—udS+/(Vu-Vu+u2)dx:/fudx
o0 0 Q

i oduzimanjem

L(VU-V(“—“>+“(“—U))CZIZ/Qf(v—u)dij/ ou

v—u)dS.
8Qan( )

Koristedi (2.105) i (2.106) dobivamo

8u

(v—u)dS = —U—gudSZ/ g(v—u)dS.
Ci9) on o0 0 0

Time dolazimo do varijacijske nejednadzbe: Naéi u € K takvo da je
Yo e K, a(u,v—u)>(F,v—u), (2.107)
gdje je
a(u,v) = /(Vu -Vv+uw)de, (F,v)= / fvdx+/ gudsS.
Q Q 09

Uz pretpostavke f € L2(2) i g € L*(0N) taj problem evidentno zadovoljava uvjete Teorema 2.22 i
ima jedinstveno rjesenje. Pokazimo da je to slabo rjeSenje dobra generalizacija klasicnog rjesenja.
Odaberimo u varijacijskoj nejednadzbi v = u + w, gdje je w € D(Q). Tada je
Vw € D), alu,w) /fwdx

Odavdje se lako dokazuje da je diferencijalna jednadzba (2.104) zadovoljena skoro svuda. Sada
parcijalnom integracijom iz diferencijalne jednadzbe ponovo mozemo izvesti

a(u,v—u):/Qf(v—u)dij/mgz(v—u)dS

I[skoristimo li varijacijsku nejednakost, dobivamo

/Qf(v—u)dx+ agg—z(v—u)dsz (F,v— u)
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odnosno P
U

JRE— — > ().

/aQ(an ) —u)dS >0

Ovdje, uzimajuéi v = v + w, w > 0 na 9€) prvo dobivamo

@ —¢g >0 naodf.
on

Odavde i zbog u > 0 na 952, uz izbor v = u/2, dobivamo
ou

u<8_n —¢g)=0 s.s. naQ.

Time je u potpunosti dokazano da je zadaéa (2.107) generalizacija zadace (2.104)— (2.106).

2.11 Zadaci

1. Dokazite da za svakih n brojeva ay,..., a, vrijedi

n 2 n
(Z !%\) <n ) laf. (2.108)
=1 =1

Uputa: Treba iskoristiti konveksnost kvadratne funkcije i indukcijom po n dokazati

n 2 n
1 E lai| | < 1 E |a;|.
n n

i=1 =1

Ta se nejednakost zove Jensenova i vrijedi za svaku konveksnu funkciju f(z), dok smo je
mi iskazali samo za f(z) = 2. Generalizirajete.

2. Dokazite da je s (2.19) dana jedna polunorma na H'((2).

3. Neka je prostor V' definiran s (2.32). Pokazite da je |- |p1(q) norma na V', ekvivalentana s
H'(92) normom.

4. Pokazite da je rjesenje varijacijske zadace (2.33), koje je klase C%(Q), ujedno klasiéno rjesenje
zadace (2.30), ako je zadovoljen uvjet kompatibilnosti (2.31). Koja je interpretacija slabog
rjesenja ako uvjet kompatibilnosti nije zadovoljen?

5. Dokazite da je dovoljno glatko rjesenje varijacijske zadace (2.33) ujedno i klasiéno rjesenje
zadace (2.30) samo ako je zadovoljen uvjet kompatibilnosti (2.31).

6. Definirajte slabo rjesenje zadace s Robinovim rubnim uvjetom
—Au=f ufl

%—l—au:g na of).
on

Uz koje uvjete na a(x) mozemo primijeniti Lax-Milgramovu lemu?
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3

Konstrukcija prostora konacnih
elemenata u H'(Q)

Promatramo linearnu varijacijsku zada¢u: nac¢i v € V takav da je
YoeV, a(u,v)=(Fv), (3.1)

gdje je V Hilbertov prostor, a bilinearna forma a(-,-) i funkcional F' zadovoljavaju uvjete Lax-
Milgramove leme (Teorem 2.1). Aproksimacijska zadaca glasi: nadi uy, € V}, takav da je

\V/Uh € Vh, a(uh,vh) = <F, Uh>,

gdje je V}, C V konacnodimenzionalan potprostor. U ovom se poglavlju bavimo konstrukcijom
prostora kona¢nih elemenata V;, C H'(Q).

Prvi korak u konstrukciji prostora V}, je dekomporzicija (triangulacija) domene na jednostavne
podskupove, uglavnom poliedre. Funkcije iz V}, su na svakom podskupu triangulacije polinomi
odredenog stupnja. Zatim se pokazuje da je za inkluziju V,, C H'(Q) potrebno da su funkcije iz
Vi, neprekidne. Neprekidnost se postize pazljivim odabirom stupnjeva slobode za koje se uzimaju
vrijednosti funkcije u simetricno odabranim tockama. Konac¢no, u prostoru V}, moramo odabrati
jednu bazu koju je jednostavno numericki konstruirati i koja vodi na linearni sustav s dobro
uvjetovanom matricom.

3.1 Osnovna svojstva prostora konacnih elemenata

Varijacijska zadaca (3.1) postavljena je u domeni Q C R? d=1,2 ili 3, za koju radi jed-
nostavnosti pretpostavljamo da je ogranicen, poliedarski skup (poligonalan skup u R? ili otvoreni
interval u R).

1. Prvi korak u konstrukciji prostora V}, je triangulacija domene (). Triangulacija domene €2
je svaka konacna familija 7}, podskupova od Q koja ima ova svojstva:
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3.1 OSNOVNA SVOJSTVA PROSTORA KONACNIH ELEMENATA 89

(Tl) ﬁ = UKEThK;
(T2) Svaki K € 7}, je zatvoren poliedarski skup i Int(K') # 0;
(T3) Za svaka dva razlicita Ky, Ky € 7, vrijedi Int(K;) N Int(Ky) = 0;

To su minimalne pretpostavke o triangulaciji. Skupove iz 7, nazivamo elementima.

Triangulacija je dakle razbijanje domene na uniju disjunktnih poliedarskih skupova (eleme-
nata) koji ju posve prekrivaju. Elementi su najées¢e trokuti ili éetverokuti u R?, te tetraedri,
paralelepipedi i prizme u R?, no vidjet ¢emo da se koriste i elementi koji nisu poligonalni. Da
bismo imali dobra aproksimacijska svojstva triangulacija mora zadovoljavati, pored T1-T3, joS
neka svojstva koja ¢emo navesti kasnije.

2. Svakom elementu K € 7}, pridruzujemo jedan konac¢nodimenzionalni linearni prostor funk-
cija koji oznacavamo s Pk . Zatim definiramo prostor

X,={v:Q—=R:VK €T, v|g€ Pg}.

Funkcije! iz X}, nisu neprekidne jer opéenito imaju skokove na granicama susjednih elemenata.
Stoga ¢emo promatrati podskup V;, C X koji se sastoji od neprekidnih funkcija i pokazat ¢emo
da je on podskup prostora H'(£2). To govori sljedeéa lema:

Lema 3.1 Neka je Py C H!(K) za svako K € 7, i neka je V}, = X, N C(Q). Tada je

Vi CHYQ), Vop=1{veEV,:v=0 na 0Q} C Hj ().
Dokaz. Evidentno je X, C L*(€2). Treba samo dokazati da svako v € Vj, ima slabu derivaciju u
L3(2). To znaci da za i = 1,2,...,n postoje v; € L*(Q) takve da je

Vo € D(Q), /Qva@ dx = —/Qvi<b dx.

Parcijalnom integracijom na svakom elementu dobivamo

/v@igzﬁdx:—/ 8i(v|K)¢dx—|—/ V| ni K do,
K K oK

gdje je n; x komponenta jedini¢ne vanjske normale na K. Sumiranjem po svim elementima

dobivamo
/v@iqbd:c: —/Wd“ Z/ vl ni g do,
Q Q oK

KeT,
!Elementi prostora X}, strogo govoreéi, nisu funkcije jer su viseznaéne na granicam elemenata. Bilo bi ispravnije
pisati Xh = HKE’T;L PK.
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1 2

Slika 3.1: Primjer triangulacije trokutima poligonalne domene u R?.

gdje smo v; definirali formulom v;|x = 9;(v|k) € L*(K), pa je ocito v; € L*(2). Da bi v; bila
slaba derivacija, mora suma integrala po rubovima elemenata iScezavati. No to je istina jer je ¢
nula na 02, a doprinosi od dva susjedna elementa se ponistavaju zbog neprekidnosti funkcije v.
O

Uvjet neprekidnosti moguce je posti¢i samo ako postoji odredena uskladenost prostora Pk,
Sto ¢e voditi na nova ogranicenja na elemente K i prostore P.

3. Sljedeci bitan element metode konacnih elementa je zahtjev da prostori Px sadrze polinome
(ili funkcije bliske polinomima). To je vazno iz prakti¢nog razloga — jednostavnosti ra¢unanja s
polinomima, ali se pokazuje i kao klju¢an element u dokazu teorema konvergencije.

4. Konacno, u prostoru V,, mora postojati jedna kanonska baza koja se sastoji od funkcija
s malim nosacem. To ¢e svojstvo voditi na matricu krutosti s vrlo malo elemenata razli¢itih od
nule, sto je odlucujuci element u numerickom rjesavanju dobivenog sustava.

3.2 Primjer: P; elementi na trokutima

Da bismo objasnili opisanu shemu konstrukcije prostora konacnih elemenata uzet ¢emo jedan
jednostavan primjer. Pretpostavimo da je 2 C R? ograni¢ena poligonalna domena i da je 7
jedna njena triangulacija trokutima, kao na Slici 3.1.

Uoc¢imo da se triangulacija sastoji od 10 trokuta i da je broj vrhova triangulacije isto jednak
10. Svaki trokut sa susjednim trokutom ima zajednicku ¢itavu stranicu.

Funkcije iz prostora V},, koji konstruiramo nad triangulacijom 75, su po dijelovima afine:
preciznije, na svakom trokutu K € 7, funkcija v € Vj, je oblika v(x) = ax + bxx1 + cxa.
Nadalje, na granici susjednih elemenata funkcija v(x) mora biti neprekidna. Ta ¢e neprekidnost
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Slika 3.2: Primjer nodalne bazne funkcije za k = 1.

smanjiti broj stupnjeva slobode koji nam stoje na raspolaganju. Naime, bez uvjeta neprekidnosti
na svakom trokutu K imamo 3 stupnja slobode, odnosno tri koeficijenta koje mozemo slobodno
birati (ax, b i cx). Ukupan broj stupnjeva slobode je stoga 3N, gdje je N broj trokuta u
triangulaciji (dim(X}) = 3N). Uvjet neprekidnosti smanjuje broj stupnjeva slobode, jer se neki
moraju iskoristiti za zadovoljenje uvjeta neprekidnosti, i prisiljava nas da potrazimo adekvatije
stupnjeve slobode od koeficijenata ag, by 1 cx.

Uzmimo dva susjedna trokuta iz 73, na primjer K; i Ky, i ozna¢imo njihovu zajednicku
stranicu s v (to je stranica s vrhovima 2 i 3, vidi Sliku 3.1). Pogledajmo restrikciju funkcije
v € V) na v: s v; ozgnacimo restrikciju uzetu iz Ki, a s v4 onu uzetu iz K4. Obje su te funkcije
afine na ~ i opéenito medusobno razli¢ite. Da bismo ih ucinili jednakima dovoljno je zahtijevati
da su jednake u vrhovima stranice v, i uz taj uvjet neprekidnost funkcije je zadovoljena.?

Sada se vrijednosti funkcije u vrhovima trokuta namecéu kao adekvatni stupnjevi slobode.
Naime, ako zadamo vrijednosti funkcije v € V}, u vrhovima svih trokuta, onda je ona time potpuno
odredena i neprekidna: Na svakom trokutu afina funkcija je posve odredena svojim vrijednostima
u vrhovima trokuta, a na stranicam koje povezuju susjedne trokute je neprekidna. Dimenzija
prostora V}, je stoga jednaka broju vrhova triangulacije (u nasem primjeru sa Slike 3.1 to je 10,
odnosno za neprekidnost je trebalo 20 stupnjeva slobode).

Konaé¢no, da bismo efikasno konstruirali prostor V;, moramo naci jednu bazu u njemu. Tu se
namece tzv. nodalna baza, koja je pridruzena vrhovima triangulacije. Uvedimo stoga skup svih
vrhova triangulacije

Vh - {a17a27"'7aM}7

gdje je M broj svih vrhova trokuta u 7,. Svakom vrhu a; pridruzujemo baznu funkciju ¢;
definiranu na sljede¢i nacin:

1 zai=j,

¢; € Vi, ¢z‘(aj):{0 2ai ]

20bje funkcije v1 i v4 su afine funkcije jedne varijable na ~y pa su posve odredene vrijednostima u dvije tocke.
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Slika 3.3: Trokuti koji ¢ine nosa¢ bazne funkcije.

Bazna funkcija ¢; je afina na svakom trokutu i odredena je svojim vrijednostima u vrhovima
trokuta. Oblik takve funkcije prikazan je Slici 3.2.

Ona je razli¢ita od nule samo na onim trokutima koji imaju a; kao jedan svoj vrh i stoga ima
mali nosac, vidi Sliku 3.3.

Uoc¢imo da smo neprekidnost funkcija iz V}, postigli zahvaljujuéi tome sto svaka dva susjedna
trokuta imaju ili zajednicku ¢itavu stranicu, ili zajednicki samo jedan vrh. Situacija prikazana
na Slici 3.4 nije dozvoljena, jer bi bila narusena neprekidnost funkcija iz V}, i ne bismo imali
konformnu aproksimaciju, odnosno V;, € H'(2).

Stoga mozemo definirati dodatan zahtjev koji mora zadovoljavati svaka triangulacija poligo-
nalne domene. Formuliramo ga samo za slucaj d < 3:

(T4) Svaka dva elementa K i Ky iz 7, za koje je K1 N Ky # () imaju ili zajednicku stranicu, ili
zajednicki brid ili zajednicki vrh.
3.3 Simplicijalni elementi

Konstrukcija iz prethodne tocke lako se generalizira na 3 i viSe dimenzija te na polinome viseg
stupnja. Promatrat ¢emo prostore dimenzije d = 1,2 i 3. Kanonsku bazu u R? oznacavamo
s (€))%, a s P, oznacavamo prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog k, u RY, tj. u
varijablama x1,. .., x4. Koristit ¢emo i oznaku

Pi(K) = {p|: p € Pt}

Neka su aj,ag,...,aq44; tocke u R? koje ne leze u istoj hiperravnini. d-simpleks K, razapet
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Slika 3.4: Nedozvoljena situacija

tockama aj, as, ..., a4:1, je konveksna ljuska tocaka a;,...,az1:
d+1 d+1
K:{x:ZAiai:OS)\igl, 1<i<d+1, ZAizl}.
1=1 i=1

Tocke a; nazivamo vrhovima simpleksa. Evidentno je 2-simpleks trokut, dok je 3-simpleks tetra-
edar.

Pretpostavimo da imamo triangulaciju domene koja se sastoji od simpleksa: trokuta u dvije
dimenzije i tetraedara u tri. Na takvim elementima ¢emo promatrati polinome stupnja k£ > 1 i
reprezentirat ¢emo ih na nacin pogodan za konstrukciju funkcija neprekidnih na ¢itavoj domeni

Q.

Neka je a; = (aji)?zl. Tocke aj,as,...,a411 ne leze u istoj hiperravnini ako i samo ako je
matrica ~ _
aix a1z 0 Qip4l
Q21 G2 - d2p41
A=+t 1 0 (3:2)
aq1  Qd2 - Qdd+1
1 1 ... 1
regularna.
Baricentritke koordinate \; = \;(x), 1 < i < d + 1 bilo koje tocke x € R%, u odnosu na tocke
aj,as,...,a4.1, koje ne leze u istoj hiperravnini, je jedinstveno rjesenje linearnog sustava
d+1
Zaji)\z’ =z, 1<j5<d
i=1
d+1
d A=l
i=1

Matrica sustava je (3.2) pa je egzistencija i jedinstvenost koordinata osigurana uvjetom nekom-
planarnosti.
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a3

a2
an
Slika 3.5: Simpleksi tipa (1) u R? i R?
Lako se provjerava da su baricentricke koordinate afine funkcije varijabli xy,...,z4 (dakle,
nalaze se u Py):
Ai = Zd:bijxj +bigy1, 1<i1<d+1,
j=1

gdje je B = (b;;) inverz matrice A iz (3.2).

Iz definicije baricentrickih koordinata se lako vidi da je i-ta koordinata \; afina funkcija defi-
nirana svojstvom da je jednaka 1 u vrhu a;, a nula u svim ostalim vrhovima simpleksa. Dakle,
A; ima svojstva

1 zai=j
0 zai#j,

i ta ju svojstva potpuno odreduju. Pored toga vidimo da svaki polinom p € P; mozemo na
jedinstven nacin prikazati u obliku

)\i € ]Pl, )\i(aj) = {

d
px) = 3 plahi(x). (3.3)
i=1
Najjednostavniji konacni element konstruiran nad jednim d-simpleksom je onaj u kojem je
Px = Py(K). Sve funkcije iz tog prostora mozemo jednostavno reprezentirati pomoc¢u formule
(3.3). Vrijednosti p(a;) nazivaju se stupnjevi slobode konacnog elementa (eng. degrees of freedom,
krace dofs), a funkcije \; su pripadne lokalne bazne funkcije pomocu kojih ¢emo dobiti kanonsku
bazu. Za skup svih stupnjeva slobode elementa K koristit ¢emo oznaku Y g ; vrhove simpleksa a;
nazivamo nodalnim to¢kama elementa.
Ovako konstruirani element nazivamo d-simpleksom tipa (1). U d = 2 govorimo o trokutu
tipa (1) ili Courant-ovom trokutu, a za d = 3 govorimo o tetraedru tipa (1).

d-simpleks tipa (1)
PK:]Pl(K), dlmPK:d+1
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a3
23
a13
a2
a2
Q1

Slika 3.6: Simpleksi tipa (2) u R? i R?

d-simpleks tipa (2) sadrzi sve polinome stupnja manjeg ili jednakog dva: P = Po(K). Da
bismo definirali stupnjeve slobode uvedimo dodatne nodalne tocke a;; = (a;+a;)/2,zal <1i,j <
d + 1. To su polovista bridova d-simpleksa. Uoc¢imo da je broj koeficijenata u polinomu drugog
stupnja jednak broju nodalnih tocaka, tako da vrijednosti funkcije u nodalnim tockama mozemo
uzeti kao stupnjeve slobode. To ¢emo pokazati eksplicitnom konstrukcijom baznih funkcija.

Buduéi da su baricentricke koordinate afine funkcije koje u vrhovima simpleksa primaju vri-
jednost 0 ili 1, vidimo da je

M(a) = 56+ ).
Sada je lako uociti da funkcije
NN —1), i=1,...,d+1,
imaju svojstvo da su jednake jedan u a;, a nula u svim ostalim a;, te a;;. Nadalje funkcije
Aidj, 1<yg, ,,j=1,...,d+1,

jednake su 1/4 u a;;, a nula u svim drugim tockama. Na temelju tih ¢injenica lako konstruiramo
polinom drugog stupnja koji ima zadane vrijednosti u tockama a;, a;;. Dobivamo

d+1 d+1

Vp e Py p=Y N2\ —Dp(a) +4 Y AAp(ay).

i=1 i,j=1
i<j

d-simpleks tipa (2)
P =Py(K), dimPx = (d+1)(d+2)/2
S ={play), 1<i<d+1, pay), 1<i<j<d+1}.
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Slika 3.7: Simpleksi tipa (3) u R? i R?

Kako na svakoj stranici imamo 3 (u R?) odnosno 6 (u R?) simetri¢no rasporedenih dodalnih
tocaka, one se kod susjednih elemenata poklapaju i na jedinstven nacin odreduju restrikciju
polinoma drugog stupnja na zajednicku stranicu. Na taj nacin postizemo globalnu neprekidnost
funkcije definirane svojim vrijednostima u nodalnim tockama.

d-simpleksi tipa (3) definiraju se analogno. Pored vrhova simpleksa uvedu se dodatne nodalne
tocke:

1 1
A5 = 5(231 + aj), za 1 7£ 7 Ak = g(al +a; + ak), za 1 < j <k,

i dobije se da za svako p € P3 vrijedi

1 4+ 9 d+1
= Fiory (3.4)
+27 ) N Akp(ag).

i<j<k

d-simpleks tipa (3)
Pg =P3(K), dimPg = (d+1)(d+2)(d+3)/6
Sk =A{p(a), 1<i<d+1, plag), 1<i,j<d+1i#]j,
plagr), 1<i<j<k<d+1}.

Ova se konstrukcija moze nastaviti za proizvoljno k € N. Globalna neprekidnost se postize na
isti nacin kao za polinome prvog i drugog stupnja.
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Napomena 3.1 Konacni element se strogo definira kao trojka (K, Px,¥ k), gdje je K skup, Pk
je konacnodimenzionalni prostor funkcija na K 1 Y skup stupnjeva slobode. Stupnjevi slobode
su opcenito funkcionali na prostoru funkcija Px. Kod simplicijalnih elemenata K je simpleks,
Py je odgovarajuéi prostor polinoma, a Yy je prostor funkcionala oblika ¢(p) = p(a;), gdje su a
nodalne tocke simpleksa.

Kao stupnjevi slobode u konacnom elementu mogu se pojaviti © vrijednosti derivacija v nodal-
nim tockama (Hermiteovi elementi) @ vrijednosti integralnog tipa kao [, p(x)dz. Kada su jedini
stupnjevi slobode vrijednosti funkcije u nodalnim tockama, onda kaZemo da je element Lagrangeov.
Simplicijalni elementi su, dakle, predstavnici Lagrangeovih elemenata.

Osnovno svojstvo koje konacni element mora zadovoljavati je unisolventnost: Stupnjevi slobode
u Xx moraju na jedinstven nacin odredivati funkciju iz Pk .

Neka je zadana triangulacija pomoc¢u d-simpleksa tipa (k), k > 1, koja zadovoljava svojstva
(T1)—(T4). Simetrican raspored nodalnih toc¢aka u svakom elementu i uvjet poklapanja stranica
susjednih elemenata ima za posljedicu da se nodalne tocke dva susjedna elementa podudaraju na
zajednickoj stranici.

Oznacimo skup svih nodalnih toc¢aka u cijeloj triangulaciji s ;. On se sastoji od svih nodalnih
tocaka svih elemenata triangulacije. Prostor X} na triangulaciji s d-simpleksima tipa (k) definiran
je kao prostor svih funkcija na © koje su na svakom elementu polinomi stupnja najvise k. Te
funkcije opéenito imaju skokove na granicama elemenata. U prostoru X} promatramo samo one
funkcije koje su jednoznacno definirane u tockama skupa ANj,. Drugim rijecima, to su funkcije
koje u nodalnim tockama koje se nalaze na granici dva ili vise elementa primaju istu vrijednost
u svim elementima koji ih sadrze. Skup svih takvih funkcija je na$ prostor kona¢nih elemenata
Vi, C Xj,. Svaka funkcija iz Vj, posve je odredena svojim vrijednostima u skupu N3, pa vrijednosti
funkcije u tim tockama predstavljaju globalne stupnjeve slobode. Skup globalnih stupnjeva slobode
oznacavamo s

X = {Uh(b)i b € Nh}

Evidentno je prostor V, linearan i dim(V},) = card(X;). Time smo dokazali:

Teorem 3.1 Neka je V}, prostor kona&nih elemenata konstruiran pomocéu d-simpleksa tipa (k), za
k > 1. Tada vrijedi B
Vi C C(Q) N HY(Q).

Konacno, kanonsku bazu u V}, definiramo na sljedeéi nacin: Indeksiramo skup N tako da

bude N}, = {by, by, ...} i definiramo
w; € Vh, wl(bj) = 5@']" Z,] = 1,...,Card(2h).

Funkcije (w1, ..., Weara(s,)) 0€ito ¢ine jednu bazu koju nazivamo nodalna baza. Lako se provjerava
da bazne funkcije imaju malen nosac¢: funkcija w; ima za nosa¢ uniju svih elemenata koji sadrze
nodalnu tocku b;.
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Napomena 3.2 Ako imamo Dirichletov rubni uvjet na dijelu granice I'p C OS2, onda se funkcije
1z prostora V. moraju ponistavati na I'p. Da bismo imali Vi, C V' @ funkcije iz Vi, se moraju
ponistavati na I'p. To se postiZe tako da se Dirichletova granica egzaktno prekrije s konacnim
elemntima te da se u svim nodalnim tockama koje leze na I'p stavi vrijednost funkcije v € Vi, na
nulu. Tada ée se v ponistavati na citavom I'p @ aproksimacija ée biti konformna. Stavljanje na
nulu funkcije u jednom broju nodalnih tocaka znaci smanjenje broja stupnjeva slobode.

3.4 Interpolacijski operatori

Interpolacijski operator ima centralnu ulogu u ocjeni greske metode konac¢nih elemenata. Za
sve Lagrangeove konacne elemente definira se na isti nacin. Prvo definiramo lokalni interpolacijski
operator.

Definicija 3.1 Neka je (K, Px, Xk ) simplicijalni element tipa (k), & > 1, te neka su py,..., px

lokalne bazne funkcije, a a;,..., ay nodalne totke. Tada preslikavanje Il : C'(K) — P, definirano
formulom
N
(Ixv)(x Zv a;)pi(x (3.5)
=1

nazivamo interpolacijski operator pridruzen eIementu (K, Pk, YK).

Interpolacijski operator funkciji v(x) pridruzuje funkciju iz prostora Py (polinom stupnja < k)
koja u nodalnim tockama prima iste vrijednosti kao i v(x). Takva je funkcija jedinstvena, pa je
operator dobro definiran.

Definicija 3.2 Neka je V}, prostor konalnih elemenata konstruiran pomocu simplicijalni element tipa
(k), k > 1, te neka su wy,. .., wy globalne bazne funkcije, a by,. .., by nodalne totke triangulacije.
Tada preslikavanje 11, : C(€2) — V}, definirano formulom
M
(M) (x) = v(b;)w;(x) (3.6)
i=1

nazivamo (globalni) interpolacijski operator u prostoru V},.

Globalni interpolacijski operator funkciji v(x) pridruzuje funkciju iz prostora V}, koja prima
u nodalnim tockama triangulacije iste vrijednosti kao i v(x). Globalni i lokalni interpolacijski
operatori su u jednostavnoj vezi: za svako v € C'(£2) i za svaki element K triangulacije 7}, vrijedi

(Hhv) ’K = HKU. (37)

U dimenziji d > 2 interpolacijski operator nije dobro definiran na prostoru H'(2), Q C R?,
stoga §to ne vrijedi H'(Q) C C(Q) (ta je inkluzija istinita samo za d = 1). Zbog toga interpola-
cijski operator promatramo na potprostoru H'(Q) N C(€) ili na nekom jos uzem protprostoru. U
dvije i tri prostorne dimenzije vrijedi H2(Q) C C(Q), pa stoga najéesée operator Il;, promatramo
na funkcijama iz H*((2).
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3.5 Afina familija elemenata

Simplicijalne je elemente mogucée generirati polaze¢i od jednog elementa pomocu afinog pres-
likavanja. Ta se ¢injenica koristi u teoriji za dokazivanje greske interpolacije, ali i kod kodiranja
metode. Obicno se fiksira jedan element, takozvani referentni element, a svi drugi elementi trian-
gulacije dobivaju se afinim preslikavanjem referentnog elemnta.

Objasnimo to na primjeru trokuta tipa 2. Fiksirajmo jedan trokut tipa 2, K , s vrhovima a;
te polovistima stranica a;; = (&; +a;)/2, 1 <,j < 3. Stupnjevi slobode su

A

Y ={p&), i=1,2,3, pla;), 1<i<j<3},

a prostor funkcija je P = IPQ(K ). Za svaki element K iz triangulacije postoji jedinstveno afino
preslikavanje
Fg(x) = Bgx + bg

koje je invertibilno i za koje je Fx(a;) = a;, i = 1,2, 3, gdje su a; vrhovi trokuta K. Takvo se
preslikavanje lagano konstruira pomocu baricentrickih koordinata formulom:

3

Evidentno je

pa je prirodno na K definirati prostor funkcija Py na sljedeéi nacin:
Pyx={p: K - R:p=poF', ]36]5}
Buduéi da je preslikavanje afino, evidentno imamo
Px = Py(K).

Zakljucujemo da je da trokut tipa 2, (K, Pk, Xk), mozemo u potpunosti opisati pomoc¢u referent-
nog trokuta tipa 2, (K, P,X), i afinog preslikavanja F na sljedeéi nacin:

~

K = Fg(K),
Py ={p: K —>R:p=poFy, ]56]5}

Za elemente (K, P, %) i (K, P,Y) tada kazemo da su afino ekvivalentni (pokazite da se radi o
relaciji ekvivalencije). Pripadni lokalni interpolacijski operatori su u sljedeéem odnosu:

(HKU) o) FK = HK<U e} FK)

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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Ista tvrdnja vrijedi za sve simplicijane elemente, pa govorimo da simplicijalni elementi ¢ine
afinu familiju elemenata. S praktiéne strane ta se ¢injenica koristi tako da se konstruira samo
referentni element, a za svaki element triangulacije pamti se samo njegovo afino preslikavanje.
Bazne se funkcije konstruiraju samo na referentnom elementu i formule numericke integracije
koriste se samo na referentnom elementu. Sva racunanja na proizvoljnom elementu triangulacije
K prenose se na referentni element putem preslikavanja Fi.

3.6 Zadaci

1. dim(Py) = ("}*). Ako K ima neprazan interior, onda Py i P(K) imaju istu dimenziju.

2. Dokazite da tocke aj,as,...,a4:1 ne leze u istoj hiperravnini ako i samo ako je matrica
(3.2) regularna.

M. JuraAK 10. ozujka 2008.
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Greska interpolacije

Ocjena greske interpolacije u prostorima Soboljeva tehnicki je dosta slozena te ju stoga ne¢emo
dokazivati u najvecoj opcenitosti. Zadovoljit ¢emo se promatranjem afine familije Lagrangeovih
konac¢nih elemenata.

Pri konstrukciji prostora kona¢nih elemenata V;, C H'(Q) polazimo od triangulacije 7; domene
Q) i referentnog konac¢nog elementa (K , P, ﬁ) Za konstrukciju konacnog elementa na proizvoljnom
elementu K € 7;, koristimo difeomorfizam Fyx: K — K, i definiramo konaéni element (K,P,Y)
pomocu funkcija v € P oblika v = ¥ o Fi', gdje je 0 € P, te nodalnih tocaka na K koje su slike
nodalnih tocaka na referentnom elementu K.

Nakon sto je prostor konacnih elemenata V}, konstruiran, potreban nam je operator koji funkciji
iz H'(Q), ili iz nekog njegovog podskupa, pridruzuje element iz V}. Jedna moguénost je uzeti
operator ortogonalne projekcije, no pokazuje se prirodnije uzeti interpolacijski operator II, koji
je definiran na H'(2) N C(Q). On ima pozeljno svojstvo da je definiran lokalno, pomoc¢u lokalnih
interpolacijskih operatora Iy, za K € 7j,.

Greske interpolacije ||u—II,u|| u razlicitim Soboljevljevim normama ocjenjuje se pomocu finoce
triangulacije h, koja je definirana kao maksimalni dijametar elementa u triangulaciji. Ta se ocjena
svodi na lokalnu ocjenu greske interpolacije ||[u — [Ixul|, na svakom pojedinim elementu K € 7p,,
a izrazava se pomocu geometrijskih svojstava elementa i stupnja polinoma u prostoru konacnih
elemenata. Da bi ovisnost o geometriji elementa bila eksplicitna koristi se preslikavanje Fix kojim
se problem transformira na referentni element ¢ija je geometrija zadana, pa stoga geometrijska
svojstva elementa K dolaze do izrazaja samo kroz preslikavanje F. Ta tehnika olaksava ocjenu
greske interpolacije, pogotovo u sluc¢aju afinih elemenata, kada je svako prelikavanje F afino, pa
njegov gradijent konstantan.

4.1 Lokalne ocjene

Bududi da ¢emo koristiti tehniku referentnog elementa, prvo moramo vidjeti kako se vrsi za-
mjena varijabli u Soboljevljevim normama. Uzmimo stoga da su K i K dva ograni¢ena zatvorena
skupa i da postoji afina bijekcija Fx: K — K. Za takve skupove ¢emo govoriti da su afino

101



4.1 LOKALNE OCJENE 102

ekvivalentni. Neka je
Fk(x) = Bxx + by, (4.1

)
gdje je Bx € R% regularna matrica, bx € R? vektor, te K = F(K). Ako je v(x) = (00 F')(x)
funkcija definirana na K, generirana funkcijom ¢ € L?(K), onda se lako vidi da je v € L*(K) i
zamjenom varijabli u integralu dobivamo,

/K [0(x)[? dx = / o R = [ 1660 det(V i)

— |det(By)| /K 0(3)? ds.

Time smo dobili prvu od trazenih transformacija normi izmedu promatranog i referentnog ele-
menta:

ol 22y = Idet(Bi )26l 2 - (4.2)

Pokazimo sada kako se transformiraju polunorme viseg reda. Iskoristit ¢emo vezu X = Fi'(x) i
VF:(x) = Bg'. Za prve derivacije dobivamo

ov 8[L’k
8@ Z 0z 0x; Z 8mk = Vi B ©i

(gdje je e; vektor kanonske baze). Kako je matrica Bk konstantna slicnu formulu dobivamo za
druge i vise derivacije Na primjer,

d d

8 v 8xl d 82A B B,1
axjaxz Z Z 02;0% (91: ZZI: Z axlamk ( K )k,i-

k=1

Formula se na evidentan nacin generalizira na trec¢e i vise derivacije. Kompaktno ju zapisujemo

u obliku
D*v(x)e; - e; = D*H(X)By'e; - By'e;,

gdje smo matricu drugih derivacija oznacili s D?v, odnosno D?.
Koriste¢i Cauchy - Schwartzovu nejednakost, sada imamo

/ 'axz N /K A
|det BK /
K

< |det(BK)| lm|2

<)X (B ral dx

]“’ dX
k= 1

x)|* dx

— |det(Bx)| - HBK eil*[0]3 &
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Po definiciji operatorske norme matrice,

HB—IH = sup ”Bf_<19||
% =

er0 |l

mozemo ocijeniti ||Bxle;|| < ||Bx'|l, pa stoga imamo

ol < Cldet (Bl - [ Bt - 10l (4.3)

Analogno imamo,

d d
00 B B -
/lax 8x / : ’22(8@8@6OFKl)<X)(BK1)Z,J'(BK1)I€,¢|2dx
J i

=1
- Po o )
= aeiBl - [ 1373 5o (BB el ax
d d d 81}
< |det(B B! 22/ X)(B 2 dx
det(By) ;M e K;@M%( (Bl
d

< |det(By)| il Z! u\z/ Z’axlaxk %I dx

< Cldet(Bg)| - HB tei” HB eyl -

??‘

612

Konstanta C' dolazi iz ekivalencije posljednjeg integrala i Soboljevljeve polunorme drugog reda te
ovisi samo o d. Time dolazimo do ocjene

sy < ClAet(Bio)l 2 - BRI 18] s (4.4)
Ocjena (4.4) se lako generalizira, tako da za proizvoljno m > 0 vrijedi,
olimaey < CIAet(Bic) V2 - BRI 18] i (4.5)

gdje C' ovisi samo o d i m.
Uoc¢imo da se inverzne ocjene dobivaju na posve isti nacin, zamjenom uloga skupova K i K,
te zamjenom preslikavanja F 1;1 s Fx. Time smo dokazali sljedeéi teorem.

Teorem 4.1 Neka su K i K ograniceni afino ekvivalentni skupovi u Re. Ako je v € H™(K) za neki
m >0, onda je 0 =vo Fx € H"(K) te postoji konstanta C' = C'(m, d) takva da je

Vo € H™(K), [0]gmi) < CllBrll™[det(B)| ™2 [vlmmx), (4.6)
gdje je Bx matrica afinog preslikavanja F iz (4.1). Analogno, vrijedi
Vo€ H'(R), ol < ClB 1™ det(Bic) 2[5y i (A7)

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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U ocjenama iz Teorema 4.1 htjeli bismo izraziti norme matrica By i B! pomocéu geometrijskih
karakteristika skupova K i K. Stoga uvodimo ove geometrijske parametre:

hyx = diam(K), h = diam(K)
px = sup{diam(S): S C K je kugla sadrzana u K},
):

p = sup{diam(S): S C K je kugla sadrzana u K}.

Lema 4.1 Neka su K i K dva ograniena afino ekvivalentna skupa u R? i neka je pripadana afina
bijekcija dana s (4.1). Tada je

hi h
Bl < " 1B < - (1.9
P PK
Dokaz. Po definiciji operatorske norme matrice imamo
1
| Bkl = ”81“11) | Brx[| = = HSI‘/IlP | Brx||.
x||= X||=p
Za svaki vektor x koji zadovoljava ||§<|| — /) mozemo nadi dvije totke X1,%, € K takve da je
Xy — X1 = X. Kako je Bgx = Fg(X2) — Fi(x1) vidimo da je
1 R ) h
IBkll < = sup [|[Fx(%2) — Fi(%1)] < —
%1, %2€K p

Druga nejednakost slijedi iz prve zamjenom uloga skupova K i K. O
Sljede¢i apstraktan rezultat koristimo na referentnom elementu K i primijenjujemo ga na
operator I —II;, gdje je II; interpolacijski operator.

Propozicija 4.1 (Bramble-Hilbertova lema) Neka sum > 0is > 0 te neka je \: H*(K) — H™(K)
linearan i neprekidan operator sa svojstvom

VpeP, Ap) =0, (4.9)
gdje je [ > 0. Tada za svako v € Hs(k) vrijedi

~

[A(® )|Hm < H>\||£ Hs(K),H™(K)) ﬁi?wfl I +]5HHS(K)~ (4.10)

Dokaz. Koristec¢i neprekidnost operatora A (4.9) imamo za svako p € P,

A g iy = 1N + D) i) < WA s (), 1 (i) 10+ Bl s ()

M. JurAK 10. ozujka 2008.



4.1 LOKALNE OCJENE 105

Zbog proizvoljnosti polinoma p € P; slijedi rezultat. [J
Uocimo da se na desnoj strani u (4.10) javlja izraz inf ||0 + p

(k) Koji je norma na kvoci-
jentnom prostoru H*(K)/P,.

Zeljeli bismo primijeniti Bramble-Hilbertovu lemu na linearan operator A=1- Iz, pri
¢emu, radi odredenosti, promatramo prostor Pj elemenata. Tada je svojstvo (4.9) ispunjeno za
[ = k te nam ostaje odabrati indekse s i m takve da operator A bude neprekidan kao operator s
H*(K) u H™(K). Tu se susreéemo sa sljedeé¢im problemom: Interpolacijski operator je definiran
na neprekidnim funkcijama buduci da uzima vrijednosti funkcije u nodalnim tockama. Stoga
polazni prostor HS(K) mora zadovoljavati H*(K) C C(K), a to nije ispunjeno za s = 1, osim u
jednoj prostornoj dimenziji. Dakle u dimenzijama d = 2 i 3, koje nas najvise zanimaju (fizicki
prostor dimenzije veée od 3 ne¢emo promatrati premda to ima smisla u nekim situacijama) ne
mozemo uzeti s = 1. Prema teoremu ulaganja, moramo uzeti minimalno s = 2 kako bi imali
H*(K) C C(K). Dolazni prostor, H™(K), ne moze imati indeks veéi od s jer tada ne bismo imali
neprekidnost operatora. Da bismo pokazali neprekidnost operatora A = [—II wi H s(f( )— H m(f( )
(m < s) dovoljno je pokazati da je operator Il : H5(K) — H™(K) neprekidan. To vidimo
uzimajuci u obzir da interpolacijski operator djeluje po formuli

-G

i=1

@>

odakle slijedi

=

ML 2 m i) Z @) |IPl gm ) < Crlloll o) < Coll?]

Hs(K)»

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili neprekidnost ulaganja H*(K ) C C(K ), odnosno s > 2.
Time dolazimo do sljedeceg rezultata:

Propozicija 4.2 Neka je (f(, Py, ¥ ) simpleks tipa k, k > 0, te neka je s > 210 <m < s. Tada
za svako 0 € H*(K) vrijedi

A

10— W0 gy < 1= Wl poms iy mm ity ggk 10+ Dl s (i) (4.11)
Sljededi rezultat nam omogucuje da ocjenimo kvocijentnu normu odgovaraju¢om polunormom.

Propozicija 4.3 (Deny-Lionsova lema) Za svako k > 0 postoji konstanta C' = C(d, k, K) takva da
je

Yo € H*Y(K), mf 10+ Bl ey < Clo| s - (4.12)

M. JurAK 10. ozujka 2008.
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Dokaz Deny-Lionsove leme ¢emo dati u dodatku buduéi da je u njemu potrebno koristiti
kompaktnost ulaganja Soboljevljevih prostora.
Sada smo u poziciji dokazati osnovni rezultat ove tocke.

Teorem 4.2 Neka je (K, Py, Y) simpleks tipa k, k > 1 inekaje0 < m < 1+1, gdie je
[ = min(k,s — 1) > 1. Tada postoji konstanta C' = C(K, I, d,m, s) takva da vrijedi

I+1
Yo e HY(K), |U—HKU’Hm(K) SCmeMHm(K). (4.13)
K

Dokaz. Uocimo da je prema nasim pretpostavkama s > 2im < s. Stogazav € H*(K) C H™(K)
imamo prema (4.7) i (4.8)

1 N .
v = Hgv|gm @) < Cp—m’det(BK)ll/QW — g0l i) (4.14)
K

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je (IIxv) o Fix = IIxv. (Sve veli¢ine koje ovise o referentnom
elementu uklju¢ujemo u konstantu.) Prema Propoziciji 4.2 imamo

0 — 20| iy < Cinf |0+ D|| s 71 4.15
|0 #0ly (K) = ﬁler]lpk lo pHH‘(K) ( )
Pogledajmo sada dva slucaja.

1) s =1 < k. U tom slucaju je s =14+ 111 < k. Ocjenu (4.15) sada mozemo iskoristiti tako
da u njoj smanjimo skup po kome se uzima infimum i primijenimo Deny-Lionsovu lemu s k = [:

0 — Hkam(f() < Cﬁienlf*’fk [0 +15HHZ+1(1%) < Cﬁigﬂﬁl I +13HH1+1(1“() < Clw‘HHl(f()‘
2) s—1>k. Utom slucajujel =%kis>k+ 1. U tom smo sluc¢aju Propoziciju 4.2 mogli
primijeniti s indeksom £ + 1 umjesto indeksa s i dobiti
|0 — Hkﬁ|Hm(K) < CﬁiéllP’fk |0 +13||Hk+1(f<)- (4.16)
umjesto (4.15). Time smo ponovo u poziciji da primjenimo Deny-Lionsovu lemu i dobivamo (uoé¢i
da je sada k =)
|0 = 0] gy < ClO| s i) (4.17)
Dakle, u oba slu¢aja dobivamo (4.17). Primjenom (4.6) (s m =1+ 1) i (4.8) dobivamo
18] g1 ey < ChiEHdet(Bie) |72 vl e - (4.18)
Kombiniranjem (4.14), (4.17) i (4.18) dobivamo

hl—l—l hl+1
’U — HKU|Hm(K) S Opim|det(BK)|1/2|det(BK)|_1/2|U|Hl+1(K) == Cpim|U|Hl+1(K)'
K K

Time je teorem dokazan. [
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Napomena 4.1 Uoc¢imo da u sluc¢aju k > s — 1 dobivamo istu ocjenu greske interpolacije kao 1
za k = s—1. Stoga za danu glatkocu funkcije s ne treba uzimati stupanj elementa k vecéi od s —1;
vrijednost k = s — 1 je optimalna.

Napomena 4.2 Teorem /.2 é¢emo najcesce koristiti v slucaju s = k+1>21im = 0,1. Tada
1Mamo
||U—HKU||L2(K) < Chl;{+1|U|Hk+1(K), (4.19)

k+1

v — |y < C—E
PK

’U|Hk+1(K). (420)

Teorem 4.2 pokazuje da ako na nizu sve finijih triangulacija domene zelimo posti¢i optimalnu
konvergenciju interpolacijskog procesa, trebamo postaviti dodatno ograni¢enje na konstrukciju
triangulacije koje se svodi na to da elementi triangulacije ne degeneriraju.

Pri proucavanju konvergencije metode kona¢nih elemenata uvijek uzimamo da je zadan niz
trinagulacija (75,), @ € N, sa svojstvom limh; = 0. Pri tome jednostavno govorimo o familiji
triangulacija (73)n>0-

Imamo sljede¢u definiciju:

Definicija 4.1 Familija triangulacija (7},)n0 je regularna ako postoji broj o > 0 takav da je

h
Vh >0, max —~ < g.¢
KeT, pi

U regularnoj familiji triangulacija ocjena (4.13) moze se zapisati u obliku
Yv € HS(K), |2} - HKU‘H"L(K) S Chl[—gl_m‘U’HH%K). (421)

U slucaju triangulacije trokutima, regularnost znaci da prilikom profinjenja triangulacije mi-
nimalni kut u svakom pojedinom trokutu ostaje ogranicen odozdo. Drugim rijeCima, nigdje se
nece desiti da trokut pri profinjenju degenerira u segment.

4.2 Globalne ocjene

Globalne ocjene greske interpolacije se lako izvode iz lokalnih. Pri tome moramo pretpostaviti,
kao Sto smo i dosad ¢inili, da je domena poliedarska.
Definirajmo

h = max{hg: K € T;,}.
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Sumiranjem po svim elementima triangulacije, koriste¢i (I1,v)|x = kv, za svako K € Ty, te
hx < h, dobivamo

1/2 1/2
o = Tyo] 20y = ( > - HKUH%Q(KJ < ont <Z |v|zk+m>

KeTy, KeT,
- Chk+1 |U|Hk+1(Q)

1 isto tako

1/2 1/2
v = polmie) = (Z v — HKUﬁ{l(K)) < Ch* <Z |U|§{k+1(1{)>

KeTy, KeT,
= Chk|U|Hk+l(Q).

Time smo dokazali:

Teorem 4.3 Neka je €2 ograniena poliedarska domena na kojoj je zadana regularna familija trian-
gulacija (75,)n~0 na simpleksima tipa k, £ > 1. Tada postoji konstanta C', neovisna o h, takva da za
svako v € H*1(Q) vrijedi

HU - HhU||L2(Q) S Chk+1|U|Hk+1(Q)7 (4.22)
||U — HhUHHl(Q) S Chk|U|Hk+1(Q), (423)
(4.24)

gdje je 11}, Vj,-interpolacijski operator.
Vratimo se sada varijacijskoj zadaci (P)
Naéi veV
{Vv eV, a(u,v) = (F,v)
i njenoj varijacijskoj aproksimaciji (P)p,

Naci up € Vi,
Yo e Vi,  alup,v) = (F,v)

gdje je Vj, prostor konacnih elemenata konstruiran od simpleksa tipa k, & > 1, na regularnoj
triangulaciji. Prema Céainoj lemi imamo

lu = unllan(e) < € it fu—vllme) < lu—ulm o),
veV,

gdje smo uvrstili v = Ilu. Ako je egzaktno rjesenje dovoljno regularno mozemo primijeniti
prethodni teorem. Time dobivamo:
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Teorem 4.4 Neka su ispunjene pretpostavke Teorema 4.3 i pretpostavimo da je u € V N H*1(Q)
rjeSenje eliptike varijacijske zadade (P), koja zadovoljava uvjete Lax-Milgramove leme. Tada postoji
konstanta C, neovisna o h, takva da je

||u—uh||H1(Q) < Chk|u|Hk+l(Q), (4.25)
gdje je uy, € Vj, riedenje diskretne zadade (P,).

Prethodni teorem daje ocjenu greske metode uz uvjet da je egzaktno rjesenje dovoljno glatko.
Na primjer, triangulacija sastavljena od simpleksa tipa (1) dat ¢e linearno konvergentnu metodu
ako je egzaktno rjesenje klase H?(2). Ako primijenimo simplekse tipa 2, dobit ¢emo kvadratiénu
konvergenciju, ali samo ako je to¢no rjesenje iz H3().

4.3 Aubin-Nitscheova lema

Teorem 4.4 daje red konvergencije metode u H'-normi. Sada nam je cilj pokazati da uz
dodatnu regularnost u L?-normi imamo za jedan visi red konvergencije.

Teorem 4.5 (Aubin-Nitscheova lema) Neka je u € V rjeSenje zadale (P), a uy, € V}, rjeSenje zadale
(Py,) te neka su ispunjeni uvjeti Lax-Milgramove leme. Tada je

1 )
o= wlley < Ml =l swp {o— nf I, - olmw | ). @20
9l z2(0)

gEL2(Q) PEVR
gdje smo za g € L*(Q2) sa ¢, € V oznatili jedinstveno rjeenje varijacijske zadace

YoeV, a(v,dy) = (9,v)r2(0)- (4.27)

Dokaz. Egzistencija i jedistvenost rjesenja ¢, € V, zadace (4.27), dobiva se primjenom Lax-
Milgramove leme. Prema karakterizaciji norme u L?*(2) moZzemo pisati

LU — U

Ju— ey = sup O )i (1.2
9EL(Q) 191|220

Stvaljajuéi u — uy u (4.27) dobivamo

a(u — Up, gbg) = (97 u— uh)LQ(Q)a

pa zbog ortogonalnosti
V(b € Vh7 a(” — Up, ¢) = 07

dobivamo
Vo € Vy, a(u — Up, <Z5g - ¢) = (9; U — uh)LQ(Q)a
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i stoga
(g, — up) 2] < Mlu—up| g qjg‘ﬁh g — &l m1(0)-

Tvrdnja slijedi primjenom formule (4.28). O

Zadaca (4.27) je adjungirana zadac¢a u odnosu na (P). Razlika je u tome $to su prva i druga
varijabla u bilinearnoj formi zamijenile mjesta. Ukoliko je forma simetri¢cna, onda se polazna i
adjungirana zadac¢a podudaraju.

Kazemo da je zadaca (4.27) regularna, ako za svako g € L*(2) ima jedinstveno rjeSenje ¢, €
V' N H%(Q), te postoji konstanta C' takva da je

Vg € L*(Q),  |ogllnze) < Cllgllrae)- (4.29)

Teorem 4.6 Neka su ispunjene pretpostavke Teorema 4.3 i Teorema 4.5 te neka je adjungirani pro-
blem (4.27) regularan. Tada postoji konstanta C, neovisna o h, takva da je

||lu — U/hHL2(Q) < Chk+1|U|Hk+1(Q). (4.30)

Dokaz. Primjenom Teorem 4.4 dobivamo
Nadalje, ako primijenimo Teorem 4.3 na v = ¢4, uz k = 1, dobivamo

||¢g - thbgHHl(Q) S Ch|¢g|H2(Q)

i stoga
nf {16y — ollm@ < 16y = Madglli @) < Chlglazi0) < Chllglizam),

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili (4.29). Aubin-Nitscheova lema i (4.31) daju

lu = unlr2(@) < Chllu = unlli(q) < CHMHulgrri(q). O

4.4 O regularnosti tocnog rjesenja

Vidjeli smo u prethodnim sekcijama da ocjena greske metode konacnih elemenata ovisi o
regularnosti tocnog rjesenja. Simplicijalni elementi reda k£ > 1 daju optimalni red konvergencije
jedino ako to¢no rjesenje pripada prostoru H¥*!, a analogni rezultati vrijede i za druge tipove
konacnih elemenata. Rjesenje varijacijske zadace se trazi u prostoru H' i njegova pripadnost visim
Soboljevljevim prostorima ovisi o regularnosti podataka koji ulaze u formulaciju rubne zadace.
To su:
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1. Glatkoca koeficijenata diferencijalne jednadzbe i rubnog uvjete, te glatkoca funkcija koje se
nalaze na desnoj strani jednazbe i rubnog uvjeta.

2. Tip rubnog uvjeta.
3. Oblik domene i posebno glatkoc¢a granice domene.

[lustrirat ¢emo rezultate teorije regularnosti rjesenja elipticnih rubnih zadac¢a drugog reda na
Dirichletovoj zadaéi oblika:

d
ou
_ Z o a”&rj +Zbi8_xi+aou_ f uQ (4.32)

7] 1 i=1

u=ug na 0f (4.33)

za koju pretpostavljamo da zadovoljava uvjete (2.36)—(2.39). Tada vrijedi sljedeéi rezultat (vidi
2], sekcija 8.4, Teorem 8.12.):

Teorem 4.7 Neka koeficijenti zadace (4.32), (4.33) zadovoljavaju (2.36)—(2.39). Pretpostavimo jo3
da su funkcije a;; Lipschitzove na 2, da rubni uvjet ima progirenje na &itavu domenu iz prostora H2((2),
te da je () ograniena domena klase C?. Tada je slabo rjeSenje u zadade (4.32), (4.33) iz H*(Q) i
vrijedi ocjena

[ull20) < Clllullz@ + 1 Fll2@) + lluoll #2(e)

gdje konstanta C' ovisi samo o domeni, konstanti elipti¢nosti i normama koeficijenata.

Ukoliko imamo vec¢u glatko¢u podataka dobit ¢emo jos vecéu glatkoéu rjesenje. U tom smislu
gornji se teorem moze iterirati. Navedimo sljedeéi rezultat (Teorem 8.13 u [2]).

Teorem 4.8 Neka koeficijenti zadace (4.32), (4.33) zadovoljavaju (2.36)—(2.39). Pretpostavimo jo3
da su k-te derivacije funkcije a;; Lipschitzove na Q, da su k— 1-ve derivacije funkcija b; i ag Lipschitzove
na Q, ug € H*2(Q), f € H*(Q), te da je Q ograniena domena klase C**2. Tada je slabo rjefenje
u zadaée (4.32), (4.33) iz H**2(Q) i vrijedi ocjena

[ull arae) < Clllullz@) + 1 Fllar@) + lluoll ar2e))

gdje konstanta C' ovisi samo o domeni, konstanti elipti¢nosti i normama koeficijenata.

Ovi rezultati kazu da ¢e rjesenje elipticke (Dirichletove) rubne zadace biti po volji glatko, ako
su svi ulazni podaci doboljno glatki. Analogan teorem vrijedi za ¢istu Neumannovu zadacu, ali
ne vrijedi nuzno za mjeSovitu Dirichlet-Neumannovu zadac¢u

Za domenu 2 kazemo da je klase C* ukoliko se u okolini svake tocke x € 92 granica 9 moze
lokalno prikazati kao graf funkcije klase C*. Iz te definicije je jasno da poligonalna domena u R?
(poliedarska u R3) nije ¢ak niti klase C''. To predstavlja potesko¢u pri primjeni gornjih rezultata
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regularnosti na metodu konacnih elemenata. U sluc¢aju poligonalne domene pokazuje se da verzija
Teorema 4.7 vrijedi ako je domena konveksna (vidi [3]). Iustrirajmo gubitak regularnosti s dva
primjera (vidi [1]).

Primjer 1. Kao prvi primjer pogledajmo domenu  C R? koja predstavlja sektor jedini¢ne
kruznice. U polarnim koordinatama imamo

Q={(rd):0<r<1,0<b<n/B}, 1/2<p<Ll
Funkcija
v(r,0) = I(2%) = rfsin(B6),
je harmonijska kao imaginarni dio analiticke funkcije. Sada se lako provjerava da funkcije
u(r, ) = (1 —r*)v(r,0)
zadovoljava homogeni Dirichletov rubni uvjet na 02 . Nadalje, po formuli

Au= (1-7)Av+2V(1 —7%) - Vo +vA(l — %) = —47”% — 4v = —4rP sin(B9).
r

gdje smo iskoristili izraze za diferencijalne operatore u polarnom sustavu:

@ +l@ A —lg @ +i@
N r@@ee’ U_r(‘?r T(‘?r r2 002"

Time smo dosli do rjesenja zadace

—Au=f uf,
u=0 mna 0,

s f = 4r”sin(30) koja je ogranicena te evidentno pripada prostoru L?(£2). Na isti nacin i rjesenje
pripada prostoru L?(Q2). Kvadrat gradijenta rjesenja je jednak

|Vul? = [—(2 + B)rPT + prP=1)2sin?(80) + B%(1 — r?)*r* 2 cos?(56).

Stoga je

w/B pl
/ |Vu(x)|* dx = / / |Vu(x)[>rdrdf < +oo
Q 0 0
jer je integral od r**~! konacan. Imamo, dakle, u € H}(2). Da bismo pokazali da ova funkcija
ne lezi u H%(2) dovoljno je pokazati da druga derivacija po r nije u L*(£2):

% = [=(2+ B)(B+ 1)r’ + B(B — 1)r" ] sin(36).
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Imamo

1 1
_ _ 1 _gl
/0(7“/6 2)2rdr:/0 r20 3dr:—26_2r25 2|0:—I—oo.

Time je dokazano u ¢ H?*(2). Uocimo da su u ovom primjeru svi podaci dovoljno glatki osim
domene. Stovige, regularnost nije izgubljena toliko zbog neregularnosti domene veé¢ zbog toga sto
ona nije konveksna. Za 3 > 1 domena postaje konveksna i rjeSenje postaje klase H?((2).

Primjer 2. Drugi primjer pokazuje da mjesoviti rubni uvjet moze pokvariti regularnost
rjesenja. Domena 2 C R? ponovo je zadana u polarnim koordinatama

Q={(rd):0<r<1, 0<6<m}.

Granica je podijeljena u dva disjunktna podskupa: 0Q = I'y U Ty, gdje je I'y = [—1,0] x {0} i
[y =002\ I';. Promatramo zadacu
—Au=f uf,
ou
a—n =0 na Fl

u=0 nals,.
Rjesenje trazimo u obliku
u(r,8) = (1 — r3)r/?sin(6/2).
Dirichletov rubni uvjet na I'y je evidentno zadovoljen. Jednostavnim racunom dobivamo

Vu = (lr_l/Q — §r3/2) sin(6/2)e, + 1_—72 cos(6/2)e
2 2 HRNEYSYE o

Sada se lako vidi da je v € H'(Q) i da je zadovoljen rubni uvjet na I';. Osim toga jednostavnim
racunom izlazi f = 64/rsin(f/2), $to je ogranicena funkcija i stoga iz L*(€2). Buduéi da je

0%u ~3/2

—_—~ T

or?

ponovo dobivamo

Lo\ ?
/0 (W) rdr = +00,

i stoga u ¢ H*(Q)). U ovom slucaju gubitak glatkoce je posljedica kombinacije Neumannovog i
Dirichletovog rubnog uvjeta.
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4.5 Adaptivne metode

Idealni numericki postupak za aproksimaciju rjesenja varijacijske zadace daje aproksimativ-
no rjeSenje koje u odabranoj normi ima gresku manju od zadane tolerancije i pri tome koristi
optimalan broj stupnjeva slobode. Tome se idealu priblizujemo pomocu adaptivnih metoda koje
prilagodavaju triangulaciju domene karakteru rjesenja kako bi omogucéile dobru aproksimaciju na
relativno gruboj mrezi. Tamo gdje je greska aproksimacije vec¢a, mreza ¢e biti finija, i obratno.

Osnovni sastojak svake adaptivne metode je procjenitelj greske. To je svaka velicina 71 koja
zadovoljava

lu — || ) <

pa ¢e stoga norma greske biti manja od tolerancije € ako je zadovoljeno 1 < €. Procjenitelj greske
pri tome mora biti lokalnog karaktera, tj. za svaki element triangulacije 7" mora postojati lokalni
procjenitelj nr, takav da je

lu = u"|| g2 ery < pe

n= (Z n%>1/2~

TET,

Tada je evidentno

Sada mozemo primijeniti, na primjer, algoritam jednake razdiobe greske. Ako trebamo postici
n < &, onda zahtijevamo da bude ispunjeno nr < ¢/ VN, gdje je N broj elemenata triangulacije.
Sve one elemente na kojima to nije zadovoljeno profinimo, na primjer razbijanjem svakog trokuta
na cetiri nova trokuta. Takva strategija cilja na jednoliku raspodjelu greske u cijeloj domeni.
Uoc¢imo da za postizanje zadane tolerancije na profinjenoj mrezi, N treba biti broj elemenata
profinjene mreze no on nam unaprijed nije poznat.

Adaptivni algoritam imao bi stoga ovu strukturu:

do{
IzraCunaj aproksimaciju na zadanoj mreZi
Ispitaj da 1li je procjenitelj greSke dovoljno mali na svakom elementu
Ako je izadi iz petlje
Ako nije oznali elemente koje treba profiniti
Konstriraj novu mreZu
i

while(greska > tolerancije)

Do jednog procjenitelja greske dolazimo na osnovu ocjene greske interpolacije. Naime, ocjenu
iz Teorema 4.4, u slucaju £ = 1, mozemo preciznije zapisati kao:

1/2
' — up| g0y < C (Z h%\uﬁp@)) . (4.34)

TeTy
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Odavde se kao lokalni procjenitelj greske namece

nr = hrlulg2 1),

77=C<Z 77%)1/2-

TeTh

te je onda

Prema ovom procjenitelju radimo subdiviziju onih elemenata na kojima je H?-norma to¢nog
rjeSenja suvise velika.

Ovakav izbor procjenitelja ima dva nedostatka. Prvi, manji, je u tome sto nam konstanta C,
premda ne ovisi o h, nije poznata. Drugi, ozbiljniji, je taj Sto nam tocno rjeSenje u nije poznato.

Jedan evidentan nacin da se izbjegne ova poteskoca je da se norma |u|g2(ry aproksimira
koristenjem pribliznog rjesenja uy, i konacnih diferencija za aproksimaciju druge derivacije. Tada
dobivamo procjenitelj koji je izracunljiv.

U nekim situacijama, kao Sto su singulariteti u Siljcima domene, mi ¢esto znamo asimptotsko
ponasanje druge derivacije tocnog rjesenja kada se priblizavamo Siljku. Funkcija koja opisuje to
ponasanje moze posluziti umjesto tocnog rjesenja jer, premda ne¢emo dobiti ocjenu greske, dobit
¢emo profinjenje mreze tamo gdje su druge derivacije rjeSenja najvece.

Napomenimo konac¢no da se svaki procjenitelj greske koji se moze izracunati iz aproksimativ-
nog rjesenja uy naziva aposteriorni procjenitely. Postoji viSe nacina kako da se oni konstruiraju o
¢emu ¢emo govoriti u Poglavlju 7.

4.6 Zadaci

1. Dokazite sljedecu generalizaciju Teorema 4. 1:

Teorem 4.9 Neka su K i K ograniteni afino ekvivalentni skupovi u R%. Ako je v € WmP(K) za

~

nekim > 1ip € [l,00], onda je 0 =voF € W™P(K) te postoji konstanta C' = C(m, d) takva da je

Vo e W(K),  0l,,,5 < ClIB|™|det(B)| /P |vlmpx, (4.35)

m,p; K

gdje je B matrica afinog preslikavanja F' iz (4.1).
Analogno, vrijedi

A

Vo € WP(K),  [vlmpx < C|BH™"|det(B)[V7[0],, - (4.36)

Uputa: Slucaj p = +o00 svodi se na slucaj p < +oo koristenjem Lema A.f i A.5. R
2. Iskazite @ dokazite Bramble-Hilbertovu lemu za linearan i neprekidan operator A: Wktlr(Q) —

Wm™a(Q) koji se ponistava na Pj.
3. Dokazite sljedecu verziju Deny-Lionsove leme:
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~

Teorem 4.10 Za svako k > 0 postoji konstanta C' = C'(d, k, p, K') takva da je

ACAS Wk“’p(f()a inf [0 +15||Wk+17p(f<) < C|7}|Wk+1vp(k)v (4.37)
PEP

4. Dokazite sljedecu generaliziranu verziju ocjene lokalne greske interpolacije.

Teorem 4.11 Za odabrane cijele brojeve £k > 0 i m > 0 te p,q € [1,00], neka su W’“*Lp(lg’) i

~

W™4(K) dva prostora Soboljeva koji zadovoljavaju
WP (K) c W™9(K), (4.38)
i neka je IT € L(WHHP(K), W™4(K)) linearno i neprekidno preslikavanje sa svojstvom
Vp e Py, Ip=p. (4.39)
Za ogranileni otvoreni skup K koji je afino-ekvivalentan s K definiramo preslikavanje IIx formulom
(Ilxv) o F =T(vo F), (4.40)

za sve UAEAW’H—LP(K), gdje je F: K — K pripadno afino preslikavanje. Tada postoji konstanta
C = C(II, K) takva da'

hk—i—l
Yv c Wk+17p(K), |’U - HK’U|Wm,q(K) S C’K’(l/q)i(l/p)me|’U|Wk+1,p(K). (441)
K

Primijenite Teorem /.11 na simplicijalne elemente i izvedite globalnu ocjenu greske u slucaju
reqularne familije triangulacija.

4.7 Dodatak 1. Dokaz Deny-Lionsove leme

Ovdje donosimo dokaz Deny-Lionsov leme koji je izostavljen u ¢etvrtom poglavlju.

Pretpostavljat ¢emo da je 2 ogranicena domena s Lipschitzovom granicom, tako da vrijede
teoremi o kompaktnim ulaganjima. U primjenama ¢emo uzimati da je Q = Int(K), gdje je K
konacan element i u tom ¢emo slucaju umjesto W*P(Int(K)) pisati jednostavnije W*P(K).

Svaki linearan prostor E C W™P(Q)) omogucava da se u W™?(§2) uvede relacija ekvivalencije

Yoy, v € W™P(Q), vy Rve & vy —vg € E.

1S |K| oznacavamo Lebesgueovu mjeru skupa K.
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Pomocu te relacije uvodi se kvocijentni skup WP () /E ¢iji su elementi klase ekvivalencije, koje
¢emo oznacavati s ©. Tako je

v={weWmP(Q): w—uveE},

klasa svih elemenata ekvivalentnih s v € W™P(Q). Ako je potprostor E zatvoren, onda je
kvocijentni prostor W™P(€2)/E Banachov s normom

o)l wme)y e = inf 10|l ps2

vidi [4]).
( Nzgs])c’e zanimati kvocijentni prostor W**12(Q)/P,. Na svakom elementu tog prostora dobro
je definirana polunorma
0kt1p = [Vlkt1p0 VO €0,
buduéi da za svako ¢ € Py vrijedi |g|x4+1, = 0. Preslikavanje 0 — [0;41, oCito ima svojstva
polunorme i vrijedi
0kt1p < [0l wrsre)/p, -

Sljededi teorem tvrdi da se radi o normi ekvivalentnoj kvocijentnoj normi na W+ (Q) /..

Teorem 4.12 Neka je €2 ogranitena Lipschitzova domena. Postoji konstanta C' = C'(£2) takva da je

Yo e WHHP(Q) il v+ pllisipe < Clolerpe. (4.42)
k

Dokaz. Neka je N = dimlP; i neka linearni funkcionali f;, ¢ = 1,2,..., N ¢ine bazu u dualu
prostora P. Koriste¢i Hahn-Banachov teorem (vidi [4]) te funkcionale mozemo prosiriti do li-
nearnih i neprekidnih funkcionala na W*+1P(Q), i ta ¢emo prosirenja ponovo oznacavati s f;,
i=1,2,...,N. (Ukoliko se zeli izbje¢i upotreba Hahn-Banachovog teorema ovi se funkcionali
mogu konstruirati eksplicitno, na primjer, uzimajuéi funkcionale v — [, 9*v(x) da.)

Uocimo da za funkcije g € Py iz f;(q) =0, zai=1,2,..., N, slijedi ¢ = 0.

Pokazat ¢emo da postoji konstanta C' = C(2) za koju vrijedi

N
Vo € WH(Q), [[ollkripe < C (!U|k+1,p;ﬂ Y Ifi(v)|> : (4.43)
1=1

Iz te nejednakosti slijedi (4.42); Da bismo se uvijerili odaberimo za zadano v € W*+1P(Q) funkciju
q € Py takvu da je fi(v+¢q) =0,zai=1,2,...,N. Tada je

=1

N
inf [|v+pllrs1pe < v+ dlliripme < C <|U + qlit1p0 + Z |filv + Q)|>
pEPy

= C’U|k+1,p;ﬂ-
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Dokazimo (4.43) metodom kontradikcije. Pretpostavimo da trazena konstanta ne postoji.
Tada bi postojao niz funkcija (v;) iz W*T1P(Q), sa svojstvom

N
Vi € N7 ||Ul||k+17p;ﬂ = 17 lligl) <|vl|k+1,p;ﬂ + Z |fl(vl>|> =0.

i=1
Prostor W*T1P(Q) je kompaktno ulozen u W*P(Q), te stoga niz (v;) ima podniz koji konvergira
u W*P(Q). Taj ¢emo podniz ponovo oznacavati s (v;), a njegov limes oznacavamo s v. Zbog

lim Hvl — U||k7p;g = 0, lim ‘Ul’k+17p;g = 0,
l—o00 l—o00

zakljuéujemo da niz (v;) konvergira prema v u W**Hr(Q) i da je |v|xy1,0 = 0. Stoga je v € Py,
a zbog neprekidnosti linearnih formi slijedi |f;(v)| =0, za ¢ =1,2,..., N. Time dobivamo v = 0,
sto je kontradikcija s ||vy||g+1p0 = 1, jer odatle izlazi ||v|| 41 p0 =1. O

4.8 Dodatak 2. Inverzne ocjene
U definiciji regularne familije triangulacija (Definicija 4.1) uveli smo neka ogranic¢enja na izbor

triangulacije. Ta ¢emo ogranic¢enja dopuniti jos jednim uvjetom.

Definicija 4.2 Familija triangulacija (7,)n>0 je kvaziuniformna ako je regularna i ako postoji broj
v > ( takav da

h
VK el T, —<vw
h hx

Teorem 4.13 Neka su zadovoljeni uvjet H1-H3 i neka je familija triangulacija kvaziuniformna. Neka
su zadani parovi brojeva (I,7) i (m,q),s 0 <l <mter g€ [l,o0], takvi da je

P c WW(K)NW™(K).
Tada postoji konstanta C' = C(o, v, 1,7, m, q) takva da je

1/q c 1/r
q T
Vv € Xh’ (Z |U|m7Q§K> = hmax{0,(n/r)—(n/q)} jm—! <Z |U|17T;K> ?

KETh KETh

ako je p,q < oo, s time da

1/q
q L .
( E |v\m’q;K) zamjenjujemo s Irpea%|v|m,oo;;( ako je ¢ =
KeT,,

1/r
, o o
( E |v|l7T;K> zamjenjujemo s max [V]100:x  ako je 7 = 00.
KeT, "
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Dokaz. Za svaku funkciju v € X, i svaki element K € 7;, prema Teoremu 4.1 vrijedi

< C1l| Bk ' det (B )|~ [0l (4.44)
|U|m,q;K < 02||BK1||m|det( K)|1/q|@K|m7q;f(, (4.45)

gdje je 0 =vo Fix 1 Fx(&) = BgZ + bg pripadno afino preslikavanje, a konstante C i Cy ovise
ol,r,migq.

Uvedimo prostor
{0} zal=0

N={peP:lpls = }_{ﬁmpll sal>1

Uoc¢imo da je preslikavanje
ﬁ = |]§’l,r;f(
jedna norma na kvocijentnom prostoru P / N. S druge strane i

pr— int [+ 5]

mq7

je normana P / N ibuduéi da se radi o konaénodimenzionalnom prostoru te su norme ekvivalentne.
Konstante ekvivalencije ovise o [, 7, m, q i elementu K; ovisnost o K nadalje zanemarujemo buduci
da je referentni element fiksiran.

Zbog uvjeta m > | imamo da je [pl,, .z = 0 za sve p € N, pa stoga vrijedi

|]§|qu < lnf ||p+ S“m q,K — C|p|l'r'K’ (446)

gdje je C' konstanta iz ekvivalencije normi. Sada koristeéi (4.45), (4.44), (4.46), (??), Lemu 4.1
|V]mgr < C2||BI_<1||m|det(BK)|1/q|®K|m,q;f{
< CC|| B! ™ det(Bio) " | oxc |y ¢
< COCHll BRI | B 'ldet (Bro)l Y00 o]

N M (1/q9)—(1/7)
. h he\' [ |K
PK P | K|

. o ht
_ 001027|K|(1/7’)_(1/‘I)—5|K|(1/q>_(1/7’) V15
K

Nadalje, volumen elementa mozemo ocijeniti kao |K| < w,h} < w,h™, gdje je w, povrsina
jedinicne sfere u R"™, te koriste¢i regularnost i kvaziuniformnost triangulacije, dobivamo

1 !

hy K o m hg _ 1

m m_ m—I

g
AT
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gdje smo uzeli u obzir da je m — [ > 0. Time dobivamo ocjenu
(hn) (1/q9)—(1/r)

Vg < C pm—

‘vll,r;Ka (447>

gdje je

~

C:é@@%ﬁWWHwW%W@gwwd
i}

Da bismo polazeéi od (4.47) dobili globalne nejednakosti, promatrat ¢emo razlicite slucajeve
u ovisnosti o p i q.
1. Slu¢aj ¢ = oo. Tada mozemo naci element K, € 7, takav da je

j—(n/7)

mmax |V|m,c0i 50 = [V]m,00ik < W’Uh,f‘;KO'

Desnu stranu mozemo ocijeniti, u ovisnosti o tome je li » < oo ili r = 00, izrazima

1/r
. 1
ili mMax |Vl co:x -

hm lKe

n/rhm—I
h/h (KGTh

2. Slucaj ¢ < oco. Sumiranjem (4.47) po svim elementima dobivamo

Ve /e e
(Z |vqu> <M (Z |vm> . (4.49)

KeT, KeT,

2.1 r < ¢q. U ovom slu¢aju vrijedi (provjerite)

1/q 1/r
(X vttoe) = (32 )
KeTy, KeTy,
pa rezultat slijedi.

2.2 ¢ <r < oo. U ovom slucaju primijenjujemo Holderovu nejednakost:

1—q/r a/r
Z ’U|HK (Z 17"/7" q> <Z |U|ZT,T;K>

KeT, KeT, KeTy,
a/r
om0 ( 3 1l
KeTy,
Broj elemenata u triangulaciji mozemo ocijeniti na sljedeé¢i nacin:

1 Q n Q Za1Y) 1
card(7,) < — it SU— : i Sayu:C—.

wy, (Minger, pr)™ ~ wy (Minger, hi)? w, h" h™
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Time dobivamo ocjenu

/e 1\ /a=/m) Hr
Z |U’lq,'r;K < C (ﬁ) Z |/U|?,T;K )
KeT, KeTy,

sto, primijenjeno na (4.48), kona¢no daje
1/r
(X i)
KeT,

1/q
(X blhns] =
1/q 1/q
q _ 1/
(Z |U|l,oo;K> < (Z 1) MAX [v]y o0 = card(T) " max [vlsccix
C

1
m—l
KeT,

2.3 ¢ < r = o0 Imamo

KeTy, KeT,
(1/q)
< L max |v|; co:k -
hn KeT, 7

Zajedno s (4.48) to daje

1/q
S Joe <1 axp
m,q; K = pm-l ke, LSS

KeT,

Time je nejednakost izvedena u svim slucajevima. [

Radi ilustracije specijalizirajmo Teorem 4.13 na dva slucaja koji se cesto koriste. Pretposta-
vimo da je V;, € C(Q) N HY() i da su ispunjene pretpostavke Teorema 4.13. Tada imamo (za
m=1=01qg=o00,7r=2)

C
You € Vha ”U’oo;Q < WHUHQ;SL

te(zam=1,1=0iqg=r=2)

C
Yo e Vi, |v|i2a < FHUHQQ
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5

Numericka integracija

Integrale koji se pojavljuju u varijacijskoj formulaciji rubne zadace op¢enito moramo racunati
priblizno, pomoc¢u formula numericke integracije. Pri tome se uvodi dodatna greska u numericki
postupak koju je potrebno procijeniti. Cilj je koristiti dovoljno tocne formule kako asimptotski
red tocnosti metode ne bi bio umanjen.

5.1 Primjena formula numericke integracije

Da bismo prodiskutirali kako u teoriju ukljuciti efekte numericke integracije specificirat ¢emo
u potpunosti promatranu varijacijsku zadacu.

Neka je 2 C R" ogranicena poligonalna domena. Promatramo homogenu Dirichletovu zada¢u
za diferencijalnu jednadzbu

—div(AVu)=f uQ, (5.1)
pri cemu je A(x) = (a;;(x))};_,, uniformno pozitivno definitna matrica, definirana na Q. Pre-
ciznije, pretpostavljamo da su funkcije f € L*(Q) i a;; € L>®(Q), definirane na ¢itavom €, te da
postoji konstanta 3 > 0 takva da je

n

Vo eQ VEER", Y ay(n)&& >0 & (5.2)
=1

ij=1

Prostor u kojem trazimo rjesenje je V = H} (), a bilinearna forma i funkcional desne strane dani
su formulama

a(u,v) = / Z a;;0;udjv dx, (5.3)
Q

ij=1

<F,v>:/vadx. (5.4)

123
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Na domeni 2 zadana je (familija) triangulacija 7j, koja se sastoji od konacnih elemenata
(K, Pk, Yk). Kaoiu prethodnom poglavlju pretpostavljamo da su zadovoljeni uvjeti (H1), (H2),
(H3) i (H4). Referentni element oznacavamo uobic¢ajeno s (K, P, %) i uzmimamo da je minimalno
P c H(K).

Pripadni prostor kona¢nih elemenata Vj}, je potprostor od H} (). Oznacimo elemente baze
prostora Vj, sa wy, k = 1,2,..., M. Tada je potrebno naci koeficijente ug, k = 1,2,..., M, koji
zadovoljavaju

M
Za(wk,wm)uk: (F,wp), m=1,2...,M, (5.5)
k=1

gdje je

a(wy, Wy,) = Z /K Z a;;0; w0 Wy, dx (5.6)

KeTy i,j=1

(F,wpy,) = Z /wamda:. (5.7)

KeT,

U praksi se integrali u ovim izrazima rijetko izracunavaju egzaktno ve¢ se primijenjuju formule
numericke integracije.

Kod afine familije elemenata dovoljno je integracijsku formulu zadati na referentnom elementu.
Ako je, naime,

~

FK(ZZ’):BKZIAT—}—bK, FK(K):K,

invertibilno afino preslikavanje kojim je definiran element K, onda je

/K ¢(x) dx = |det(Bg)| /K o(#) dz, (5.8)

gdje je ¢ = ¢ o F.
Formule numericke integracije op¢enito imaju oblik

¢(2) di ~ Z‘I}lﬁg(bl)v (5.9)

gdje su w; integracijske tezine, a b integracijske tocke. Mi ¢emo promatrati samo one integracijske
formule u kojima je w; > 0, a integracijske totke b, pripadaju skupu K.

Integracijska formula na referentnom elementu K generira integracijsku formulu na elementu
K pravilom

/K o) dr ~ Y wid(bik), (5.10)

gdje je R
th = \det(BK)|dzl, bl,K = FK(bl)
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Uvedimo funkcionale greske integracijskih formula

= [ o) di = Y- ndlin) (.11
K =1

= / $(x)de — Y wxd(bi). (5.12)
K 1=1

Evidentno je o
Ex(¢) = [det(Bk)|E(¢). (5.13)

Tocnost integracijskih formula moze se mjeriti skupom polinoma na kojima je formula egzak-
tna. Tako kazemo da je formula (5.10) egzaktna na P, ako je E(¢) = 0 za svako ¢ € Py

Pogledajmo neke primjere integracijskih formula na simpleksima. Neka je K simpleks s vrho-
vima a;, 1 =1,2,...,n+ 1. Tada je

1 n+1
“= n—+1 ; i
baricentar simpleksa. Formula
() di = | K|o(a), (5.14)
K

je tofna na polinomima stupnja manjeg ili jednakog 1 (P;). To se lako vidi iz ¢injenice da za
baricientricke koordinate vrijedi

Neka je n = 2. Oznacimo s a,; za 1 < i < j < 3 polovista stranica, a s a3 baricentar. Tada je
formula

A<Z§(9?3)dff%|K| > lay), (5.15)

(@) di ~ K] (3 Z Sa)+8 Y olay) + 27&5(&123)> : (5.16)

tocna na Ps.
Uoc¢imo da diskretan problem koji treba rijesiti sada dobiva oblik

M
Zah(wk,wm)uk = fo(wy), m=1,2,...,M, (5.17)

k=1
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gdje je

an(we, wm) = > wik Y (ai0pwrdiwn) (b ) (5.18)

KeT;, I=1 ij—=1
L
frlwm) = > wi s (fwm) (i) (5.19)
KeT, 1=1

Stoga ga mozemo formulirati na sljedec¢i nacin: Treba naci u;, € V}, koje zadovoljava
Vo € Vi, ap(up,v) = fr(v), (5.20)

gdje su bilinearna forma i funkcional desne strane dani formulama:

ap(u,v) = Z Zwl’K Z(aij@uﬁjv)(blx) (5.21)

KeT;, =1 i,j=1
L
)= wik(fo)(bik)- (5.22)
KeT;, 1=1

Da bi ove formule imale smisla nuzno je da su koeficijenti jednadzbe i desna strana dobro definirani
u integracijskim tockama. To ¢e biti ispunjeno u slucaju neprekidnih funkcija. Uoc¢imo jos da
su kod Lagrangeovih elemenata derivacije diskontinuirane na granici elemenata, tako da ¢e one
poprimati razlicite vrijednosti u razlicitim elementima, u integracijskim tockama koje se nalaze
na granici susjednih elemenata.

Promjena bilinearne forme generira dva problema: Prvo, potrebna nam je generalizacije Céa-
ine leme, i drugo, otvoren je problem elipti¢nosti diskretne bilinearne forme.

Uvest ¢emo ovu definiciju: za bilinearnu formu ay: Vj, x V,, — R kazemo da je uniformno
Vy,-elipti¢na ako postoji konstanta &, neovisna o potprostor V;, takva da je

Yo € Vy, allv|]® < an(v,v). (5.23)

Prva Strangova lema nam daje potrebnu generalizaciju Céa-ine leme. Nova apstraktna ocjena
greske sastoji se od sume greske interpolacije i gresaka aproksimacije biinearne forme i funkcionala
desne strane. Ovdje ponavljamo iskaz leme koja je dokazana u Sekciji 2.9.

Teorem 5.1 (prva Strangova lema) Promatramo familiju diskretnih problema &ija je pridruZena bili-
nearna forma uniformno Vj,-elipti¢na. Tada postoji konstanta C, neovisna o potprostor V},, takva da
je

|u —uyl| < C (1611‘£ {HU—UH + sup la(v, w) —ah(v,w)|}
veVh

veh Tl 50
s [0 Slal), |
s, Il
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5.2 Dovoljan uvjet uniformne V)-elipti¢nosti

Da bismo dokazali uniformnu Vj-elipti¢nost bilinearne forme iskoristiti ¢emo regularnost fa-
milije triangulacija.

Teorem 5.2 Neka je zadana formula numericke integracije

na referentnom elementu (K, P, i) za koju postoji cijeli broj &’ > 1, takav da je
° p C Py
e Unija to¢aka Ule{l;l} sadrzi IP;,_; unisolventan skup, ili, integracijska formula je to¢na na Py _s.

Tada postoji konstanta &, neovisna o potprostor V},, takva da je
Vo € Vi, alvf; 0.0 < an(v,v).

Dokaz. (i) Pretpostavit ¢emo najprije da skup UX, {b;} sadrzi Py_; unisolventan skup. Koristec¢i
pozitivnost integracijskih tezina dobivamo da za svako p € P vrijedi

L n

@) (0pb)* =0 = 0pb) =0, 1<i<n 1<I<L
=1 =1

Uoc¢imo da je 0;p € P _1, pa zbog svojstva unisolventnosti zakljucujemo da sve prve parcijalne
derivacije iSCezavaju na K. Stoga je

L
p— (Z@l

=1 i=1

n

1/2
(aiﬁ@z))?)

norma na kvocijentnom prostoru P /Po. S druge strane i preslikavanje p — [p|, ,.x je norma na
istom prostoru, pa zbog ekvivalencije normi na kona¢nodimenzionalnom prostoru zakljucujemo
da postoji konstanta C, takva da je

Y (0p(b))?

1 =1

vpe P, Clp?, <

L n
1,2; K

l

Ako je ispunjen uvjet da je integracijska formula tocna na Pap_s, onda dobvena nejednakost
prelazi u jednakost s C' = 1, jer je (0;p)? € Popr_o.
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(ii) Za proizvoljan element triangulacije K ocijenit ¢emo aproksimaciju izraza

/ Z aijﬁivﬁjv dx.
K

ij=1

Oznac¢imo v|k = px; zbog pozitivne definitnosti matrice koeficijenata imamo

Zle Z azgavav blK Zle Z Q5 szaij>(blK)

,j=1 4,j=1
> Z Wi, K Z(aipK(bl,K))
=1 i=1

Neka je F'(#) = By + bx afino preslikavanje koje preslikava K na K. Definiramo px = px o F,
i kako je triangulacija afina imamo px € P. Nadalje, iz

Dpi(by) - € = Dpg (b)) - Bc€,

izlazi | Dpgc(b)|| < || Dpx (b )|| | Bl Koristedi wy g = |det(Bg)|@; i tvrdnju (i) dobivamo
L n L n
Z Wi, K Z(aipK(bl,K))2 > || Bk | Z Wi, K Z(aiﬁK(bl))Q
I=1 i=1 =1 i=1

= |det(Bg)||| Bk |~ Z@z Z(aiﬁk(i?z))

> C|det(Bx)||| Bl ~ 2|pK‘12K

Sada primjenom Teorema 4.1 dobivamo
P2k < Cl| B l1det(Bi )| |px |, 0.

pa stoga izlazi

L n
> wik Y (Oipr(bix))® = CIBE I Bxll)~
=1 i=1

Prema Lemi 4.1 imamo

hh
1B IBr|l < == < C,
pp

gdje je C' neovisno o K € 7;,. Time smo dobili

n

L
Vo Vi Y wn Y (a,0,00,0) (i) = Aol o

=1 i,j=1
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(iii) Sumiranjem dobivamo

L n
Yo e Vi, ap(v,v) = Z Zw”( Z(aij&v@jv)(bl,;{)

KeT, 1=1 ij=1
Z a Z |v|i2;K = d|v|i2;ﬂ' U
KeTy,

Primjeri. Ako je referentni element n-simpleks tipa (1), onda je dovoljno koristiti integracij-
sku formulu (5.14). Naime, {a} je Py unisolventan skup. I drugi uvjet je zadovoljen jer je k' = 1,
pa je 2k’ — 2 =0, a formula je egzaktna na PP;.

Ako je referentni element trokut tipa (2) (n = 2), onda je dovoljno upotrijebiti formulu (5.15).
Naime, £’ = 2, a skup polovista stranica je IP; unisolventan skup. Isto tako vrijedi da je formula
(5.15) egzaktna na Pogr_o = Ps.

Ako je referentni element trokut tipa (3) (n = 2), onda je dovoljno upotrijebiti formulu (5.16).
Tada je &' = 3, a skup (U;a;) U (Ui<;a;5) je Py unisolventan. S druge strane, u ovom sluc¢aju drugi
uvjet nije zadovoljen jer formula nije egzaktna na Py o = Py.

5.3 Konzistentnost. Bramble-Hilbertova lema

Nadalje ¢emo promatrati samo specijalan slucaj u kome je

za neki k > 1. Pretpostavimo li da rjesenje varijacijske zadace lezi u prostoru H*+1(Q) i da je
Vi-interpolacijski operator dobro definiran, onda imamo

inf [lu—vliz0 < [lu— Myl < ChFulpn 20
veV)

Dakle, uz egzaktnu integraciju metoda ima red konvergencije O(h*). Zanimaju nas uvjeti uz koje
numericka integracija ne¢e smanjiti red konvergencije metode.

Uz pretpostavku da je diskretna bilinearna forma uniformno Vj-elipticka, prema prvoj Stran-
govoj lemi trebmo dokazati sljedeée ocjene:

la(ITpu, w) — ap(Ipu, w)|

sup < C(ayj, u)h*, (5.25)
wevi, [wll 20
F —
sup L0 = Sl oy (5.26)
wevi,  lwllize

Ove ocjene predstavljaju konzistentnost metode, dok uniformna elipti¢cnost daje njenu stabilnost.
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Bududi da vrijedi

a(Ilpu, w) — ap(Ipu, w) Z Fx (Z a;;0;(pu)0; w) (5.27)

KeTy,

(Fow) = fu(w) = Y Ex(fw), (5.28)

KeT,

i,7=1

dovoljno je dokazati sljedece lokalne ocjene:

vp',p € Py, |Ex (Z aijaiplajp> | < Clay|k, 0 )R N|0spll ;¢ (5.29)
ij—=1
Vp € Pr, |Ex(fp)l < C(fl)hillplhax, (5.30)

Cilj je sada sljedeci. Treba dobiti cjene (5.29) i (5.30), s konstantama na desnoj strani u odgova-
rajuéem obliku, tako da sumiranjem mozemo dobiti trazene ocjene (5.25) i (5.26).
Prvo dokazujemo pomoc¢ni rezultat.

Teorem 5.3 (Bramble-Hilbertova lema) Neka je €2 ograni¢ena Lipschitzova domena u R". Za dani
cijeli broj K > 0i p € [1,00], neka je F linearan i neprekidan funkcional na W**17(Q)), sa svojstvom

Vp e Py, (F,p)=0. (5.31)
Tada postoji konstanta C' = C'(2), takva da je
o € WERQ),  |(F,0)] < CIF s palvliripo (5.32)

gdje je || - [|;11 o Norma u dualu prostora W*+17(€).

Dokaz. Neka je v € WHFLP(Q) proizvoljna funkcija. Tada za bilo koje p € Py, vrijedi (F,v+p) =
(F,v), pa imamo

vp e Py, [E v =[Fv+p)| <[Flipallv + Pl

1 stoga
[(F, 0} < 1 F I3 10f [lv+ plletipo-
pEP

Tvrdnja sada slijedi primjenom Teorema 4.12. [

Sljedeca dva teorema daju nam trazene lokalne ocjene. Njihovi se dokazi baziraju na uporabi
Bramble-Hilbertove leme, i kako su dosta tehnicki slozeni, ne¢emo ih ovdje iznositi. Detalji se
mogu naéi u Ciarletovoj knjizi [1].
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Teorem 5.4 Neka postoji £ > 1, takav da je
P =P, (5.33)
Vo € Pyps, E(¢)=0. (5.34)
Tada postoji konstanta C, neovisna o K € 7, i h, takva da vrijedi
Ya € WE(K), Vp,p' € P,
| Ex (a0ip'0;p)| < Chigl|alli oo 100 k-1,2:510jplo0,25¢ 5.35)
< Chicl|all koo |19 1,255 |P]1,2:16 5.36)
Dokaz. [1], str. 193.
Teorem 5.5 Neka postoji £ > 1, takav da je
P =P, (5.37)
Vo € Pos,  E($) =0, (5.38)
i neka je ¢ € [1, 00| broj koji zadovoljava nejednakost
k-2 >0 (5.39)
q
Tada postoji konstanta (', neovisna o K € 7, i h, takva da vrijedi
Vfe Wh(K), ¥p e Py
|Bx(f)| < Chlg| K|~ Flly gorcpll 26 (5.40)
Dokaz. [1], str. 195.
Nas osnovni rezultat je sljedeé¢i teorem:
Teorem 5.6 Neka su ispunjeni uvjeti (H1)—(H4) te neka postoji cijeli broj & > 1, takav da je
P =P, (5.41)
HY(K) c C*(K), (5.42)

gdje je s najvisi stupanj parcijalne derivacije koja se javlja u stupnjevima slobode 3. Neka je k tome

Vﬂg € Por_o, E(Qg) = 0.
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Tada ako rjegenje u € Hj () varijacijske zadaée koja odgovara podacima (5.3), (5.4) pripada prostoru
H*1(Q), ako je a;; € WF°(Q) za 1 < i,j < n, iako je f € W"(Q) za neki ¢ > 2, k > n/q, onda
postoji konstanta (', neovisna o h, takva da vrijedi

n
lu = unll 20 < CP*(ulkirze + Y laijlkecalltllerze + 11 fllkge), (5.44)
ij—=1

gdje je uj, € Vj, rjeSenje diskretnog problema.

Dokaz. U uvjetima teorema mozemo primijeniti Teorem 4.3 koji daje egzistenciju konstante C,
neovisne o h, takve da je
lu = Myull1 20 < Chfulps 0.

Polazedi od (5.27) i koriste¢i Teorem 5.4, dobivamo

la(ITpu, w) — ap(Ilu, w)| < Z |Ex (Z aijai(Hhu}K)ﬁjMK) |

KeT, ,5=1

n
<O R Y s llkoos Tnulln 2 [wh 2

KeT, i,j=1

S Chk <zn: ||6Li,j

ij=1

1/2
k700;9> (Z ||HhU||z,2;K> w120

KeTy,
S druge strane, koriste¢i ponovo Teorem 4.3 dobivamo

1/2 1/2
(Z HHhuHi,Z;K> < lulle20 + (Z Hu_HhuHIZc,Q;K)

KeTy, KeTy,
< |lullg,2:0 + Chlulpsr2:0 < Cllulps1,20,

1 stoga

inf {|lu—v]120 + sup |a(v, w) —ah(v,w)|}
veV), weV; H’LU

1,2;Q
la(TTpu, w) — ap(Ipu, w)|

< [Ju — Hpu||1,20 + sup

wEeV}, H’LU||1,2;Q
n
< Ch* (!u|k+1,2;9 + ) Haz',jHk,oo;fz||u||k+1,2;ﬂ> -
ij—1
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Slicno, polaze¢i od (5.28) i koriste¢i Teorem 5.5, dobivamo

(Fow) = fu(w)| < Y |Bx(fw)]

KeTy
<O Y Wl K|V fl el lw]
KeT,
< CRAQYD YD fllegallwlize,

gdje smo iskoristili nejednakost

koja vrijedi za sve a > 1, > 11 v > 1 koji zadovoljavaju

RN

a B v
U nasem smo slucaju uzeli § = ¢, v =21 1/a = 1/2 — 1/¢; To je razlog zbog kojeg trebamo
q > 2. Time smo dobili

o LPL0) = fy ()

< CRHQIYD =D £l .
weV, Hw||1,2;9

Tvrdnja teorema sada slijedi iz prve Strangove leme, buduéi da je nasa bilinearna forma uniformno
Vy-elipticka. [

Uvjet da formula numericke integracije mora biti to¢na na Ps;_» moze se interpretirati na
sljedeci nacin: Ako su koeficijenti a; ; konstantni onda integrali

/ ai7j8iu8iv dx
K

moraju biti izracunati egzaktno.

Ako tvrdnju torema specijaliziramo na n-simplekse, onda imamo sljedece rezultate:

Za n-simplekse tipa (1) dobivamo ||u — us||12.0 = O(h) ako je formula numericke integracije
tocna na konstantama.

Za n-simplekse tipa (2) dobivamo [Ju — up||1 2.0 = O(h?) ako je formula numericke integracije
tocna na polinomima stupnja n < 2.

Za n-simplekse tipa (3) dobivamo |[u — us 120 = O(h?) ako je formula numericke integracije
tocna na polinomima stupnja n < 4, itd.

Bibliografija

[1] Philippe G. Ciarlet. The Finite Element Method for Elliptic Problems, volume 4 of studies in
Mathematics and its Applications. North-Holland, Amsterdam, 1978.
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6

Princip maksimuma

6.1 Slabi i jaki princip maksimuma za elipticke jednadzbe

Za elipticku diferencijalnu jednadzbu u nedivergentnoj formi vrijede klasi¢ni principi maksi-
muma. U domeni Q C R, promatramo diferencijalni operator

d 0*u d u
pri ¢emu pretpostavljamo da je matrica A(x) = (a;;(z)) u svakoj tocki domene simetri¢na i

pozitivno definirna. To znaé¢i da postoje pozitivne funkcije A\, A: Q@ — R takve da je za svako
x e B o . .

0 < A@)[€]? < A(@)E- € < Adx)[€]?,  VE e R
Pri tome ¢emo jos pretpostavljati da

[b: ()]
A(z)

Za diferencijalni operator L koji udovoljava tim uvjetima kazemo da je elipticki, a ako je A(z)/A(z)
ogranicena funkcija, onda je operator uniformno elipticki.

Ovdje ne¢emo postavljati uvjete na glatkocu koeficijenata ve¢ ¢emo samo pretpostavljati da
je funkcija na koju operator djeluje glatka, tako da klasi¢ne derivacije imaju smisla.

Slabi princip maksimuma ima sljedeéi iskaz:

< 400, x €

Teorem 6.1 Neka je L eliptitki operator (6.1) u ograni¢enoj domeni € i neka je u € C%(Q) N C(Q)
funkcija koja zadovoljava Lu > 0 i neka je ¢ = 0. Tada je
SUp U = Sup u.
Q o0

U slu¢aju Lu <0 i c =0 vrijedi

inf v = inf u.
Q )

134
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Dokaz se moze naéi u [1].
Pretpostavimo sada da je ¢ < 0 u Q i oznac¢imo s QF C Q skup na kome je u > 0. Zbog
neprekidnosti funkcije v skup Q% je otvoren i ako imamo Lu > 0 onda je

Lou = >
ou = Z a; ;(x 8:618% Z bi(x 8;1:1 —c(x)u > 0,

».7 1 i=1

na Q*. Sada po Teoremu 6.1 imamo

supu’ < max(0,supu) = supu™.
Q 09 o0

Analogno zakljucujemo kod suprotne nejednakosti.

Posljedica 6.1 Neka je L elipti¢ki operator (6.1) u ograni¢enoj domeni i neka je u € C2(Q)NC(9)
funkcija koja zadovoljava Lu > 0 i neka je ¢ < 0. Tada je

supu < supu’.
Q B

U slu€aju Lu < 0 i ¢ < 0 vrijedi’
infu > infu™.
Q o9

Uoc¢imo da u slucaju Lu = 0 vrijedi

sup |u| = sup |ul.
Q o0

Uvjet ¢ < 0 ne mozemo oslabiti sto se vidi na primjeru spektralne zadace Au+ Au =0, u =0
na 0f2.

Jaki princip maksimuma tvrdi da jedino konstantna funkcija postize maksimum u unutrasnjosti
domene.

Teorem 6.2 Neka je L uniformno elipti¢ki operator (6.1) u domeni €2 (ne nuZno ogranienoj) i neka
je ¢ = 0. Pretpostavimo da je u € C?%(Q) funkcija za koju je Lu > 0 (Lu < 0). Ako u postiZe svoj
maksimum (minimum) u unutradnjosti domene 2 onda je u konstanta.

Ako je ¢ < 0i ¢/ ogranitena funkcija, onda u ne moZe postizati svoj nenegativni maksimum
(nepozitivni minimum) u unutradnjosti domene osim ako je konstanta.

Dokaz se moze naéi u [1].

Lu= max(u,0) i = = min(u,0).
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6.2 Slabi princip maksimuma za elipticke jednadzbe u di-
vergentoj formi

Slabi princip maksimuma prenosi se i na diferencijalne operatore u divergentnoj formi i njihova
slaba rjesenje. Neka je zadan operator oblika

Lu=— Z aii (Z; az‘,j(ff)g—; + bz(:v)u> + Z ¢i(z) g;i + d(z)u, (6.2)

i=1

gdje su a;;, b;, ¢; i d izmjerive funkcije na Q C R? Ovom je operatoru pridruzena bilinearna
forma

a(u,v) = (6.3)

d d S d
/Q [; (; ai7j(:c)a—xj bi(x) ) o (Z ci(x &U@ x)u) v] dw,

i=1

Uocimo da operator (6.2) u odnosu na (6.1) ne samo $to je u divergentnoj formi veé¢ ima i predznak
minus ispred glavnog dijela, sto ¢e promijeniti smjerove nejednakosti.

Da bi bilinearna forma (6.3) bila dobro definirana i pretpostavit ¢emo da su svi koeficijenti
diferencijalnog operatora ograniceni:

aij, b, c;de LX), i,j=1,...,d

Nadalje, pretpostavljamo da je operator L strogo eliptican u smislu da postoji konstanta A > 0
takva da je za svako x € (),

d
0<)\Z£2 Za” r)&&;,  VE e RY

i,j=1

Uoc¢imo nadalje da je u diferencijalnom operatoru (6.2) slobodni ¢lan jednak

Z 8@

te da za princip maksimuma moramo imati zadovoljen uvjet

Z 8%

(prmjena nejednakosti je posljedica promjene predznaka glavnog ¢lana). Taj ¢emo uvjet pretpos-
tavljati zadovoljen u slabom smislu:

i@+ > b5 ds =0 (6.4
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za sve test funkcije v € CL(Q), v > 0. Buduéi da su koeficijenti d i b; ograni¢eni argumentom
gustoce dobivamo da nejednakost (6.4) vrijedi i za sve v € W, (), v > 0.

Kazemo da funkcija u € H'(Q2) zadovoljava Lu < 0 (analogno Lu > 0 ) u Q ako vrijedi
a(u,v) < 0 (i analogno a(u,v) > 0) za svaku funkciju v € HJ(Q2) takvu da je v > 0 na Q.
Evidento je Lu = 0 u slabom smislu ako i samo ako je Lu < 01i Lu > 0.

Za funkciju iz prostora Soboljeva nejednakost poput v < k na 02 (k je konstanta) definiramo
s max(u — k,0) € H}(Q); drugim rijecima (u — k)™ € H}(Q). Analogno u > k definiramo s
min(u — k,0) = (u— k)~ € H}Q). Tu se radi o tome da tragovi funkcije zadovoljavaju te
nejednakosti skoro svuda. Nadalje, supremum po granici domene definiramo formulom

supu = inf{k € R: u < k na 0Q}.
o0
(Taj se supremum ¢esto naziva esencijalni supremum i ponekad pise kao esssup.) Infimum se

definira analogno, odnosno pomoc¢u formule infu = —sup(—u). Sada mozemo iskazati slabi
princip maksimuma.

supu < supu”  (infu > infu™).
Qp _as%) (Q Y )

Teorem 6.3 Neka funkcija u € H'(Q) zadovoljava Lu < 0 ( Lu > 0 ) u Q. Tada vrijedi
Dokaz. Neka je Lu < 0 u slabom smislu, odnosno
) . d
/ [; (Z a; ;(x + b;(x )u) 81}1 + (; ci(x) ! d(x)u) v] dx <0,
za sve v € H}(Q), v > 0. Izvr§imo parcijalnu integraciju u ¢lanu s vektorom b:

/Qg;b,-(x v /Z( 8961 _bi(x)vggi) dz,

¢ime dobivamo, koristedi (6.4):

/ [Z a;;(z 86: g;)l + é(cl(x) — bl(x))g;iv} dx

/ [Z bi(z 83: - d(x)uv] dx <0.

Posljednja nejednakost vrijedi za sve v > 0 za koje je uv > 0, pa ¢emo stoga nadalje promatrati
samo takve test funkcije. Takva funkcija nece postojati ukoliko je u < 0 skoro svuda, no u tom
slucaju nemamo sto dokazivati. Sada imamo,

d

/Q [Z_ aw(x)aa—;aa;jdx < /Q [i(bl(m) _Ci(x))ggi”]d”

i=1
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Koristeci ogranicenost koeficijenata na desnoj strani i Cauchyjevu nejednakost dobivamo da pos-
toji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

d
ou Ov
.. - < .
/Q [ E aw(x)axj 8xi]dx C/Q |Vulvdz, (6.5)

ij=1

za sve v > 0 za koje je uv > 0.

Uvedimo oznaku [ = supy, u™ i pretpostavimo ja je [ < supg u, jer smo u suprotnom gotovi.
Tada mozemo odabrati broj k koji zadovoljava | < k < supg u. Definirajmo test funkciju vy, =
(u—Fk)*.

Kako je [ > 0 vrijedi uvy, > 0; nadalje v, € H}(Q) zbog | < k, pa imamo uv;, € Wol’l(Q).
Imamo dakle dobru test funkciju koju mozemo iskoristiti u nejednakosti (6.5). Uo¢imo jos da
vrijedi:

\Y% >k
Vo =4 0 e (6.6)
0 zau <k

tako da kada vy uvrstimo u (6.5) integracija se po desnom integralu vrsi po skupu Ay, = supp(Vuy) C
supp(vk) = {z € Q: u(x) > k}. To je stoga sto imamo

/ |Vulvy, do = / |Vul|vg de = / |Vug|vg doe = / |V |vg da
Q supp(v) supp(vk) A

gdje u zadnjoj jednakosti uvazili da se moze integrirati samo po dijelu nosaca funkcije v, na kome
je gradijent razlicit od nule.
Nejednakost (6.5) sada prelazi u

d

ou Ovy,
.. - <
/Q [ E am(x)axj 8xi]dx < C’/Ak |Vog|vg, d,

ij=1

odnosno, koriste¢i ponovo (6.6) izlazi

d

c%k 8vk
. = < .
/Q [ E aw(:v)axj 8xi]dx < C’/Ak |V |vg dz

ij=1

Sada mozemo iskoristiti elipti¢nost kako bismo dobili (s nekom drugom konstantom C'):

/ |VUk|2d$U < C |Vvk|vk dx < CHVUICHLQ(Q)HUkHLQ(Ak)?
Q

A

odnosno
[Volize) < Cllokllz2cay-

M. JuraAk 10. ozujka 2008.



6.2 SLABI PRINCIP MAKSIMUMA ZA ELIPTICKE JEDNADZBE U DIVERGENTOJ FORMI 139

Na lijevoj strani ¢emo iskoristiti Soboljevljev teorem ulaganja. Za d > 3 imamo neprekidno
ulaganje H(Q) C LP(Q2), gdje je

L2
P=u0—y

DN | =
SN

p
U slucaju d = 2 imamo neprekidno ulaganje H'(Q) C LP(Q) za svako konacno p pa stoga mozemo
odabrati bilo koji p > 2. Nadalje, stoga, promatramo samo situaciju d > 2. Izlazi

[vrllr @) < ClIVrlz2@) < Cllvllzz(ay),

gdje koristimo da je vy € H}(Q) pa je v — ||[Vv|2(q) norma ekvivalentna s H'(€)-normom.
Desnu pak stranu mozemo ocijeniti na ovaj nacin:

1/q 2/p
fouocay < ([ 17ae) ([ oy ae) = 4 oo,
A A,

! +1 1 = P
_— —_ = q:—:
p/2 g p—2

jer je

TR

Time smo dobili
okll ey < CLARY okl o)

Ukoliko je v, = 0, onda je u < k Sto je kontradikacija s k < supg u. U suprotnom dobivamo
1< COlAYY = A >0 (6.7)

Ocjena (6.7) vrijedi za sve k € [l,supg u). Konstanta na desnoj strani ne ovisi o k pa mozemo
prijec¢i na limes kada k& — supg u. Odaberimo u tu svrhu jedan podniz

ki < kg <---, li{nk‘lzsupu.
Q

Primijetimo da supg © moze biti konacan ili beskonacan. Sada se lako uocava da je
Ak1 DAkQ DAkS IDRUEI

1 stoga imamo
A={ze€Q:u(r) =supu} =MNAy,.
Q

Taj skup, zbog neprekidnosti mjere, ima pozitivnu mjeru, |A| = lim |4;,| > C~%. Sada slijedi da
supg v mora biti konacan. Nadalje, tada je Vu = 0 s.s. na A, sto je kontradikcija s A C Ay,.

Kako smo u svakom slucaju dosli na kontradikciju zakljucujemo da je pretpostaka [ < supq u
pogresna i dokaz je gotov. Analogno se pokazuje druga nejednakost. [J
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6.3 Diskretan princip maksimuma

6.3.1 Primjer: metoda konacnih diferencija

Kako bismi ilustrirali diskretan princip maksimuma uzet ¢emo jedan jednostavan primjer.
Promotrimo Dirichletovu zadac¢u za Laplaceovu jednadzbu

—Au=f naf, (6.8)
u=g¢g mna . (6.9)
Pretpostavimo k tome da je f € C(Q) te g € C(99) i da imamo klasi¢no rjesenje u € C*(Q) N
@),
Radi jednostavnosti diskretizacije uzmimo je Q = (0,a) x (0,0) C R? i pretpostavimo da
mozemo odabrati takav h > 0 da je
a=nh, b=mh, n,meN.
(U opéenitom slucaju bismo imali h, i hy, no ovdje radi jednostavnosti notacije pretpostavljamo
da je h=h, = hy.)
Diskretizacijska mreza se definira na sljedec¢i nacin:
Qn=A{(h,jh):i=1,....n—1;j=1,....m—1} CQ
o, =A{(ih,jh):ie{0,n}, j=1,....m—1;ilii=1,...,n—1; j €{0,m}}.
Ocito je 08, C 052 te konaéno definiramo Qp, = Qp U 09,

Skup €, je diskretizacijska mreza. U unutarnjim tockama mreze €, N Q = €, derivacije
aproksimiramo na uobicajeni nacin:

0%u uw(x + h,y) — 2u(z,y) +ulzr — h,y) 1 0%
@(l’ay) = 2 + 1R, |R| < EH@HW
gdje smo s || - |l 0znagili max-normu prostora C(2). Posve analogno postupamo s drugom

derivacijom po ¥, Sto vodi na jednadzbu

_(u(ih + h,jh) — 2u(ih, jh) + u(ih — h, jh)

h? "
h.jh + h) = 2u(ih jh) + u(ih jh— )\ _ h
o g h) — 2ulih 1) £ uhogh MY _ pin, i)+ 2 R(in, 1),

za svako (ih, jh) € Q. Odbacujuéi clan h?R(ih, jh) i zamijenjujuéi toénu vrijednost u(ih, jh) s
aproksimacijom u; ; = u(ih, jh), dobivamo metodu

1

72 [ — U1 — W15 + AU 5 — Ui — ui+1,j:| = fij, V(ih,jh) € (6.10)

Uuij = gij, V(ih, jh) € O, (6.11)

pri cemu koristimo standardne oznake f; ; = f(ih, jh), g;; = g(ih, jh).
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Napomena 6.1 Uoc¢imo karakteristican five point stencil v kome je vrijednost w; ; vezana s cetiri
susjedne vrijednosti: w;j_1, Wi—1;, Wij+1 ¢ Wipr,. U tom smislu kaZemo da su tocke (ih,jh),
(th + h,jh), u(ih — h,jh), (ih,jh + h) i (ih,jh — h) susjedne. Nadalje, za tocku kaZemo da je
blizu ruba ako ima barem jednu susjednu tocku koja je na rubu. Nadalje, za (ih, jh) € Qy korisno
je uvesti oznaku

Niaj = {(Z_ 1,]),(Z+ 17])7(Zaj - 1)’(27] + 1)}

Svaku funkciju uy: Q, — R nazivamo mreina funkcija. Kada u skup tocaka €, uvedemo
uredaj mozemo mreznu funkciju predstaviti vektorom. Standardan uredaj u skupu €, je leksiko-
grafski. Prvo numeriramo sve tocke iz €2, iduéi “po recima”, a zatim numeriramo tocke s 0€y,.
Kako je M; := card(Q2,) = (n — 1)(m — 1), te My := card(0S2,) = 2(m + n), pri ovakvom indek-
siranju prvih M; komponenti vektorskog prikaza mrezne funkcije pripada unutrasnjosti domene,
a komponente s indeksima ¢ = My + 1,..., M; + M, pripadaju tockama s ruba domene.

Nadalje ¢emo pretpostavljati da imamo leksikografski uredaj tocaka u €, opisan vise i za
mreznu funkciju u, pripadni vektor ¢emo oznaciti s U,. Mala slova ¢e, dakle, oznacavati mrezne
funkcije, a velika vektore.

Mreznu jednadzbu (6.10), (6.11) mozemo sada zapisati u obliku sustava linearnih algebarskih
jednadzbi:

AnUn = Qn,  Qn=—A,Gh, + Fy. (6.12)

Ovdje je U, vektor koji odgovara unutarnjim komponentama mrezne funkcije wuy, dakle ime M,
komponenti. Analogno G € RM2 i F,, € RM: su vektori koji odgvaraju mreznih funkcija g, i f5.
Kako g, zivi na 0§, vektor G}, ima samo M, komponenti, dok je f, zadana samo na €2, pa njen
vektor ima M; komponenti. Matrica A, je kvadratna dimenzije M;, a matrica /Alh ima dimenziju
My x M;. Vektor —AhGh predstavlja Dirichletove vrijednosti koje su prebac¢ene na desnu stranu.

Stuktura matrica je, naravno, ovisna o nac¢inu numeracije mreznih tocaka i u nasem primjeru
jednostavno ju je opisati. Matrica Aj, je blok-trodijagonalna:

[T I
I T —I
I T —I
~-I T

gdje je I € R*17~1 identiteta i T € R*~1"! trodijagonalna matrica:

4 -1
-1 4 -1

M. JurAK 10. ozujka 2008.



6.3 DISKRETAN PRINCIP MAKSIMUMA 142

S druge strane, matrica A;, € RM>*M2 ima ovu strukturu:

(An)ij =

~ —1/h* tocka s indeksom ¢ je blizu ruba, a j je na rubu
0 inace '

Uvedimo jos i prosirenu matricu sustava
Ay = [AMA;L} € RMxM,
gdje je M = M, + M. Sada se lako provjerava da matrica sustava ima sljedeci niz svojstava:
1. (Ap)i; >0zasvei=1,..., My;
2. (Ay)i; <O0zasvei=1,....M,j=1,....,Mii#j;
3. Zj.w:ll(Ah)i,j >0zasvei=1,..., M
4. Zj\/[:ll (Ap)ij > 0 za sve 7 koji su blizu granice;
5. Zj.\/[:ll(flh)i,j =0zasvei=1,..., M
6. A, je ireducibilna.

Sva se ova svojstva neposredno provjeravaju osim ireducibilnosti koja je definirana u Sekciji 6.3.3.
Tamo smo i pokazali na osnovu Varginog teorema da je matrica Aj, ireducibilna. Dapace, prema
svojstvima 3 i 4 ona je i ireducibilno dijagonalno dominantna (Definicija 6.3) te je po Posljedici 6.3
i regularna. Konacno, matrica Aj, je simetricna i ima pozitivne dijagonalne elemente pa je stoga
i pozitivno definitna (Posljedica 6.4).

Premda se regularnost matrice A; mogla pokazati posve direktno, pojam ireducibilnosti i
ireducibilne dijagonalne dominantnosti vazni su za tretiranje slozenijih i generalnijih primjera.

6.3.2 Ocjena greske metode konacnih diferencija

Greska je razlika izmedu tocnog i aproksimativnog rjesenja. Ovdje ¢emo ju mjeriti u max-
normi. Preciznije, ako je u(x,y) totno rjesenje, onda definiramo mreznu funkciju u(ih, jh) =
u(ih, jh) i zelimo ocijeniti

| = ih, ih) — u(ih, §h)|.
Jun = o = max s (ih jh) = u(ih jh)

Naravno, mogucée je odabrati i drzgaciju normu, na primjer diskretnu L? normu:

n—1m—1 1/2
[un, —llon = h (Z > lun(ih, jh) — u(ih,jh)P) :

i=1 j=1
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Nakon $to smo izabrali neku normu || - ||, u kojoj ¢emo mjeriti gresku, kazemo da je metoda
konvergentna ako je

li — |, = 0.

lim [up, — @l

Red konvergencije je p > 0 ako postoji konstanta C' > 0, neovisna o h, takva da je
||Uh — ﬂ”h S Ch?.

Konzistentnost metode nam kaze da to¢no rjeSenje @, odnosno pripadni vektor U zadovoljava

— 1 Ot o'
AT = Qp + 2 < — (11550 + =

S druge strane imamo A,Uj, = @), pa oduzimanjem dviju jednadzbi dobivamo A, (U —U,) = h®R;,.
Da bismo dobili ocjenu greske treba invertirati matricu Ap:

lun = Ulloo = |Un = Ulloe = |4, " An(U = Un)llso < [| 4, llooh® || Ril|c-

Ponovo, umjesto max-norme mogli smo koristiti proizvoljnu normu || - ||,. Pojam stabilnosti
numericke metode vezan je uz normu inverzne matrice A,:l. Opcenito kazemo da je numericka
metoda stabilna u || - ||, normi ako postoji konstanta C' > 0, neovisna o h, takva da je

1Az In < C.

U nasem primjeru moguce je pokazati, a to ¢emo vidjeti kasnije u opcenitijem slucaju u Sekci-
ji 6.3.4, da je metoda stabilna u max-normi- Preciznije, vrijedi

_ 1
147 e < 750 + 7).

Time smo pokazali da je

1 oM 0*u
— Ul < — (@2 + ) [ || == ||oc + =—||oo | A% 6.13
o =l < 35500° 4 ) (1550 + 52 (6.13)
Metoda je dakle drugog reda tocnosti, no uoc¢imo da je to dokazano uz neprirodno jake uvjete na
glatkoc¢u rjesenja.

6.3.3 Ireducibilne matrice

Ovdje nas zanimaju svojstva reducibilnih i ireducibilnih matrica pa je prirodno promatrati
samo kvadratne matrice koje se ne reduciraju na skalar, tj. pretpostaviti da je dimenzija matrice
uvijek strogo veca od 1.
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Definicija 6.1 Matrica A = (a;;) € R™" je reducibilna ako postoji neprazan skup S C N =
{1,2,...,n}, S # N, takav da je

ViGS,VjEN\S, am-:O.

Matrica je ireducibilna ako nije reducibilna.

Jedan nacin karakterizacije reducibilne matrice dobivamo odgovaraju¢om permutacijom reda-
ka i stupaca matrice. Prisjetimo se stoga da je permutacija o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} svako
bijektivno preslikavanje. Matrica permutacije o, u oznaci P,, je matrica definirana formulom

(Po)ij = 0o(i) 4>

gdje je 6 Kronekerov delta-simbol. Matrica permutacije ima u svakom retku i svakom stupcu
toéno jednu jedinicu, a svi ostali elementi retka (stupca) jednaki su nuli. Nadalje, matrica djeluje
na vektor tako da vrsi permutaciju o njegovih komponenti.

Svaka permutacijska matrica je ortogonalna jer imamo

n

(PoP)ij = Z(Pcr)i,k(Pa)j,k = Z o (i) k00 (j) k = Oij-
k=1

k=1
Lako se provjeravaju sljedeca svojstva:

1. Mnozenje matrice A matricom permutacije P, s lijeva, P, A, permutira retke matrice A
permutacijom o;

2. Mnozenje matrice A transponiranom matricom permutacije P] s desna, AP7, permutira
stupce matrice A permutacijom o;

3. Za svake dvije permutacije o i 7 vrijedi P,or = Py Py;
4. P,on =P =PI

Lema 6.1 Matrica A je reducibilna ako i samo ako se moZe naéi permutacijska matrica P takva da
je

(6.14)

PAPT = |:A1,1 A1,2:|

0 Ay
gdje su Ay 1 i Ay kvadratni blokovi.

Dokaz. Neka je matrica A ireducibilna i neka je S C N skup iz definicije ireducibilnosti.
Odaberimo permutaciju koja sve indekse iz S premjesta na posljednja mjesta u N, tako da
jeo(S) ={r+1,7+2,...,n}. Neka je P pripadna matrica permutacije; tada su u PAPT svi
reci matrice A koji odgovaraju indeksima i € S dosli na posljednjih n — r mjesta, dok su reci
koji odgovaraju indeksima iz N \ S dosli na prvih r mjesta. Ista se transformacija desila sa

M. JurAK 10. ozujka 2008.



6.3 DISKRETAN PRINCIP MAKSIMUMA 145

stupcima. Prema tome, na mjestima r +1<i<nil<j<r, (PAP7);; = ay, za neke k € S
il e N\S; stoga je (PAPT);; = 0. Nadalje, blok A;; ima dimenziju r x r, a blok Ay, ima
dimenziju n —r X n —r.

Obrat. Ako vrijedi (6.14), onda za S mozemo uzeti o~ ({r+1,...,n}) i svojstvo reducibilnosti
se lako provjerava. [J

Ako trebamo rijesiti linearan sustav s reducibilnom matricom, onda se zadaca svodi na
rjeSavanje dva sustava s dijagonalnim blokovima. Zaista, sustav

Arn A 1) _ b
0 Ags @~ [p®@

Ayoz® = b
Al’ll‘(l) = b(l) — A1’2$(2).

se svodi na

S te strane je ireducibilnost pozeljna no metoda kona¢nih elemenata (diferencija ili volumena)
prakticki uvijek vodi na ireducibilne matrice. Vidjet ¢emo da ireducinilnost ima i pozitivnih
posljedica no prvo nam treba jedan kriterij dokazivanja ireducibilnosti.

Svakoj matrici mozemo pridruziti usmjereni graf. Prisjetimo se da je usmjereni graf uredeni
par G = (V, E) koji se sastoji od nepraznog skupa toc¢aka V' (vrhovi grafa) i skupa E uredenih
parova vrhova (bridovi grafa).

Kvadratnoj matrici reda n pridruzujemo usmjereni graf na sljede¢i nacin: svakom indeksu
i€{1,2,...,n} pridruzimo jednu rocku P;, tako da
{P, P, ..., P,} predstavlja skup od n razli¢itih tocaka. Zatim za svaki element matrice a; ; # 0
grafu pridruzimo usmjereni brid (P, P;). Tako konstruirani graf ovisi samo o profilu matrice, a
ne i iznosz njenih elemenata.

Lako se provjerava sljedec¢a tvrdnja: Ako je P matrica permutacije, onda matrice A i PAP”
imaju usmjerene grafove koji se razlikuju samo u labeliranju vrhova grafa.

Unutar usmjerenog grafa postoji usmjerena staza koja povezuje tocku FP; € V' s tockom P; € V
ukoliko postoje tocke F;,,... P; € V takve da je

(Pi>Pi1)’(Pi17 iz)?(PiQ’ i3)>“'(Pir7Pj)€E'

Definicija 6.2 Usmjereni graf (V, E) je povezan ako za svaki ureden par medusobno razli¢itih vrhova
(P, P;) € V postoji usmjerena staza unutar grafa koja povezuje totku P; s P;.

Teorem 6.4 (Varga, 1962) Matrica je ireducibilna ako i samo ako je njen usmjereni graf povezan.

Dokaz. Neka je matrica A ireducibilna i neka je iy proizvoljan indeks. Zelimo pokazati da je on
povezan usmjerenom stazom sa svakim drugim indeksom j. Stoga uvedimo skup indeksa

T = {j: indeks ig je povezan s indeksom j usmjerenom stazom}.
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Zbog ireducibilnosti matrice skup 7' je neprazan. Naime, u suprotnom bi za sve j # iy bilo
a;,; = 0, pa bi uzimajuéi S = {ip} mogli pokazati da je matrica A reducibilna.

Ostaje nam pokazati da je T'= N = {1,2,...,n}. Pretpostavimo suprotno, da S = N\ T
neprazan skup. Uzmemo li j € T'i k € S dovoljno je pokazati da je nuzno a;; = 0 jer smo
time dosli do zakljucka da je matrica A reducibilna, $to je u suprotnosti s pretpostavkom i slijedi
T=N.

Ostaje nam samo primijetiti da kada bi bilo a;; # 0 onda bi mogli konstruirati usmjerenu
stazu od 4o do k jer zbog j € T mozemo konstruirati stazu do k, a a; # 0 daje da je (P}, Py) € E.
No time smo dosli u proturjecje s pretpostavkom j € S koja povlaci da takva staza ne postoji.
Stoga je nuzno a,;; = 0 i tvrdnja je dokazana.

Obrat. Neka je pripadni usmjereni graf povezan. Ako bi matrica bila ireducibilna mogli bismo
na¢i neprazan skup S C N, takav da je T'= N \ S neprazan i aj, = 0 zasve j € S, k € T.
Povezimo indekse j i k usmjerenom stazom:

(Pjv Pi1)> (Pil? i2)a (Pim i3)7 s (Pirapk) €L
Neka je i; najveci indeks u ovom nizu za koji je ¢; € S, pri ¢emu uzimamo da je ig = j i 4,41 = k.
Ocito 4; # k te stoga postoji 4,41 € T takav da je (P, P;,,,) € £, odnosno a;,;,, 7# 0. No to je
kontradikcija s definicijom skupaova S i 7. Time je dokazano da je matrica ireducibilna. [

Primjer. Pokazimo da je matrica Ay iz Sekcije 6.3.1 ireducibilna. Za skup vrhova mozemo
uzeti tocke iz €)p,. Svaki vrh je tada evidentno povezan sa svojim susjednim tockama (vidi Napo-
menu 6.1) pa je evidentno da svake dvije tocke mozemo povezati usmjerenom stazom. [J

Prisjetimo se da je matrica A reda n strogo dijagonalno dominantna ako je

|CLi’i| >0, 0 :Z|ai,j|, Vi = 1,...,n. (615)
J#i
Ponekad se preciznije govori o strogoj dijagonalnoj dominantnosti po recima jer je isti pojam
moguce formirati i po stupcima.

Stroga dijagonalna dominantnost povlac¢i regularnost matrice. To se lako pokazuje na osnovu
Gershgorinovog teorema. Uvedimo oznake

Di={z€C:|z—a| <) lai I},
J#i
Di={z€C:|z—a;| < Z laji|}-
J#i
Teorem 6.5 Neka je A kvadratna matrica reda n i 0(A) njen spektar. Tada vrijedi:

o(A) C (UL D) N (UL, D)).

=14
Dokaz. Neka je A jedna svojstvena vrijednost i x pripadni svojstveni vektor, normaliziran tako
da je ||z]| = 1. Tada iz Ax = Az dobivamo

n
Zawwj = )\.Z'i, 1 S 1 S n.
j=1
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Uzmimo indeks ¢ na kojem se postize maksimum u vektoru z; |z;| = 1. Eventualnim mnozenjem
vektora s -1 mozemo posti¢i x; = 1. Sad imamo

n
> iy = A= a,
JF#i

odnosno

n n
N =il <) aisllag] < lagl = o,

i ji

gdje smo iskoristili normiranje vektora. Time smo pokazali da je o(A) C U, D;. Buduéi da
transponirana matrica ima isti spektar dobivamo analognu ocjenu s transponiranom matricom. [
Sada se lako dokazuje

Posljedica 6.2 Strogo dijagonalno dominantna matrica je regularna.

Dokaz. Dovoljno je vidjeti da nula nije svojstvena vrijednost, a to slijedi iz Gershgorinovog
teorema prema kome bi 0 € o(A) narusilo strogu dijagonalnu dominantnost. [J
Stroga dijagonalna dominantnost je u mnogim slu¢ajevima suvise jako svojstvo.

Definicija 6.3 Kvadratna matrica A reda n je ireducibilno dijagonalno dominantna ako je ireducibilna
i ako vrijedi:

laigl =Y laigl, Vi=1,....n, (6.16)
i#i
| > Z la; ;|, zabarjedan 1 <i <n. (6.17)
i#i

Htjeli bismo pokazati da je ireducibilna dijagonalno dominantna matrica regularna, no sada
definicija dijagonalne dominantnosti ne iskljuc¢uje da je nula svojstvena vrijednost matrice A.
Ipak, ako jeste svojstvena vrijednost ona mora bit na rubu 0K, gdje je K = U} | D;, inace bi bio
narusen uvjet (6.16).

Sljedeca verzija Gershgorinovog teorema nam daje vise informacija o svojstvenim vrijednosti-
ma na rubu Gershgorinovih krugova, ako je matrica ireducibilna.

Teorem 6.6 Neka je A ireducibilna kvadratna matrica reda n. Tada je svojstvena vrijednos A € 0K,
K =U! ,D;, ako i samo ako je |\ —a;;| =0, zasvei=1,...,n.

Dokaz. Uzmimo svojstvenu vrijednost A € 0K i neka je x pripadni svojstveni vektor koji ¢emo
normirati tako da bude ||z]| = 1. Tada mozemo naéi indeks r takav da je 1 = z; > |x;| za sve
J. Kao u dokazu Teorema 6.5

n n
A= aisl <Y aisllas] <D laigl = o4,

J#i J#i
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no mozemo uociti i vise: Kako je sada A € 0K, to je |\ — a;;| = o; pa je

n n
D il = laigl-

J#i J#i

To znaci da je za svako j takvo da je a;; # 0, |z;| = 1. Zbog ireducibilnosti matrice A postoji
barem jedan j # ¢ takav da je a;; # 0; oznacimo ga s r. Tada kao gore pokazujemo da je
|\ — ay, | = 0,,. Postupak dalje nastavljamo nalazeci indeks ry # ry takav da je a,, ,, # 0.

Neka je sada j proizvoljan indeks. Prema ireducibilnosti i Varginom teoremu mozemo nadi
usmjerenu stazu u grafu matrice od indeksa ¢ do indeksa 7,

('Pi? PTI)’ (PT'17 P"'Q)’ Tt (P"'N‘Pj) E E7

odnosno takvu da je

i,y 7£ Oa Qry ro 7é 07 cee Qg 7é 07
i stoga dobivamo |\ — a; ;| = 0;. Time je tvrdnja dokazana. [J
Posljedica 6.3 Ireducibilno dijagonalno dominantna matrica je regularna.

Dokaz. Ako je nula svojstvena vrijednost matrice, onda je 0 € K. Prema prethodnom teoremu
la; ;| = 0; za sve 1 < i <mn, §to je u suprotnosti s (6.17). O

Posljedica 6.4 Ako je matrica A simetri¢na ireducibilno (ili strogo) dijagonalno dominantna s pozi-
tivnom dijagonalom, tada je ona pozitivno definitna.

Dokaz. Zbog simetrije sve svojstvene vrijednosti su realne, a zbog pozitivnosti dijagonalnih

elemenata one su pozitivne. Stroga pozitivnost slijedi iz toga Sto nula nije svojstvena vrijednost.
0

6.3.4 Diskretan princip maksimuma

Vratimo se nasem primjeru Laplaceove jednadzbe (6.10), (6.11). Uvedimo oznaku
oy = 0, \ {(0,0), (a,0),(0,b), (a,b)}.
Sada mozemo iskazati jako princip maksimuma.

Teorem 6.7 Neka je u;, mreZna funkcija definirana na €, s (6.10) i (6.11) te nke je f, mreZna
funkcija koja zadovoljava f;, < 0 na €2),. Ako funkcija wu;, postiZze svoj maksimum na €2, U 92} u nekoj
tocki iz €2, tada je wy, konstanta na €2, U 0€2;. Posebno vrijedi

max uy, < max .
Qn Qr
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Dokaz. Pretpostavimo da se maksimum funkcija w;, dostize u nekoj tocki (igh, joh) € € i da je
jednak u = uy(ioh, joh). Zbog f;; < 0 imamo

(4,3)E€Niy jg

gdje smo iskoristili oznaku JV;, j, iz Napomene 6.1. Iz dobivenog slijedi da su sve cetiri vrijednosti
jednake, onda se ponavljanjem argumenta lako dobiva da je mrezna funkcija konstantna svugdje
osim u vrhovima pravokutnika 2 = (0,a) x (0,b). rhovi pravokutnika nisu ukljuceni stoga $to
nisu vezani s drugim vrijednostima, odnosno ne ulaze u jednadzbe. [J

Zadatak 6.1 DokaZzite odgovarajucu tvrdnju za fr > 0.

Sada prelazimo na generalizaciju tog rezultata na opcenitiju situaciju. Neka je zadana dis-
kretna jednadzba

AUn=Qn, Qn=—ALGy + Fy, (6.18)

gdje je A, € RMMi - J, ¢ RMixMo,

Ovdje je Uy, vektor koji odgovara unutarnjim komponentama mrezne funkcije uy,, Gj, € RM2
i ), € RM1. Vektor G), odgovara Dirichletovim rubnim vrijednosti za koje pretpostavljamo da
postoja (M; > 1), dok Fj, odgovara funkciji desne strane.

Uvedimo jos i prosSirenu matricu sustava i prosireni vektor rjesenja

Uh]

A, = [Akmh} e RMM [, — {Gh

gdje je M = M, + M, i pretpostavimo da su zadovoljena sljedeéa svojstva;
(M1) (Ap)ii > 0zasvel <i< M;;

(M2) (Ap)i; <0zasvel <i,j<DM ii#j;

(M3) Z;‘V[:ll(Ah)i,j >0 zasve 1 <i< M;;

M4 Z 1(Ap)i; > 0 za barem jedan 1 <@ < Mjy;

(M4)

(M5) Ap, je ireducibilna;

(M6) (Ap)i; <Ozasve 1 <i< M;iM +1<j<M,;
(M7)

M7) S (Ap)iy > 0 zasve 1 < i < My;

(M8) Za svako M; + 1 < j < M postoji bar jedno 1 < i < M; takvo da je (/Alh)” # 0.
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Napomena 6.2 U (M8) pretpostavljamo da smo eliminirali one rubne vrijednosti koje nisu po-
vezane s drugim funkcijskim vrijednostima, kao sto su to bili vrhovi pravokutnika u primgjeru s
pocetka.

Napomena 6.3 Genralizirat cemo relaciju biti susjed na sljedeci nacin: Indeksi 1 < i < My i
1 <j <M su susjedni ako je (Ap);; # 0. Nadalje cemo za svaki 1 < i < My s N; oznaciti skup
svih susjednih indeksa.

Uoc¢imo da (M2) i (M6) mozemo zapisati u obliku
(M2)” (Ap)i; <0zasve 1 <i< M, 1<j<Miij;
i da tada (M7) prima oblik
(M7) (An)ii = D jen,

Napomena 6.4 Ireducibilnost matrice A, mozZemo formulirati na ovaj nacin: Svaka dva indeksa
1<t <My i1 <3< M moZemo povezati lancem susjednih indeksa.

(Ah)i,j’ za sve 1 S 1 S Ml.

Pokazuje se korisnim uvesti parcijalni uredaj u prostore matrica i vektora po komponentama.
Tako ¢emo pisati Fj, < 0 umjesto (F}); < 0 zasve 1 <i < M; A, > 0 umjesto (Ap);; > 0 za sve
1 <14,5 < M, i posve analogno za sve ostale relacije.

Sada mozemo dokazati, u poopc¢enoj situaciji, jaki princip maksimuma:

Teorem 6.8 Neka su ispunjeni uvjeti (M1)—(M8) i neka je Fj, < 0ineka je Uy, rjeenje sustava (6.18).

Ako prosireni vektor rjeSenja U, prima nenegativnu maksimalnu vrijednost za neki indeks 1 < i < M;,
tada su sve komponente vektora U, jednake. Posebno vrijedi

max (U,); < max {0, max (Uh)]} .
1<i<M Mi+1<j<M

Dokaz. Pretpostavimo da se maksimum proSirenog vektora postize na indeksu 1 < i < M i
neka je u = (Uy); > 0. Koristeéi oznaku N; iz Napomene 6.3 moZemo pisati:

< - Z(Ah>’bj(Uh)j - Z |(Ah)w|(Uh)J

gdje smo koristili (M2), (M6) i (M7), a u zadnjem koraku i pretpostavku uw > 0. Zbog (M1)
je (An)ii # 0 pa svugdje moraju vrijediti jednakosti. Nadalje, kako je po definiciji skupa N,
(Napomena 6.3) (Ap);; # 0 to imamo da je (U,); = u za sve j € N;. Zbog ireducibilnosti
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matrice A, (svojstvo (M5)) svaka dva indeksa 1 < 7,5 < M; mozemo povezati lancem medusobno
susjednih indeksa i stoga je (Uh)j =1 za sve 1 < j < M;. Onda su i sve tocke na granici, koje su
povezane s tockama u unutragnjosti medusobno jednake, tj. prema (M8) slijedi da je (U,); = 1
zasve 1 << M. O

Zadatak 6.2 DokazZite odgovarajucu tvrdnju za Fy, > 0.

Svojstvo ireducibilnosti matrice A; mozemo oslabiti ako je suma elemenata svako retka prosirene
matrice jednaka nuli. Imamo ovaj skup uvjeta:

N1) (Ap)ii > 0zasve 1 <i < Mj;

(N1)

(N2) (Ah)z]SOZaSVel<Zj<Mlll7é]’
(N3) Z (Ap)i; > 0zasvel <i< My;
(N4)

N4) Za svaki indeks 1 < i3 < M; za koji je suma u (N3) jednaka nuli postoji niz indeksa

Q9. . . yii41 takvih da je (Ap); #0zak=1,2,...,1 te da vrijedi

1k 7,Lk+l

My

Z(Ah)ilﬂd' > 0;

j=1
(N5) (Ap)i; <Ozasvel <i<M;iM; +1<j<M;
(N6) S0 (Ap)iy; =0zasve 1 <i< My
Uocimo da je uvjet (M4), koji se vise ne pojavljuje eksplicitno u (N1)-(N6), sadrzan u (N4).

Napomena 6.5 Motiwvirani primjerom Laplaceove jednadzbe uvest ¢emo ovakvu terminologiju:
Za indeks 1 < i < My kazemo da je daleko od granice ako je Z L(An)i; = 0. Indeks je blizu

granice ako je e Z (Ap)i; > 0, dok su indeksi i > My na granici. Svojstvo (N5) sada kaZe da
se svaki indeks koyz je daleko od granice moze povezati lancem susjednih indeksa s tockom koja je
blizu granice. Svaka tocka blizu granice susjedna je bar jednom tockom na granici (zbog (N7)).

Sada mozemo dokazati ovaj slabi princip maksimuma:

Teorem 6.9 Neka su ispunjeni uvjeti (N1)-(N6) i neka je F;, < 0i neka je Uy, rjedenje sustava (6.18).
Tada je . R
max (Up); < max  (Uy);.

1<i<M Mi+1<j<M
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Dokaz. Pretpostavimo da se maksimum proSirenog vektora postize na indeksu 1 < i < My i
neka je w = (Uy);. Na isti nacin kao i u Teoremu 6.8 dobivamo

(Ah)“u < - Z Ah 7,] Uh Z| 7]|

N;

< Z ‘(A’Zlh)z,]’ﬂ = (Ah)i,’ia?

N;

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili (N7) te imamo jednakost umjesto nejednakosti i pretpos-
tavka pozitivnosti maksimuma % nam nije potrebna. Kao u Teoremu 6.8 zakljucujemo da je
vrijednost rjeSenja u svim susjenim indeksima takoder jednaka w. Kako se svaka takva tocka
moze lancem susjeda povezati s tockom koja je blizu granice, ona se moze povezati i s tockama
na grabici, sto dokazuje tvrdnju. [

Zadatak 6.3 DokazZite odgovarajucu tvrdnju za Fy, > 0.

Sada lako slijedi princip usporedivanja:

Lema 6.2 Pretpostavimo da vrijede uvjeti (M1)—(M8) ili (N1)-(N6). Neka su U}, U? € R rjegenja
sustava

AU = —AGL+ Fl i=1,2,
gdie G1, G2 € RM2 te F}l, F? € RM zadovoljavaju G} < G% i F}! < F?. Tada je
Ul <UL
Dokaz. Razlika rjesenja Vj, = Ul — U? zadovoljava
AV, = —AL(G} — G2) + F} — F2.
Prema Teoremu 6.8 ili Teoremu 6.9, te zbog F}} — F? <01 G} — G2 < 0 dobivamo

max (V3,); <0,

1<i< M
odakle slijedi U} < UZ. O

Lema 6.3 Neka je A, € RM>*M matrica sa svojstvima (N1), (N2), (N3) i (N4). Tada za svako
Uy € RM yrijedi

AhUh Z 0 povIac’i Uh Z 0.
Dokaz. Zelimo primijeniti Lemu 6.2 s U} = 0, U? = Uy, Gy =G =0, Fy =0i F} = AUy, Pri
tome trebamo definirati matricu Aj, zadovoljimo (N5) i (N6). To je evidentno moguée, i stovise,
odabrana vrijednost nema nikakvog utjecaja na primjenu Leme 6.2. Kako su sve pretpostavke

leme zadovoljene zaklju¢ujemo da je U? > U}, odnosno Uy, > 0. O
U Lemi 6.3 smo pokazali da je matrica koja zadovoljava (N1)—(N4) monotona.
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Definicija 6.4 Matrica A je monotona ako Ax > 0 implicira z > 0.

Lema 6.4 Kvadratna matrica A je monotona ako i samo ako je regularna i A=! > 0.

Dokaz. Neka je matrica A monotona. Ako je Axr = 0 onda je onda je x > 0. Uzimajuéi —=x
zakljucujemo da je i x < 0, pa je x = 0. Time je regularnost dokazana. Nadalje, ako je e; i-ti
vektor kanonske baze, onda iz e; = A(A7te;) > 0 slijedi A7te; > 0, odakle se vidi da su svi
elementi inverzne matrice pozitivni.

Obrat, ako je A regularna i A= > 0, onda iz Az > 0 neposredno izlazi z = A~} (Ax) > 0. O

Definicija 6.5 M-matrica A je monotona sa svojstvima a;; > 0ia;; <0 zai # j.

Dakle, svaka monotona matrica A, koja zadovoljava uvjete (N1) i (N2) je M-matrica. Sada
mozemo dokazati drugu verziju principa usporedivanja.

Posljedica 6.5 Neka je A, € RM M monotona matrica i neka vrijedi (N5). Neka su U}, U? € RM:
rjeSenja sustava

AU = —A,GE + F, i=1,2,
gdie G}, G2 € R™2 te !, F? € RM! zadovoljavaju G} < G2 i F}} < F?. Tada je
Ul < U7
Dokaz. Jednadzbu X
Ap(Uy = Up) = —Au(G), = G}) + F, — F
pomnozimo s inverznom matricom:

(U = U3) = A (=AR) (G = G) + 4, (Fy = ).

Tvrdnja sada slijedi iz monotonosti. [

Izvedimo sada apriorne ocjene na bazi principa maksimuma. U tu svrhu ¢emo koristiti oznaku
1 za vektor odgovarajuce dimenzije ¢ije su sve komponente jednake 1. Nadalje, koristimo oznaku
| |0 za max-normu funkcije, mrezne finkcije ili vektora.

Teorem 6.10 Neka su ispunjene pretpostavke (N1)-(N5) i neka postoje vektori Wi, W2 € R za
koje vrijedi

AWE> 1, A W2 > —Ajl. (6.19)

Tada rjesenje jednadzbe AU, = —AhGh + F}, zadovoljava
—(|FhlocWy + |GhlocWE) < Up < |FuloaWyy + |GhloWi (6.20)
|Uh|oo < |Fh|OO|Wf}|oo+|Gh|OO|Wf?|OO' (6-21)

Ako vrijedi (N1)-(N4) i (6.19), onda je (|| - || je matri¢na norma koju generira | - |, norma)
145 oo < W |oc- (6.22)
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Dokaz. Uoc¢imo prvo da je
_th‘oo]- S Fh S ‘Fh|oo]-7

—|Ghleel < G, < |Ghlool.
Uvedimo vektor Vi, = |Fy, | W}k + |Grloo W32 — Uy, 1 uotimo da je zbog (6.19)

AVi = |Fuoo AnW,E + |Ghloo AWE — AU,
> | Fhlool — |Gh’ooAh]- + AyG) — F,
= (|Fhlocl = Fp) — Ah(’Gh’oo]- —Gyp) > 0.

Ovdje smo iskoristili —A, > 0, §to izlazi iz (N5). Prema Lemi 6.3 matrica A je monotona, pa
dobivamo V}, > 0. Time je dokazana jedna nejednakost u (6.20). Druga se dokazuje analogno.
Uzimajuéi maksimum dobivamo (6.21). Za dokaz nejednakosti (6.22) nam ne treba pretpostavka
(N5) koja se odnosu na matricu Ah. U tom slucaju uzimamo naprosto da je G, = 0, Fj, = AUy
i iz dokazanog dobivamo

Kako to sada vrijedi za proizvoljan vektor U} izlazi
|Al:1Uh|oo < |Uh|OO|Wi%|007
i odavde izlazi (6.22). O

Zadatak 6.4 Dowvrsite dokaz Teorema 6.10.

Iz Teorema 6.10 vidimo da ako Zelimo dokazati stabilnost metode moramo naéi vektor W)

takav da je
AWR 21, Wyl <C,

gdje C ne ovisi o h.
Primijetimo da vektor W}, zbog monotonosti matrice mora imati pozitivne koordinate.
Vratimo se sada na na$ primjer diskrezizacije kona¢nim diferencijama Laplaceove jednadzbe
na pravokutniku. Da bismo konstruirali trazeni vektor prvo konstruiramo funkciju

1 1
w(z,y) = grla—2) + ub )
koja zadovoljava
—Aw =1, na®
w >0, mnadf2

Bududi da je funkcija w polinom drugog stupnja (u separiranoj formi) to vidimo da vektor W
koji se dobije tako da se uzmu vrijednosti funkcije w u mreznim tockama zadovoljava AW, =1,
odnosno

AWy = =AW, +1> 1,
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gdje smo s W, oznagili vektor koji se dobiva iz vrijednosti funkcije w u tockama iz 0€2;. Nadalje,

_1 2 2
W] = 16(& + b%).

Time je stabilnost dokazana.
Pogledajmo sada kako bismo tu tehniku primijenili na proizvoljnu rubnu zadaé¢u oblika:

Lu=f, naQ (6.23)
u=g, mna 0. (6.24)

Trebali bismo nadi rjeSenje w te zadace za odabrane f > 11 g > 0. Zatim bismo za vektor W},
uzeli vrijednosti funkcije w u tockama mreze. Evidentno je |W|o = ||w||oo-

Pretpostavimo da je dana diskretizacija zadaée (6.23), (6.24) oblika AU, = — AW, + B,
koja je kozistentna s jednadzbom u smislu

Th :AhWh—i—AhWh—Fh, |Th|oo — 0 kada h — 0.

Uocimo da je u nasem prethodnom primjeru diskretna jednadzba bila egzaktno zadovoljena (T}, =
0) no opéenito to nije moguce postiéi. Sada imamo

AW, =Ty, — A,Wy, + F), (6.25)
Sada iz f > 11 G > 0 dobivamo da postoji konstanta o > 0 takva da je
— AW + By > o,
no dovoljno nam je da to vrijedi samo za dovoljno male h > 0. Sada iz (6.25) dobivamo
AWy =2 =Tyl + ad,

sto daje AWy, > (a/2)1 za sve h dovoljno male. Time smo dobili da je trazeni vektor 2W,/a, a
konstanta u ocjeni stabilnosti C' = 2||w||/cv.

6.4 Primjena na metodu konac¢nih elemenata

Diskretan princip maksimuma dobro je proucen u slucaju elipticke jednadzbe u dvije prostorne
varijable (d = 2) i konformnih kona¢nih elemenata prvog reda (P, elementi). Uvijeti koji se
dobivaju za elemente viseg reda i u trodimenzionalnom prostoru puno su kompleksniji od onih koje
¢emo izvesti za d = 2 za linearne elemente, ili u nekim situacijama, diskretan princip maksimuma
uopcée ne vrijedi.

Vratimo se ponovo na primjer Dirichletove zadace za Laplaceovu jednadzbu

—Au=f, naQ (6.26)
u=g, mna S, (6.27)
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gdje je Q C R? poligonalna ogranicena domena. Zadacu (6.26), (6.27) diskretiziramo linearnim
konformnim elementima na triangulaciji sastavljenoj od trokuta. Diskretan sustav ¢e ponovo biti
oblika

AU, = —ALGy + Fy,

gdje su unutarnji vrhovi triangulacije numerirani od 1 do Mj, a Dirichletove su tocke (vrhovi na

0€)) numerirane od M; + 1 do M = M; + M. Diskretizirane vrijednosti rubnog uvjeta i funkcije

desne strane oznacene su s G € RM2 i Fj, € RM1 dok je A;, € RMi>M A;, € RMixM:,
Elementi proSirene matrice sustava

/Ih = [Ak|*’21h:| S RMlXM,
dani su formulom

(Anhis = [ Vo5V oida= [ Vo,V ida

Q supp¢;Nsuppe;

gdje je ¢; bazna funkcija pridruzena nodalnoj tocki (vrhu trokuta) s indeksom i. Ako je i # j i
ako je bar jedna nodalna tocka unutarnja onda se presjek nosaca dviju baznih funkcija sastoji od
dva trokuta, dok se u slucaju da su obje nodalne tocke na rubu domene sastoji od samo jednog
trokuta.

Lema 6.5 Neka je 7, konformna triangulacija poligonalne domene €2 C R? sasatavljena od trokuta.
Neka je K € 7, trokut i neka su a;,a; € K dva razli¢ita vrha trokuta. Ozna&imo s o, unutarnji vrh

ij
trokuta koji je nasuprotan bridu [a;, a;]. Tada je

1
/ V¢j-V¢idm:—§c0tafj.
K

Dokaz. Trec¢i vrh u trokutu K oznacimo s a, tako da su sva tri vrha trokuta a;, a;, a;. Bazna
se funkcija ¢, poniStava na stranici trokuta koja je nasuprotna vrhu a; (u kojem je ¢;(a;) = 1).
To znaci da je derivacija u smjeru nasuprotne stranice trokuta jednaka nuli i prema tome ¢itav
gradijent funkcije ima smjer normale na nasuprotnu stranicu . To mozemo zapisati u obliku

Vo =—|Vo;n’ (6.28)

gdje je n/ jedini¢na vanjska normala (gleda izvan trokuta) na stranicu nasuprotnu vrhu a; (stra-
nicu razapetu s ay 1 a;). Predznak minus dolazi odatle sto funkcija ¢; raste u suprotnom smjeru
od n’. Iz

. 0—-1 1
—| V¢l =V, 0= - :_h_j (6.29)

J

gdje smo s h; oznagili visinu trokuta povucenu iz vrha a;. Stoga je
1

V¢j = —Fnj,
J
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pa imamo
) . 1
K
Vo Vo= n’-n'=— cos a;
j i i
hjh; hjh;
Konac¢no, trebamo izbaciti visine iz izraza, pomocu izraza za povrsinu trokuta:
2|K| = hjlar — a;| = hilax — a;| = |ax — a;| |ay — a;|sin o’
— Iy Uk i — 1| Wk 31— |Uk i k j 50

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili sinusov poucak. Sada je

1 :|ak—ai\|ak—aj|: 1
h;h; 41K |? 2| K|sin o
Time je konacno
v v cot afj
¢] . ¢’L - Q‘K‘

1 tvrdnja slijedi integracijom. [J

Posljedica 6.6 Neka su K i K5 dva susjedna trokuta triangulacije 7}, koji imaju zajedni¢ku stranicu
s vrhovima a; i a;. Tada je

1 sin(ozfj1 + C)éin)

Vo -Vodr=—= :
/KluKQ 050V Gidr QSin(af{l)sin(afff)

J

Dokaz. Primjenom adicione formule za kotangens. [J
Pogledajmo sada pod kojim uvjetima su ispunjeni uvjeti (N1)—(N6). Prvo, lako uo¢avamo da
je (N1) zadovoljen jer je

(Ap)ii = / |V ¢i|*dx > 0.
0

Nadalje, buduéi da je 3" ¢; = 1 na Q slijedi

M ~ M
Z(Ah)M:;/QVQSJ--V@dmz/QVLV@d:B:O,

=1

B

i time je dokazano (N6). Da bismo zadovoljili (N2) i (N5) moramo na triangulaciju postaviti
sljedeciuvjet:

e (Uvjet na kuteve) Za svaki par trokuta u 7, koji imaju zajednicku stranicu suma unutarnjih

kuteva nasuprotnih toj stranici mora biti manja ili jednaka 7. Ako trokut ima stranicu na
granici koja nije Dirichletova, onda nasuprotni kut mora biti manji ili jednak 7/2.
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Ako je ispunjen uvjet na kuteve onda prema Lemi 6.5 i Posljedici 6.6 slijedi (N2) i (N5).
Naime, svaki par indeksa (i,7), ¢ # j, odgovara matricnom elementu flm- = 0 ili odgovara paru
vrhova (a;, a;) koji ¢ine stranicu jednog trokuta. Tu stranicu mogu dijeliti dva trokuta ili samo
jedan. Ako ju dijele dva trokuta, recimo K; i Ky, onda za negativnost elementa, flm < 0, prema
Posljedici 6.6 mora vrijediti az{(jl +af§? < 7. Ako je stranica pala na granicu domene, onda se moze
nalaziti u jednom jedinom elementu, recimo K, i tada prema Lemi 6.5 mora vrijediti oszj <m/2.

Sada, naravno, jednostavno slijedi i (N3) jer je zbog (N6)

My M
S A== 3 (A =0, zal<i< M.
j=1 Jj=Mi+1

Tezak dio koji ostaje za dokazati je (N4). Za njega nam treba sljedeca pretpostavka

e (Uvjet povezanosti) Svaka dva vrha u triangulaciji koji ne leze na Dirichletovoj granici mogu
se povezati poligonalnom linijom koja je sastavljena od stranica trokuta koje ne leze na
Dirichletovoj granici.

Mi nec¢emo iéi u dokaz (N4) na osnovu uvjeta na kuteve i uvjeta povezanosti veé¢ ¢emo samo
primijetiti da ako uvjet na kuteve osnazimo tako da se u njemu trazi stroga nejednakost, onda je
u (N3) stroga nejednakost za svaki indeks ¢ blizu granice. Na osnovu toga i uvjeta povezanosti
lako se dokazuje (N4). Kao rezultat Teorema 6.9 dobivamo: Za f € L*(Q2), f <0

< .
rgrcleaﬁx up(x) < max up(x)

Pogledajmo kako bismo prosirili ovaj rezultat na slozenije diferencijalne operatore. Najjed-
nostavnije prosirenje je ono u kome Laplaceovu jednadzbu zamijenim s

—div(kVu) = f,
gdje je k po trokutima konstantna skalarna funkcija. U tom slucaju dobivamo
~ 1
(Ap)ij = —3 [, cot(oszjl) + kxk, cot(oc,ff]?)].

Negativnost tog ¢lana ne predstavlja vise Cisto geometrijski uvjet i stoga je tezak za analizu.
Slucaj pune difuzijske matrice jos daleko slozeniji.

Primijetimo jos$ da prisutnost ¢lanova nizeg reda ne ¢ini probleme ukoliko pripadna diskreti-
zacijska matrica ima pozitivnu dijagonalu i negativne vandijagonalne elemente. U slucaju jakog
konvektivnog ¢lana potrebno je koristiti speijalnu diskretizaciju kako bi se postigao taj efekt.

Bibliografija

[1] D. Gilbarg and N. S. Trudinger. FElliptic Partial Differential Equations of Second Order.
Springer, 1998.
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Adaptivne metode 1 aposteriorna ocjena
greske

7.1 Adaptivni konacni elementi

Brojne zadace za parcijalne diferencijalne jednadzbe modeliraju fenomene koji su prostorno
jako lokalizirani tako sto u jednom dijelu domene, obi¢no relativno malom, imaju singularitete ili
snazne oscilacije. Tada obi¢no u manjem dijelu domene moramo koristiti vrlo finu triangulaciju za
reprezentaciju rjeSenja, dok u preostalom dijelu dostaje i grublja diskretizacija. U jednostavnijim
situacijama takvi se lokalizirani fenomeni nalaze u dijelovima domene koji su na unaprijed poznati,
na primjer rubni singulariteti kao u primjerima iz Sekcije 4.5. Opéenito, potrebno je iz izracunate
aproksimacije detektirati takva podrucja pomocu procjenitelja greske.

Nakon $to smo izracunali aproksimativno rjesenje varijacijske zadace uj, na nekoj mrezi 7j, i
detektirali podruce u kojem trebamo povecati precitnost aproksimacije preostaju nam dva glavna
tipa adaptivne strategije: h-shema i p-shema.

U p-shemi na svakom elementu K na kojem je detektirana nedostatna preciznost aproksimacije
obogacujemo prostor funkcija Pg s dodatno baznom funkcijom; triangulacija pri tome ostaje
nepromijenjena. Da bi taj pristup bio efikasan potrebno je prije¢i s nodalne baze u prostoru
konac¢nih elemenatat na tzv. hijerarhijsku bazu. Taj je pristup novijeg datuma i s njim se ovdje
viSe ne¢emo baviti.

U h-shemi svaki se element K, na kojem je detektirana nedostatna preciznost aproksimacije,
dijeli u vise manjih elemenata. Pri tome su moguce dvije tehnike: Ako se vrsi subdivizija jednog
elementa, onda se dijeli i susjedni elementi kako bi se dobila triangulacija u kojoj susjedni elementi
dijele ¢itavu stranicu. Ta se tehnika koristi na trokutima (i tetraedrima). Vazno je pri tome
pazita da se ne izlazi iz okvira regularne familije triangulacija. Drug amoguénost je da se susjedni
elementi ne profinjuju. U tom slucaju dobivena triangulacija ne zadovoljava uvjet zajednice
stranice, pa stoga postoje nodalne tocke na granici dvaju elemenata koje pripadaju samo jednom
od dva elementa. Takve su tocke neregularne (hanging nodes) i da bismo na takvoj mrezi postigli
neprekidnost funkcije iz prostora konacnih elemenata vrijednost funkcije u neregularnoj tocki
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odredujemo interpolacijom, na osnovu vrijednosti u susjednim regularnim tockama. Ta se tehnika
obi¢no koristi kod pravokutnih elemenata.

U slozenijim strategijama moguce je pored profinjenja mreze u pojedinim podrucjima vrsiti i
okrupnjavanje mreze tamo gdje je greska isuvise mala. Takva moguénost postoji kada procijenitelj
daje uz ocjenu greske i procjenu lokalno optimalnog parametra h. Spomenimo konacno da za
implementaciju tih algoritama treba koristiti posebno dizajniranu strukturu podataka za pamdcenje
triangulacije.

7.2 Aposteriorni procjenitelj greske

Postoje razliciti tipovi apostriornih procjenitelja greske, a najjednostavniji medu njima su
rezidualni procjenitelji. Od svakog procjenitelja se trazi da je izracunjiv jedino iz aproksimativnog
rjesenja na zadanoj triangulaciji i poznatih podataka, te da je definiran po elementima (tj. da ima
lokalan karakter). Uzmimo radi odredenosti da imamo zada¢u: naéi u € V = HJ (), takvo da je

YoeV, a(u,v)=(fv)2q),

i neka je Vj, C V prostor konacnih elemenata konstruiran nad triangulacijom 7,. Diskretan
problem tada glasi: nac¢i u;, € Vj, takvo da je

Vv € Vha a(’LLh, U) = (f7 U)LQ(Q)a
Sada mozemo definirati:

Definicija 7.1 Funkcija e(h, up, f) se naziva aposteriorni procjenitelj greske ako je
[u = unl| < e(h, un, f).

Ako procjenitelj e(h, up, f) ima oblik

1/2
e(h,up, f) = (Z eK<uh,f>2) ,

KeT,

onda se ex (up, f) naziva indikator greske.

Pomoé¢u indikatora greske mozemo oformiti sljede¢i adaptivni algoritam koji se bazira na
ekviditribuciyi greske.

1. Na triangulaciji 7, naéi rjeSenje up;
2. Za svako K € T, racunati ex (up, f) 1 formirati e(h, up, f).

3. Ako je e(h,up, f) < € (€ je tolerancija) onda smo gotovi.
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4. U suprotnom za svaki element K € 7, odrediti optimalni hg iz uvjeta da je ex(up, f) ~

¢/V'N, N = card(T,).

5. Izvrsiti profinjenje/okrupnjenje triangulacije u skladu s novoizracunatim dimenzijama tri-
angulacije.

6. GOTO 1.

U gornjem je algoritmu najvazniji peti korak u kojem treba osmisliti algoritam profinjenja i
okrupnjenja triangulacije. Jedan dobar nacin se sastoji u tome da izracunamo zeljenu veli¢inu
adaptirane mreze i konstruiramo novu mrezu u skladu s njom. Na primjer, indikator greske koji
¢emo izvesti imat ¢e oblik

ex (un, f) = hixri(un, f)

gdje rx ne ovisi o h, odnosno ovisi vrlo slabo tako da se moze ocijeniti s izrazom koji ne ovisi o
hi, i koji mu je vrlo blizak. Oznac¢imo novu mrezu koju Zelimo konstruirati s 7, i njoj pripadne
velicine oznac¢imo tildom. Tada zZelimo postici

Ex (T, f) = hitr (i, f) ~

N = card(T;).

T

Ako uvedmo pretpostavku da je
fK(ahaf>%rK(uhuf>7 N%C2N7

gdje je C' neka konstanta, onda imamo za zeljenu dimenziju nove mreze

€

Budu¢i da smo ovdje nepoznate veli¢ine na novoj mrezi aproksimirali njihovim vrijednostima na
staroj mrezi, bit ¢e potrebno napraviti nekoliko iteracija algoritma da se dode do rjesenja koje
ima zadanu toleranciju.

Algoritam ekvidistribucije greske moze biti vrlo neefikasan u smislu da ima tendenciju priblizno
uniformnog profinjavanja mreze. Stoga su razvijene brojne druge strategije profinjavanja.

Jedna se jednostavna strategija sastoji u tome da se nova veli¢ina mreze racuna prema formuli

~ (57¢ 1
h S h _ — * —_ —
K kfr, [k Co*’ € N, E €K,

gdje je C' =~ 1 konstata koju biramo, a e* aritmeticka sredina indikatora po cijeloj mrezi (N, =
card(7,)). Pri tom se ¢esto ogranicava fx na neki interval [a, b] i uzima se

fr = max(min(fx,b), a),

(npr. a = 1/3, b = 3). U toj se strategiji profinjenje vrsi tamo gdje je indikator greske veci od
prosjecnog. Rezultat ¢e jako ovisiti o poc¢etnoj mrezi i bit ¢e potrebno nekoliko iteracija metode.
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7.3 Indikator za Laplaceovu jednadzbu

Uzmimo primjer homogene Dirichletove rubne zadace za Laplaceovu jednadzbu:

—Au=f uf, (7.1)
u=0 nadQ (7.2)

gdje je  C R? ogranicena domena i f € L%(Q).
Varijacijska formulacija zadace ima oblik: na¢i u € Hg () za koji vrijedi:

a(u,v) = F(v) Yv € H (%),
gdje je
a(u,v) = / Vu-Vodx, F(v)= / fodx.
Q Q
Pripadna aproksimacija kona¢nim elementima ima oblik: naéi u, € Vj, takvo da je
a(up,v) = F(v) Yv eV,

gdje je Vi, € HL(Q), prostor konaénih elemenata.
Koristeéi koercitivnost bilinearne forme dobivamo

lu = unll e < 1 a(u—up,u—up) < 1 sup alu — up,v)
a u—up| i q) @ eni)  vlme
1 a(u — up, v — vy)
= — Sup 9
@ veHE(Q) ||U||H1(Q)

za svako vy, € Vj,, jer vrijedi relacja ortogonalnosti a(u—uyp, vy) = 0 za svako v, € Vj,. Parcijalnom
integracijom u bilinearnoj formi dobivamo:

a(u—uh,v—vh):/QV(u—uh)-V(v—vh)dx
:/Qvu-wv—vh) dx—/QVuh-V(v—vh) dx
- / [div(V u(v —vp)) = Au(v — vp)] dx
/Vuh (v —wvp) dx
_/ (Vu. n)(v—vh)da—/QAu(v—vh) dx

—Z/Vuh (v —vp) dx.

KeTy,
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Iskoristimo sada ¢injenicu da je v — v, = 0 na 0f) te da je —Au = f, a u zadnjem integralu
napravimo parcijalnu integraciju po svakom elementu posebno. Izlazi:

a(u—uh,v—vh)—/fv—vh )dx — Z/ [div(V up(v —vp)) — Aup(v — vp)] dx

KeTy,

= Z/ f+ Aup)(v —vp dx—Z/ (Vup -n)(v —wvp)do.

KeTy, KeTy,

Uoc¢imo da suma u posljednjem ¢lanu ide samo po unutarnjim stranicama (bridovima u 2D)
triangulacije jer je v — v, = 0 na 0f). S druge strane, svaka unutarnja strana se u ukupnoj
sumi obide dva puta i pri tome vanjska jedini¢na normala n ima suprotan predznak. Stoga
se u ukupnoj sumi javljaju skokovi normalne derivacije na granicama elemenata. Da bismo
to precizirali uvedimo orijentaciju stranica triangulacije, tj. svakoj stranici v dvaju susjednih
elemenata K7 i K5 pridruzimo jednu (od dvije moguée) normalu na stranicu n. Za skok normalne
derivacije uvedimo oznaku

[Vup-n] = (Vuh-n)| — (Vuh-n)}Kz,

Ki
pri ¢emu je K; element iz kojeg gleda odabrana normala n. Sada mozemo pisati
a(u — up,v —vy) = Z/f—i—Auh v — U, dx—z / [V uy, - n](v —vy)do.
KeT, KeT,

Jednu polovicu smo stavili stoga sto se svaka strana obilazi dva puta.
Koriste¢i Schwartz-Cauchyjevu nejednakost dolazimo do sljede¢ih ocjena:

a(u —up, v —vy) < Z If + Aup|l 2y |[v — vnll 2o
KeTy,

1
+3 DD IV un - nll 2 llv = vnll o)

KeT, vyCOK

= > (hxllf + Aupll ) )(—||U = Onllz2(1))

KET}L

+ = Z > (BY2)V wp - n]] 2 1/2||v—vh”L2m)

KETh YCOK

gdje je hi dijametar elementa K, a h, dijametar stranice v C 0K. Tu ocjenu mozemo pisati u
obliku

1
CL(U — Up, V — Uh) < Z (hKHf + AuhHL2(K) -+ Z §h}/2H[V Up, n]HLQ(’Y))

KeTy, yCOK

1 1
X max(—||v — v | L2(x), max 1/2||v—vh||L2(7))

hK COK h
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Uvedimo oznaku
=h A L1y 7
exc(un, f) = hic|lf + Al 2y + Y 5 [V up - 0|2y (7.3)
YCOK

Kako je funkcija v, proizvoljna odabrat ¢emo v, = Il,v, gdje je II, interpolacijski operator. Na
nesrecu, ne mozemo uptrijebiti standardan interpolacijski operator jer funkcija v ne lezi, opéenito,
u H?(9). U tu svrhu nam treba sofisticiraniji interpolacijski operator (vidi Bernardi, Girault [1]),
kojeg ¢emo oznacavati na isti nacin i koji zadovoljava:

v = Hpollrzx) < Chil|vll v,

[0 = 14| 12y < CRY2 0]l 11 110k
gdje su K; i K, susjedni element sa zajednickom stranicom 7, a V(K) je unija svih elemenata
koji imaju neprazan presjek s K (uklju¢ujuéi, naravno, i one koji dijele samo zajednicki vrh ili
brid).

Na osnovu gornjih formula dobivamo

1 1
maX(EHv — ”h||L2(K>’§2%§ WHU — UnllL2(y)) < Cllvll v xy
&

gdje je V(K) unija svih elemenata koji imaju neprazan presjek s K. Ako je triangulacija regularna
broj takvih elemenata je ogranicen neovisno o finoé¢i triangulacije. Time smo dobili

CL(U — Up, UV — ?}h) < C Z 6K<uh7 f)HUHHl(V(K))
KeT,

1/2 1/2
<C (Z eK(uh,f)2> (Z ||U||§{1(V(K))>

KeTy, KeTy,

1/2
<CON (Z €K(Uh7f)2> [Vl )

KeTy,

gdje je N maksimalan broj susjednih elemenata u triangulaciji. Time dobivamo ocjenu

1/2
||u_uh||H1(Q) < l sup CN (ZKETh €K<uh7f)2) HUHHl(Q)
- Qveri) [l

1/2
= C!TN <Z GK(Uh,f)2> :

KeT,

Time smo dokazali da je

1/2
e(h,unf) = (Z eK(Uh,f)2>

KETh

greska a posteriori, a e (up, f) indikator greske.
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Parabolicke rubne zadace

U ovom poglavlju promatramo evolucijske zadace prvog reda parabolickog tipa. Cilj nam je
postaviti varijacijsku formulaciju zadace, opisati aproksimaciju konac¢nim elementima i napraviti
procjenu greske.

8.1 Primjeri inicijalno-rubnih zadaca
Uzmimo primjer rubne zadace za jednadzbu provodenja
— —pAu=f uQx(0,7), (8.1)

gdje je Q C R? ogranicena domena i i > 0 konstanta. Diferencijalnoj jednadzbi treba pridruZiti
pocetni i rubni uvjet. Najjednostavniji rubni uvjet je Dirichletovog tipa:

u=0 nadQx(0,7), (8.2)

u‘tzo =ug ufd (8.3)

Funkcija ug(x) je zadana i da bi bila kompatibilna s rubnim uvjetom mora se ponistavati na rubu

domene (2.
Opcenito, ako je L elipticki diferencijalni operator drugog reda,

Z £ a”@x Zb Ou +a0u
i J

i,7=1
mozemo promatrati evolucijsku zadac¢u prvog reda

%—i—Lu-f u 2 x (0,7, (8.4)

s pridruzenim rubnim i pocetnim uvjetima. Ako je operator L eliptican, onda kazemo da je
evolucijska jednadzba (8.4) parabolickog tipa. Uz tu zadaéu mozemo postaviti sve tipove rubnih
uvjeta koji se mogu postaviti za pripadnu elipticku jednadzbu Lu = f.
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8.2 Varijacijska formulacija

Varijacijska formulacija evolucijske rubne zadace formira se posve analogno kao za elipticku
zadacu. Pri tome se kompliciraju funkcijski prostori u kojima se trazi rjesenje. Pogledajmo prvo
jednadzbu provodenja (8.1) u inicijalno-rubne uvjete (8.2)—(8.3).

Kao i kod elipticke zadace trazit ¢emo da rjesenje u(-,t) pripada prostoru H} (), za svako

€ [0,T). Stoga se prirodno funkcija u(x,t) ne promatra kao funkcija varijabli x i ¢, veé kao
preslikavanje ¢ — u(x, t), koje svakom ¢ € (0,7T) pridruzuje jednu funkciju iz prostora Hj(£2). Od
te se funkcije minimalno trazi da joj je norma kvadratno integrabilna, tj.

[ g = [ f (st o 3 (250 <o

Skup svih takvih funkcija je linearan prostor (Stovise i Hilbertov) i oznacava se s
L2(0,T; Hy ().

Za funkciju desne strane f(x,t) pretpostavit ¢emo da je kvadratno integrabilna na Qr =

Q% (0,7), t]
r T
/ / S, 1)" dxdt = / 1 ()72 (0 dt < co.
0o Ja 0

Ponovo je prirodno f promatrati kao funkciju sa (0,7)) u L*(Q2) i imamo
12(Qy) = 12(0,T; 13().

Varijacijsku formulaciju dobivamo mnozenjem diferencijalne jednadzbe s test funkcijom iz
H}(Q) i parcijalnom integracijom. Kao i kod elipticke jednadzbe Dirichletov rubni uvjet se
ugraduje u prostor:

/Qﬁugz 1) v(x) dx — /Au(xt dx—/fxt

Parcijalna integracija:

/Q Au(x, )o(x) dx — / div(V u(x, Ho(x)) — V u(x, ) - Vo(x) dx

Q

= mVu(x,t)'nv(x)ds—/QVu(x,t)~Vv(x)dx

= —/ Vu(x,t) - Vo(x) dx,
Q

gdje smo iskoristili da je v(x) = 0 za sve x € 9f2. Time smo dobili

[ 2yt [ Ve Vot ix= [ oo 8:5)
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zasvev € H}(Q) isvet € (0,T). RjeSenje u(x,t) trazi se u prostoru funkcija iz L*(0,T; H} (Q))N
C([0,T]; L*(2)) koje imaju vremenske derivacije

0

T e 12(0,T; LX(Q)).
ot
Uoc¢imo jos da smo birali test funkciju koja ne ovisi o vremenu, tako da mozemo vremensku
derivaciju izvuci ispred integrala:

u(x, t)v(x) dx + u/

[ ) T dx = /Q £, £)o(x) dx, (8.6)

dt Jq
rzasvev € H}(Q) isvet e (0,7).

Napomena 8.1 Na vremensku derivaciju se obicno postavlja slabiji uvjet, ali je za to potrebno
wvesti dodatne funkcijske prostore. [

Pogledajmo sada opcéeniti primjer diferencijalne jednadzbe (8.4) s inicijalno-rubnim uvjetima
(8.2)—(8.3) Pretpostavimo da rubni problem

Lu=f, uf
u=0, nadf)
ima varijacijsku formulaciju
Nacéiu e V (8.7)
a(u,v) = F(v) YveV.

Zbog homogenog Dirichletovog rubnog uvjeta ¢emo imati V' = H} (), dok ¢e za opceniti rubni
uvjet biti H}(Q) € V C HY(Q). Tada je pripadna varijacijska formulacija evolucijske zadace:

Nad¢i u € L*(0,T;V) N C([0,T]; L*(Q))

d
%(U, U)LQ(Q) + a(u,’u) = F(U)v VoeV (88)
u(+,0) = ug

Ta se varijacijska jednadzba, kao i u slucaju jednadzbe provodenja, dobiva mnozenjem test funk-
cijom v € V' (koja ne ovisi o vremenu) i parcijalom integracijom u prostornom dijelu. Vremensku
derivaciju zatim mozemo izvuéi ispred integrala. Dirichletov rubni uvjet je kao i u eliptickoj
zadac¢i ugraden u prostor, dok su Neumannovi i Robienovi uvjeti zadovoljeni implicitno samom
varijacijskom zadac¢om. Inicijalni rubni uvjet je zadan eksplicitno i stoga rjeSenje mora biti ne-
prekidno po varijabli ¢, tj. u € C([0,T]; L*(2)). Za rjeSenje varijacijske zadace (8.8) kazemo da
je slabo rjesenje diferencijalne zadace (8.4).
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Napomena 8.2 Ako koeficijenti diferencijalne jednadzbe ovise o vremenu t, onda ée i pripadana
bilinearna forma ovisiti eksplicitno o vremenu. U tom slucaju ju treba zapisivati u obliku a(t; u, v)
i treba pretpostaviti da je koercitivna i neprekidna za sve t € [0,T], s konstantama koercitivnosti
i neprekidnosti neovisnim o vremenu. Isto je s funkcionalom F na desnoj strani. Ako desna
strana diferencijalne jednadzbe (8./) ovisi o vremenu, onda imamo linearan funkcional koji ovisi
o vremenu: Fy(v), na primjer

Fi(v) = / f(x,t)v(x) dx.
Q
I ovdje treba pretpostaviti da je funkcional neprekidan “uniformno po t”, tj. da je

sup || Fillv < +oc.
0<t<T

8.3 Korektnost zadace (8.8)

Pretpostavimo da je elipticka zadaca (8.7) korektno postavljena, tj. da su zadovoljeni uvjeti
Lax-Milgramove leme. Tada apriornu ocjenu za rjeSenje parabolicke zadaée (8.4) mozemo izvesti
na sljedeci na¢in. U varijacijski jednadzbu (8.8) ubacimo v = u(t):

<%, v> . + a(t;u(t), u(t)) = Fy(u(t)).

U prvom clani mozemo vremensku derivaciju izvudi ispred integrala:

ou 1d 9
— = ——||u(t)||32/cp)-
(815’”) o) th”U( Mz Q)

U druga dva clana iskoristimo koercitivnos bilinearne forme i neprekidnost linearnog funkcionala:

a(t;u(t), u(t)) > allu@F,  [Fu)] < [FOlzolu@)zo < 101 eollu)lv.
Time dobivamo

1d
§£|\U(t)!|iz(m + alu(®) |3 < 1F v llu)llv

2 2 «Q 2

< a”f(t)”L?(Q) + §||U(t)||v

Sada ¢e se zadnji ¢lan pokratiti s drugim na lijevoj strani. Integriranjem od 0 to ¢ i uvazavanjem
pocetnog uvjeta dobivamo

1 a [t 2 [t 1
)20y + / lu(®)2 dt < 2 / LF) 2oy dt + = ol 20
2 2 J afy 2
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Iz ove ocjene lako slijedi

T T
4
sup IIU(t)Ilizmﬁa/ lu()If} dt < E/ 1f @)1 220y dt + ol 720 (8.9)
0 0

0<t<T

Ocjena (8.9) naziva se energetska ocjena. Iz nje zakljucujemo da je slabo rjesenje inicijalno-
rubne zadace (8.4) jedinstveno. Naime, zbog linearnosti zadace, razlika dva rjeSenja u = u; — us
zadovoljava istu diferencijalnu jednadzbu s homogenim inicijalnim i rubnim uvjetima. Tada je
F,=01iug =0, pa je desna strana u (8.9) jednaka nuli, a onda je i u = 0.

Energetska ocjena nam daje i neprekidnu zavisnost slabog rjesenja zadaée (8.4) o zadanim
podacima (pocetni i rubni uvjeti i desna strana). Za korektnost ostaje samo dokazati egzistenciju
rjeSenja, u Sto ne¢emo ulaziti. Navodimo samo rezultat.

Teorem 8.1 Neka je V. C HY(Q) zatvoreni potprostor, ug € L*(Q), f € L*(Q x (0,T)) i neka
je bilinearna forma a:V x V — R bilinearna, neprekidna i koercitivna. Tada zadaéa (8.8) ima
jedinstveno rjesenje u € L*(0,T; V)N C([0,T]; L*(Q)) koje zadovoljava (8.9).

Za dokaz vidi [1], str. 366.

Uvjet koercitivnosti moze se zamijeniti slabijim uvjetom slabe koercitivnosti. Kazemo je bi-
linearna form a: V x V — R, gdje je V. C H'(Q) zatvoreni potprostor, slabo koercitivna ako
postoje konstante a > 01 A > 0, takve da je

YoeV, a(v,v)+ )\||v||ig(m > a||v||%,1(m. (8.10)

Nejednakost (8.10) naziva se Gardingova nejednakost. Da bismo se u to uvjerili pretpostavimo
da je u slabo rjesenje diferencijalne jednadzbe (8.4) i uvedimo funkciju

ux(x,t) = e Mu(x, t).
Lako se vidi da je ova funkcija rjesenje diferencijalne jednadzbe

0
% + Luy + Auy = e MF.

Novi diferencijalni operator je Ly = L + X i njemu pripadna bilinearn forma je
ax(u,v) = a(u,v) + Mu, v)L2(q).-

Prema Gardingovoj nejednakosti ta je forma koercitivna, pa prema Teoremu 8.1 postoji jednis-
tveno rjesenje pripadne varijacijske zadade. No tada je u(x,t) = e*uy(x,t) slabo rjeSenje polazne

zadace. Time se vidi da je Gardingova nejednakost dovoljna za korektnost zadace.
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8.4 Diskretizacija

Izvodi se u dva koraka. Prvo diskretiziramo prostorni dio i dobivamo sustav obi¢nih diferen-
cijalnih jednadzbi. Zatim rjeSsavamo taj sustav nekom numerickom metodom za obicne diferenci-
jalne jednadzbe. Pri tome se, radi stabilnosti, biraju implicitne metode.

Prostorna diskretizacija se radi kao i u eliptickom slu¢aju zamjenom osnovnog prostora V.
Prostor V' zamijenimo (kona¢nodimenzionalnim) potprostorom konacnih elemenata V,, C V' i
dobivamo zadacu:

Naédi uy, € LQ(O, T; Vh)

d
%(Um?’)LZ(Q) + a(up,v) = (f,U)L2(Q), Vo €V, (8.11)
uh('7 0) = Uoh

gdje je ug, € Vj, aproksimacija pocetnog podatka (npr. we, = Il,ug, gdje je IIj, interpolacijski
operator za prostor V},).

Ovime dobivamo sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Odaberimo nodalnu bazu {¢1, ¢, ..., ¢n}
u prostoru V}, i zapisimo rjeSenje varijacijske jednadzbe (8.11) u obliku

N

un(x,1) = > Ui(£)$;(x).

j=1
Aproksimativni pocetni podatak ug, mpzemo analogno zapisati,

N

uon(x) = Z Uj%j (x),

j=1

gdje su koeficijenti UJQ poznati. Uzimajuéi za test funkciju v redom elemente baze ¢;, i =

1,2,..., N, dobivamo linearan sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
M%(t} VAU = F(), U(0) = U, (8.12)
Ovdje je
Uy _Fl my; My -+ M1 N
U — Us F= Fy M= mo1 Moo -+ Mo N 7
Un _FN my1 M2 -+ MNN
-al,l Q12 -+ Q1N
A Q21 Q22 -+ Q2N ’
|aN,1 aNg2 - ANN
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gdje je
mi; = (05, ¢i)r2@), iy = alg;, @), I =F(d) = ([, ¢i)r20)-

Uoc¢imo da je matrica M simetri¢na, pozitivno definitna, a da je A simetri¢na ako je forma a(-, -)
ismetri¢na i pozitivno definitna ako je forma koercitivna.
Vremenska diskretizacija. Koriste se uglavnom implicitne metode. Implicitna Eulerova metoda
s konstantnim vremenskim korakom At daje
Urn — Un—l

MT +AU" = F", U" je zadano.

Ovdje je U" = U(ty), t, = nAt. Time u svakom koraku trebamo rijesiti sustav
(M + AtA)U™ = AtF™ + MU .

Ovdje na diskretnoj razini vidimo da nije nuzno da matrica A bude regularna, ve¢ M + AtA
treba biti regularna.

Druga vrsta diskretizacije koja se ¢esto koristi je Crank-Nicolsonova. U njoj vremensku deri-
vaciju aproksimiramo centralnom diferencijom u tocki t,_1/0 = (t, + t,—1)/2:

n __ yrn—1 1 1
M% AU U = S (Pt FY), UP e zadano,

Ona vodi na rjesavanje sustava

1 At 1
(M + §AtA)U" = T(F" + Y+ (M- 5AtA)U”—l.

8.5 Korektnost poludiskretizirane zadace

Buduéi da je zadaca (8.11) posve analogna kontinuiranoj zadaéi (8.8), na posve isti nacin se
za nju dokazuje energetsna nejednakost:

T T
4
sup_un(t)[|72 (0 ‘f’Of/ [un ()13 dt < a/ 1f (720 dt + l[uonll2(q)-
0 0

0<t<T

Za ocjenu greske rjeSenja trebat ¢e nam dodatna ocjena na vremensku derivaciju od uy. Nju ¢emo
lako dobiti uz dodatnu pretpostavku da je bilinearna forma a(-,-) simetricna i neovisna o ¢t. U
jednakost

(auh,v)m(n) + a(un,v) = (f,v) 20
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uvrstimo v = iuh Izlazi

duh duh duh

= o) = (e

HL?(Q + a(uh,

Zbog pretpostavki o bilinearnoj formi imamo

duh 1d

dt ) - __a(uh7uh)7

alun, =) = 54,

Sto daje ocjenu

du 1d du du
152 e gl = B ey < IOl | o sz
1 duh
< SIF OB + 51 5 ey

Skrac¢ivanjem i integriranjem po t dobivamo

/ HduhHLz ydt + alup(t), up(t)) S/O 1 (N2 dt + aluon, uon).

Koercitivnost i neprekidnost forme a(-,-) daju

duh t
/II IILz(n)dt+alluh(t)||2v§/ 1F )22 dt + M luon][3 - (8.13)
0

za svako t € (0,7). Uzimanjem supremuma op ¢ dobibamo drugu apriornu ocjenu:

T T

duh

== 11720y dt + @ sup Nua(O)Fny < [ 1F @720y dt + Mlluon|l7 -
0 dt 0<t<T 0

Ona postavlja dodatni uvjet na glatkoéu pocetnog uvjeta, jer moramo imati ug, € H'(Q).

8.6 Ocjena greske za poludiskretiziranu zadaéu

Sada zelimo ocijeniti razliku e, (t) = u(t) — ux(t), gdje je u rjesenje kontinuirane zadace (8.8),
a uy, rjeSenje poludiskretizirane zadace (8.11).

U tu svrhu éemo pretpostaviti da je bilinearna forma a(-,-) neprekidna i koercitivna s kons-
tantama M i «. Nadalje, pretpostavit ¢emo da je rjesenje kontinuirane zadace (8.8) dovoljno
regularno (iz prostor L2(0,T; H*(2)) te vrijedi (8.14)), a prostor V}, ¢emo konstruirati pomoc¢u
P, elemenata.
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Kada je aproksimacija prostora V konformna, tj. V}, C V mozemo oduzeti varijacijske jed-
nadzbe kontinuiranog i diskretiziranog problema:

%(U(t),v)m(m +a(u(t),v) = F(v)
d

7). 0) 20 + alun(t), v) = F(v),

uzimajuéi v € Vj,. Time dobivamo (zbog linearnosti zadace)

%(eh(t),'u) L2(Q) + a(eh( ) ) =0, Yv e V).

Uzmimo proizvoljnu funkciju w € Vj, i stavimo v = w — wy,(%):

d€h<t)
(=g

— un(t))12(0) + alen(t), w — un(t)) = 0.
Jednostavnom manipilacijom dobivamo

<de§t(t) cen(t)) @) — (degt(t) ,u(t) — w)r2a) + alen(t), en(t))

—a(en(t), u(t) —w) = 0.

w0 oy + alen(t).en(t)) = (X2 ) — )20y + alen(t) u(t) ~w)
t

< || deh( )

2@ u(t) = wllz2) + Mllen(®) ]| @ u(t) = wllm@

Na lijevoj strani ¢emo iskoristiti koercitivnos bilinearne forme, pa dobivamo

1d dep(
e en Dy + llen ) ey < 1220

2@ llu(t) = w220
o) 2 9
+ Sllen(®lin @ + 5 ) = wllin @),

gdje smo na desnoj strana zadnji produkt normi ocijenili na uobic¢ajeni nacin. Nakon skrac¢ivanja
dobivamo:

d de
L ent) 2oy + allen(t) o < 2 20

|22 llu(t) — wl| L2
M2
+ 7”“(15) - w||?{1(sz)
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Uz pretopostavku da je u(t) € H*(Q) za svako ¢, mozemo uzeti w = Il (u(t)) 1 iskoristiti ocjene
za gresku interpolacije:

) = T (u(®))[[22(@) < CP*|u(t)| 20
Ju(t) = Ha(u(®)l g @) < Chlu(t)| g2

Time dobivamo nejednakost

d

dep(t)
Zlen®lizz +QWMmmm<CmHh

2200 [u(t) [ m20) + Ch*|u(t) 20y

koju ¢emo proitegrirati od 0 to t:

deh
Jen® s+ [ el ﬁ<CW/H Do tu(0) o

Ostaje nam jo$ ocijeniti ¢lan

90 gy = ) Dy < 12D gy 2D
@ dt e PO =1 g i) a "W
Za rjesenje kontinuiranog problema ¢emo pretpostaviti da je
T
du(t
/n W2, 0 dt < 400, (8.14)
.

odnosno da je ( € L*(2 x (0,7)). Time smo dosli do ocjene

Jen(lE+ @ [ len(®ey e < € [ 1242 gy a0

du
+cm/n n(f mmmmmwgﬁ+om/Wu|m

du(t duy,(t)
scmL/nﬂrm@ﬁ+/n(ﬁnamm+/m@@mw4-
0 0 0

Za diskretno rjesenje imamo ocjenu (8.13), pa izlazi

duh
[ 128 gyt < [ NSO+ M

odnosno

t
H%@%mﬁﬂAH%W%mwt

< OB bodu(t) d ! 2 dt + M 2 ! 2 d
> ; ”—dt HL?(Q) t+ ; ||f(t)HL2(Q) t+ HUOhHHl(Q)+ . ‘U(t)’m(ﬂ) t.
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Uzimajuci supremum po ¢ dobivamo ocjenu

T
sup fle(®)|Zaey + / le(®) 2
0<t<T 0

T dul(t T T
<o | [N By dot [ 15Oyt + Dbl + [ ey ]
0

Desna strana ne ovisi o h, osim kroz ¢lan ||u0h||i11(9)> no buduéi da wugy, — up u H'(Q2), to mora i

HUJOhH?{l(Q) - HUOH%H(Q)

kada h — 0. Stoga je [|uon[71 g, uniformno ogranicena, neovisno o h. Iz toga zakljucujemo da
postoji konstanta C', neovisna o h, koja ovisi o raznim normama toc¢nog rjesenja, takva da je

T
sup en(t) ey + @ [ len(®)sqo dt < C2
0<t<T 0

To dokazuje da je metoda linearno konvergentna u normama na lievoj strani.
Bibliografija
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Dodatak A

Funkcijski prostori

A.1 Diferencijalni operatori

A.1.1 Multiindeksi

Domena u R? je svaki otvoren i povezan skup. Kanonsku bazu u R? oznacavamo s (ey, . . ., eq).
Skalarni produkt ozna¢avamo tockom (-), a normu s | - |.
Parcijalne derivacije funkcije u: €2 — R oznacavamo s

ou 0%u

= 81’111 = Uy, ,
! ﬁx,(‘?x]

81:2- a

— 92, —
= 05U = Ugay, - - -

Za oznacavanje visih derivacija uvodimo pojam multiindeksa. Multiindeks je svaka d-torka a =
(aq,...,0q), a; € NU{0}, a duljina multiindeksa je broj

Govorimo jos da je o multiindeks reda |a|. Zbrajanje i oduzimanje multiindeksa naslijeduje se iz
RY a4+ 3= (g B, .., 04 & B34), dok se parcijani uredaj uvodi prema pravilu

a<f & oG Vi

Evidentno nas oduzimanje v — (3 ostavlja u domeni multiindeksa samo ako je § < a.
Multiindeks koristimo za kratko oznacavanje parcijalnih derivacija:

te za oznacCavanje monoma:

x* = altxy? - alt (A.2)

177



A.1 DIFERENCIJALNI OPERATORI 178

Uocimo da je x* monom stupnja |a| i da je za svako ¢t € R, (tx)* = tl*Ix®. Notacija multiindeksa
uzima u obzir da poredak primjene parcijalnih derivacija nije bitan, odnosnu u multiindeks notaciji
nije moguce razlikovati razlic¢ite poretke primjena parcijalnih derivacija.

Pogledajmo ovaj primjer u R? (sumira se po svim multiindeksima « ¢ija je duljina 3):

N 83u PPu PPu 83u
Z 0%u = 5

2
ot 3 81’161’2 8:6183:2 (’33:2

Ako isti izraz raspisemo u R? dobivamo 10 ¢lanova:

Z 5oy — 83u Pu PPu N Pu N Pu N Pu N Du
= o3 o 2019 856181'% 0x30x3 0w 013  0x30x3 019013
PPu Pu  Pu

+ 021019015 + o3 + o3’

Tu vidimo kompaktnost i prakticnost zapisa pomoc¢u multiindeksa.

Broj multiindeksa reda & u RY je jednak (dHc 1) (vidi [5], Primjer 38, str 98). To je ujedno
broj svih parcijalnih derivacija reda k i broj svih monoma stupnja k.

Generalizacija binomnog teorema (multinomni teorem, vidi [5], str 123) jednostavno se iz-

razava pomoc¢u multiindeksa ako uvedemo a! = aqlas! - - - ayl. Za svako k > 01 x € R? imamo
k k'
la|=k

A.1.2 Taylorov polinom

Taylorov teorem mozemo zapisati u sljede¢em obliku: za svako f € C*([0,1]), k > 1, vrijedi

k—1 1 1 1
—f0 —/ LW (1 — 1) dt. (A.4)
I (k=1 J,
1=0
Primjenom multinomne formule (A.3) na f(t) = u(x + th) dobivamo
dk 0 0 k., Lo
g Ol = g+ -+ hag =)f ub) = 2 a0 ueh,

sto daje formulu

u(x+h) = Z aa ha+2hak/t“aa( + (1 —t)h) dt. (A.5)

|a|<k ! |o|=k
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Na primjer, u R?, uzimajuéi k = 3 dobivamo

u(x +h) = u(x) + [h101u(x) + hoOsu(x)] + %[hf@%u(x) + 2R heOiyu(x) + h305u(x)]

Bh%hg 3h1

+/0t2[%3fu(z(t))+ 5 070pu(z(t)) + 5

i 0 02u(z(t)) + %Ggu(z(t))] dt.

gdje je z(t) = x + (1 — t)h. Taylorova formula (A.5) vrijedi uz uvjet da je funkcija u k-puta
neprekidno derivabilna i da je z(t) € Q za t € [0, 1].
Iz Taylorovog razvoja imamo sljedeéi zakljucak: Ako je 0%u = 0 za sve |a| = k + 1, onda je
u € Py (polinom stupnja manjeg ili jednakog k). Slican zakljucak vrijedi i za funkcije iz Q.
Funkcije iz P, mozemo pisati u obliku

px)= Y anx”,
|o|<k+1

gdje su a, neki koeficijenti. S druge strane, funkcije iz Q su plinomi stupnja strogo manjeg od
k + 1 u svakoj varijabli posebno, pa ih mozemo zapisivati u obliku

N ak—i—l N .
q(x) = Z aoX®,  Ap = {a: WX =0,Vi=1,...,d}. (A.6)
OtGAk+1 (2
Ako je sada funkcija u € C*4(Q) takva da je
ak+1u .
WEO, \V//l:].,...,d7 (A?)

onda zakljucujemo da je u € Q. Zaista, iz uvjeta (A.7) slijedi da je 0%u = 0 za sve |o| > kd
(barem jedan «; mora biti veéi od k), pa je stoga u € Prq. 1z posve istog razloga je 0%u = 0 za
svako o ¢ Agyq 1 stoga je u(x) oblika (A.6) i zakljucak slijedi.

A.1.3 Diferencijalni operatori

D*u(x) = {0%(z): |a| = k} je skup svik k-tih parcijalnih derivacija. Posebno imamo gradi-
jent

Du(x) = (Qyu(x), ..., 0u(x)) = Vu(x);

i hesijan
hu(x) -+ Ofulz)
D*u(z) = : :
Opyu(x) - Oh,u(x)
Laplaceov operator:
Au(z) = tr(D*u(z)) = Y @
ox?
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Gradijent vektorske funkcije u: 2 C R® — R” je matrica

Oyui(x) -+ Opui(x)
Du(z) = Vu(z) = : :
Oy (x) -+ Opun(x)

U i-tom retku matrice nalazi se gradijent i-te komponente funkcije. Laplaceov operator vektorske
funkcije definira se po komponentama:

Au(z) = (Aui(x)).
Divergencija vektorske funkcije:
Ou;(x
di
ivu(z Z 8@

Posebno je
Au(x) = div(Vu(z)).

Rotacija vektorske funkcije u R3:

Oqusz(x) — Ozug(x) e € es
rotu(z) = [dsui(x) — yug(z) | = (formalno) = | 0y Oa O3 |.
Orug(z) — Oauy () u(z) wi(z) wug(z)

Zadatak A.1 Neka je ¢(x) skalarna glatka funkcija, a u(z) vektorska. DokaZite formulu

div(¢(x)u(z)) = o(x) divu(z) + Vé(z) - u(z). O

Teorem o divergenciji. Za dovoljno regularno podrucje 2 C R™ i dovoljno glatku vektorsku
funkciju F: Q — R"™ vrijedi

/Q div F(z) dz = / F(z) - n(z)dS

o0N

gdje je n polje jedini¢ne vanjske normale na 0€2. Posebno je

/Q Au(z) dz = /a V() -na)ds

Ju(x)
On

Za linearnu PDJ-u drugog reda kazemo da je u divergentnoj formi ako se moze zapisati u

obliku
_Zax (Za” ) Zb c(x)u = f(x).

Pisemo

= Vu(z) - n(x).
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Takvu jednadzbu ¢esée pisemo u vektorskoj notaciji
—div (A(z)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u = f(x).

Ako su koeficijenti a;; dovoljno glatki, onda se jednadzba moze iz nedivergentnog oblika prebaciti
u divergentni i obratno. Pri tome se matrica A ne mijenja.

Rubne zadade za PDJ. Za razlicite tipove PDJ-bi zadaju se razliciti uvjeti na granici domene.
Evo nekoliko primjera.

—Au=f x€Q Dirichletova zadaca
u=1ug x € 0N

—Au=f xe€ Neumannova zadaca
ou
— = o)
on g Tc

uy—Au=f xe€Q, t>0

u=uy = €09, t>0 rubniuvjet

U= =vg = €  pocetni uvjet

Uy —ANu=f xe€Q, t>0
u=uy x €09, t>0 rubniuvjet
Uly—o =vo x € Q 1. pocetni uvjet
Um0 =v1  x € Q2. pocetni uvjet
U ovim primjerima f, g, ug, vo i v; su zadani podaci, a u je nepoznanica.
Rubni i pocetni uvjeti za diferencijalnu jednadzbu odredeni su fizikalnim smislom promatra-

nog problema. S matematicke strane oni moraju biti odabrani tako da zadaca bude korektno
postavljena u smislu ove definicije:

Definicija A.1 (Hadamard) Rubna zadaca za PDJ je dobro postavljena (korektna) ako ima jedins-
tveno rjeSenje koje neprekidno ovisi o zadanim podacima.
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A.2 Prostori glatkih funkcija

Neka je Q C R? otvoren i ograni¢en skup. Tada skup funkcija
C(2) ={u: 2 = R: u je neprekidna na 2},

predstavlja linearan prostor u odnosu na uobicajene operacije zbrajanja funkcija i mnozenja ska-
larom. Za svako k € N mozemo definirati potprostor glatkih funkcija

CH*(Q) ={u e CQ): D*uc C(Q) zasve |a| <k},

koje imaju neprekidne sve parcijalne derivacije do ukljucivo k-tog reda. U skladu s time se
ponekad koristi oznaka C°(Q) = C(9).

Funkcije iz C*(Q) prostora su opéenito neogranicene i nisu dobro definirane na granici domene
0f). Stoga se uvode potprostori tih prostora koji se sastoje od funcija neprekidnih “do ruba”, tj.
funkcija koje se mogu po neprekidnosti prosiriti na otvoreni skup koji sadrzi {2; za takve funkcije
kazemo da su neprekidne na €.

C(Q) ={u: Q@ — R: u je neprekidna na Q},
C*Q)={ueC): Duec CQ) zasve |a| <k}, keN.

Kao i prije pigemo C°(Q) = C(9) i koristimo sljedeée dvije oznake:
C=(Q) = M, C*(Q),  C™(Q) = M, CH(Q).
U prostor C*(€2) se uvodi norma na sljede¢i naéin:

ullcr@) = maxsup |0%u(x)]. (A.8)

Posebno, u slucaju k£ = 0 imamo

[ull oy = sup [u(x)].
x€eQ

Ck(Q) Nije tesko provjeriti da je sa (A.8) dana jedna norma na C*(Q). Stovise, u toj normi je
prostor C*(Q) potpun.

Teorem A.1 Neka je 2 C R? otvoren i ograniten skup. Za sve k& > 0 prostor C*(Q) s normom
(A.8) je Banachov.

U vezi s rubnim zada¢ama promatrat ¢éemo potprostor od C*(2) koji se sastoji od funkcija koje
se ponistavaju na 0f2, zajedno sa svim parcijalnim derivacijama do ukljucivo reda k, i oznacavat
¢emo ga s CF(Q). U teoriji distribucija se promatraju funkcije koje se ponistavaju veé na nekoj
pozitivnoj udaljenosti od ruba domene pa se stoga uvodi pojam nosala funkcije, supp(u):

supp(u) = {z € Q: u(x) # 0}.
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Sada se neovisno o tome je li skup €2 ogranicen ili neograni¢en uvodi prostor
CH(Q) = {u € C*(Q): v ima kompaktan nosac}.
Konacno, prostor test-funkcija iz teorije distribucija definira se kao

D(Q) = C2(Q) = M2, Ce ().

A.3 L? prostori

Pretpostavljamo da je {2 C R"™ otvoren skup opskrbljen Lebesgueovom mjerom naslijedenom
s R". Za dvije funkcije f,g: Q — R kazemo da su jednake skoro svuda i piSemo

f=g ss.
ako postoji skup A C ) Lebesgueove mjere jednake nuli, takav da je
Vee N\A, f(x)=g(x).
Svake takve dvije funkcije smatrat ¢emo jednakim.

Definicija A.2 Zap € R, 1 < p < oo definiramo

LP(Q) ={f: Q= R: f je izmjeriva i /Q\f(x)|pd:c<oo}.

1 fllr = {/Q |f(z)P d:z:] l/p‘

L>=(Q)={f: Q2 — R: f je izmjeriva i 3 konstanta C tdj. |f(z)] < C s.s.}.

Uvodimo oznaku
Definicija A.3

Uvodimo oznaku

| fllze = inf{C: |f(z)| < C s.s.}.

Uvijek imamo
|f(l’)| < ||f||Loo S.S.
Ako je f neprekidna funkcija, onda je

[fl|z2e(e) = sup [ f(2)].
€N
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Definicija A.4 Za funkciju kaZemo da je lokalno integrabilna na €2 ako je integrabilna na svakom

kompaktnom podskupu od Q. Prostor svih lokalno integrabilnih funkcija oznacavamo Li (S2).

Nejednakost
1
ab < §(a2 + b%),

koja je korisna u mnogim situacijama, moze se generalizirati na sljede¢i nac¢in. Prvo uvedemo
konjugirane indekse (eksponente):

Definicija A.5 Neka je 1 < p < co. Konjugirani indeks p' definiran je relacijom

Za p = oo imamo p' =1 i obratno.

Zatim imamo:

Lema A.1 Youngova nejednakost: Neka su a,b>01i1<p<oo. Tada je

1 1
abS—CLp—i‘—,bp.
b b

Dokaz. Koristimo ¢injenicu da je funkcija F(z) = e* konveksna. Imamo,

1 1 /
ab= """ = E(=Ina” + — Inb")
p p
1 1 / 1 1
< -E(lnd")+ - E(nb") = —a’ + =0". 0
p b p p

Zadatak A.2 PokaZite da za svako a,b>0,e>011 < p < oo vrieds

/

p
ab < ea®? + p/(pg)p’/pbp

Lema A.2 Holderova nejednakost. Neka je 1 < p < +oo te f € LP(Q) i g € LP(Q). Tada je
fg € LYQ) i vrijedi

/Q @)@ dz < [l llglly-

Dokaz. a) Slucajevi p =11 p = oo su trivijalni.
b) 1 < p < oco. Tvrdnja je trivijalna ako je jedna od funkcija jednaka nuli. Pretpostavimo
stoga da su obje razli¢ite od nule. Primjenom Youngove nejednakosti dobivamo

1 oo y
/Q (o] de < / fa)Pds -+~ / 9(x)? d.

M. JuraAk 10. ozujka 2008.



A.3 LP PROSTORI 185

Ako tu nejednakost primijenim na funkcije f(z)/||f|l, i g9(z)/|lg||,y dobivamo

1 / 1 1
o [ @g(@)lde < =+ — =1,
£ llpllgll Ja p 7
odakle slijedi tvrdnja. [J

Lema A.3 Nejednakost Minkowskog. Za svako 1 < p < oo wrijeds

1+ gllp < [1F1lp + llgll

Dokaz. Primjenom Holderove nejednakosti slijedi

Hf+9||£=/9|f(x)+9(x)|pdxS/ﬂlf(x)+g(:r)!p_1(|f(x)|+Ig(fv)|)dx

< ([ 156+ oy ac) o ([ 1) "
+( [ 1)+ st ar) o ([ latarrac) "

= IIf +allz Al + Nlgllp)- O

Iz nejednakosti Minkowskog lako se pokazuje da LP(2) ima strukturu linearnog prostora i da
je || fll, norma na LP(Q2) za 1 < p < co. Ovi prostori imaju sljedeca svojstva:

Teorem A.2 e Prostor LP(Q) je Banachov za 1 < p < ooy

e Prostor L*(Q) je Hilbertov sa skalarnim produktom

(fs9)r2 Z/Qf(:v)g(x)dx.

Napomena A.1 U slucaju kada Zelimo naglasiti domenu, koristit éemo oznaku za normu || f||p.q
ili || fllzo)- O

Sljedece dvije leme govore o funkcijama iz L* prostora.

Lema A.4 Neka je domena 2 ograni¢ena (ili samo kona&ne mjere). Tada za svako u € L*®(Q2)
vrijedi

[ulloo = Lm [|ulf,.
p—00

Lema A.5 Neka je domena 2 ogranitena (ili samo kona¢ne mjere). Ako je

we€ M LP(Q) i supllull, < oo,
peN

onda je u € L>(92).
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A.4 W' prostori

Pojam parcijalne derivacije generalizira se na sljede¢i nacin:

Definicija A.6 Za funkciju f € LP(Q2), 1 < p < oo kaZemo da ima slabu parcijalnu derivaciju
po varijabli x;, ako postoji funkcija g € L1OC(Q) takva da za svako ¢ € D(Q) vrijedi

| 5@ 2 ey da = - | ooty dx

Funkcija g je tada slaba parcijalna derivacija funkcije f po x; i koristimo standardnu oznaku

_9f

Iz ove definicije je jasno da je klasi¢na parcijalna derivacija, ako postoji, ujedno i slaba derivacija.
Nadalje, lako se pokazuje da je slaba derivacija jedinstvena (dokazite!). Stoga je ovaj pojam dobro
prosirenje klasi¢nog pojma derivacije. U tekstu koji slijedi sve parcijalne derivacije se uzimaju u
slabom smislu.

Za 1 < p < oo definiramo

Whe(Q) = {u € LP(Q): g“ € LP(Q), 1<i<n}

)

Prostor W1?(Q) je o¢ito linearan. Za 1 < p < oo normu u njemu definiramo formulom
1/p
ou
o = ( [ uto) @Pdr)
: Q o O

ltll1,00 = max([lulloo, max ||

Za p = oo imamo
ou
[loc)-
ox;

()

Istaknuto mjesto ima slucaj p = 2, pa stoga taj prostor imamo posebnu oznaku
Wt2(Q) = HY(Q).

U taj prostor moze se uvesti skalarni produkt formulom

Prostore W1?(Q) nazivamo prostorima Soboljeva prvog reda. Posve analogno se definiraju
prostori Soboljeva viseg reda (m = 1,2,3,...).

WmP(Q) = {u € LP(Q): 0% € LP(Q), za sve |a| < m}.
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Normu definiramo na sljede¢i na¢in: Za 1 < p < oo,

fillop = [ S0 / 0 u()P de

laj<m

1/p

te za p = o0,
[l 00 = max [|0%ul|oc.
al<m

Ponovo, u slucaju p = 2 dobivamo prostor sa skalarnim produktom koji oznacavamo
Wm(Q) = H™(Q),
a skalarni produkt je dan formulom
(U, V) = Z / 0%u(z)0%v(x) dx.
jaf<m 9

Napomena A.2 U slu¢aju kada Zelimo naglasiti domenu, koristit ¢emo oznaku za normu ||u)|m po
ili ||ullwmr (o).

Svi prostori Soboljeva su potpuni.

Teorem A.3 Za m € {1,2,...} i p € [1,00] prostor W™P(Q2) je Banachov. Prostor H™(f2) je
Hilbertov.

Neka je 0f2 oznaka za rub domene (granicu) 2. Mi ¢emo uvijek pretpostavljati da je to ploha
odredene glatkoce (vidi sekciju A.4.2). Definiramo prostor:

WyP(Q) = {p € WH(Q): ¢(z) = 0za x € 90}

Koristimo oznaku

Hy () = Wy *(Q).
U prostorima W™P? se definiraju polunorme

1/p

iy = [ 30 / ulo)Pde |

laj=m

za 1 < p < oo, te analogno za p = oo. U tim se polunormama pojavljuju samo parcijalne
derivacije najviseg reda.

Teorem A.4 (Poincaréova nejednakost) Ako je domena (2 ograni¢ena barem u jednom smjeru, onda
postoji konstanta ¢ = ¢(€2, p) takva da za svako u € Wol’p(Q) vrijedi

lullze < cluliy, (1 <p<o0). (A.9)
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Dokaz. Dokazat ¢emo teorem u slucaju p = 2. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo uzeti da se
domena nalazi unutar pruge a < x,, < b. Uzmimo proizvoljnu funkciju v € H}(Q) i prosirimo ju
nulom izvan skupa 2. Imamo

n v
lyxn) -

(2,t) dt.

v(x S

Cauchyjeva nejednakost daje

lv(', z,)|? —a) o ) Adt,

pa integriranjem po prvih n — 1 varijabli slijedi

/ lv(a!, z,)d2’ < (x —a// xt|da:dt
Rn—1 Rn—1 n

b
/ / lv(2', z,)|?da’ da,, < b—a / / (o', t)Pda’dt.
a Rn—1 Rn—1 ’VL

Bududi da je funkcija jednaka nuli izvan €2 shJedl

2 1 2
[ p@pds < 56—

Promjenom Poincaréove nejednakosti dobivamo sljede¢u ekvivalenciju normi na H}():

Ov (z)|*dx. O

Yu € Hy(Q), <ulro < lull2-

1
iz

Zadatak A.3 Dokazite teorem u slucaju p # 2. [

Napomena A.3 Poincaréova nejednakost (A.9) vrijedi i za funkcije koje se poniStavaju samo
na dijelu granice domene ). Dokaz te tvrdnje vise nije konstruktivan kao dokaz Teorema A./,
veé, na primgjer, treba koristiti metodu od protivnog i pojam slabe konvergencije.

A.4.1 Singulariteti W funkcija

Funkcije iz prostora LP mogu biti neogranicene (za p < oo). Moraju li funkcije is W17 biti
ogranicene ovisi o odnosu dimenzije prostora i indeksa p. Za n = 1 imamo ovaj rezultat

Teorem A.5 W'?(a,b) C C([a,b]) i vrijedi
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Sve funkcije iz W'P(a, b) su neprekidne na segmentu [a, b], pa su stoga i ogranicene. Ve¢ u dvije
dimenzije ovo svojstvo se gubi.

Zadatak A.4 Pokazite da funkcija

2
u(z,y) =Inln - r? = 2%+,

pripada prostoru H'(Q), Q = B(0,1) C R%

Zadatak A.5 PokazZite da funkcija

u(@) =17 1= o],

pripada prostoru H*(Q2), @ = B(0,1) CR", n > 2, za a < (n — 2)/2.

Iz ovih primjera vidimo da funkcije sa slabom derivacijom ne moraju biti niti neprekidne niti
ogranicene.

Teorem A.6 Za 1 <p < i bilo koju domenu Q2 C R" vrijedi

. 1 1 1
e Zal<p<nvrijedi Wy*(Q) C LP(Q) za — = - — —;
P p n

e Za p = n vrijedi Wy(Q) C LY(Q) za sve ¢ € [p, 00);
e Za p > n vrijedi Wy P(Q) € C(Q) i $tovige imamo
u(z) = u(y)] < Cllullple —y[*
gdiejea=1—n/piC =C(n,p,Q).
Isti teorem vrijedi i za funckije iz W1P(Q), ako se na €2 stave dodatne pretpostavke o glatkoéi

granice.

A.4.2 Regularnost granice

Uzet ¢emo radi jednostavnosti da je domena () ogranic¢ena, Sto je za nase potrebe sasvim
dovoljno.

Definicija A.7 Ogranitena domena 2 C R" je Lipschitzova (klase C*) ako za svaku to¢ku x € 92
postoji okolina U i sustav ortogonalnih koordinata y = (v, y,), gdje je ¥ = (y1,...,Yn—1), takvi da
vrijedi:

1. U novim koordinatam U je hiperkocka

Uz{yER”: —aj<yj<aj,j:1,2,...,n}.
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onnu

U/
Slika A.1: Lokalna parametrizacija granice

2. Postoji Lipschitzova (klase C*) funkcija ¢ definirana na
U={y eR": —a;<y;<aj, j=1,2,...,n— 1},
koja zadovoljava
Vel oY) < an/2
QNU ={y:yn >0y}, 00NU = {y: yn = 6(y)}-

Ova definicija znaci da se lokalno granica skupa moze prikazati kao graf Lipschitzove funkcije,
te da se skup lokalno nalazi samo s jedne strane granice. Uo¢imo jos da zbog ograni¢enosti domene,
njena granica je kompaktan skup te stoga mozemo uvijek odabrati konac¢an skup ovakvih karata
koje pokrivaju cijelu granicu.

U Lipschitzovoj domeni vrjede teoremi ulaganja za WP prostor.

Teorem A.7 Za 1 < p < o i bilo ograni¢enu Lipschitzovu domenu 2 C R" vrijedi
el . 1 1 1
e Zal<p<mnvrijed W-(Q) C LV () za — = — — —;
p p n
e Za p=n vrijedi W"P(Q) C LY(Q) za sve q € [p, >);
e Za p > n vrijedi W'?(Q) C C(9Q) i &tovige imamo
u(z) —u(y)| < Cllull1plz —yl|*

gdiejea=1—n/piC=0C(n,p,Q).
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Kada je rub domene dovoljno gladak (Lipschitzov) onda se mogu definirati LP prostori na
rubu 0€2. Pri tome vrijedi:

Teorem A.8 (Teorem o tragu) Neka je @ C R™ ograni¢ena Lipschitzova domena. Tada postoji
konstanta C' > 0 takva da je

Yo € WHP(Q), ]| zrany < Cllv|l1p-

Napomena o literaturi. Prostori diferencijabilnih funkcija i prostori Soboljeva obradeni su na
jednostavan nacin u [3]. Vise detalja se moze naéi u [4] i [2]. Osnovne definicije i rezultati se
mogu nadi u svakoj knjizi iz konac¢nih elemenata (npr, [1]).
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