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Obicne diferencijalne jednadzbe

1.1 Uvod

U uvodnom dijelu ponavljamo neke definicije i teoreme iz teorije obi¢nih di-
ferencijalnih jednadzbi.

Neka je Iy C R interval i f: Iy x R®™ — R"™ neprekidna funkcija. Za zadano
to € Iy i xg € R™ treba nadi derivabilnu funkciju x: Iy — R" koja zadovoljava

Vielp, x(t) = £t x(1), (1.1)
x(to)

Xp-

Zadacéu (1.1), (1.2) nazivamo Cauchyjeva zadaca za obi¢nu diferencijalnu jed-
nadzbu (1.1). Funkcija x(t) je rjesenje zadace na intervalu I.

U mnogim fizikalnim zada¢ama varijabla t ima znacenje vremena, pa stoga
(1.2) nazivamo pocetnim uvjetom, a ty, pocetnim trenutkom. Najcéesée proma-
tramo slucaj Iy = [to, T') (T' > to) ili Iy = [to, 00). Time se ne smanjuje opéenitost
problema jer se slucaj Iy = (to — T\, to] svodi na slucaj Iy = [tg,to + 1) zamje-
nom varijabli ¢ — 2tq — t. Sliéno, problem u kojem je Iy = (to — Tt + 1)
moze se promatrati kao dva odvojena problema na intervalima [, = (to — 7', to] i
I =[to,to + T).

Zadaca (1.1), (1.2) nema nuzno rjesenje na cijelom intervalu Iy, na kojem je
funkcija f dobro definirana i neprekidna. Stoga se uvodi pojam lokalnog rjeSenja:
Kazemo da je par (I,x), koji se sastoji od intervala I C Iy, to € I, i funkcije
x: I — R", lokalno rjesenje Cauchyjeve zadacée (1.1), (1.2), ako je x rjeSenje na
intervalu 1.

Za lokalno rjesenje (J,x!) kazemo da progiruje lokalno rjesenje (I,x), ako je
I C Jixt) =x(t) zasvako t € I. Ako je J # I, onda govorimo o strogom
prosSirenju.

Lokalno rjesenje (I,x) je maksimalno rjesenje zadace (1.1), (1.2) ako ne pos-
toji lokalno rjesenje koje ga strogo prosiruje. Maksimalno rjesenje jednostavno
ZOVemo rjesenje.
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Lokalno rjesenje (I,x) je globalno rjesenje zadace (1.1), (1.2) na intervalu Iy,
ako je I = I.
Egistenciju lokalnog rjesenja osigurava sljedeci teorem.

Teorem 1.1 (Cauchy-Péano) Neka je funkcija f neprekidna na nekoj okolini totke
(to, xo) € R™™!. Tada postoji barem jedno lokalno rje$enje zadaée (1.1), (1.2).

Pokazuje se da vrijedi:

Lema 1.1 Ako Cauhyjeva zadaéa ima lokalno rjeSenje, onda ona ima barem jedno
maksimalno rjeSenje koje ga prosiruje.

Primjer 1. Zadaca

i(t) = —2tx(t)?
z(0) =1,

ima jedinstveno globalno rjesenje na R; x(t) = 1/(1 + t2).
Primjer 2. Zadaca

@(t) = 2tx(t)?
z(0) =1,

ima jedinstveno maksimalno rjesenje na R: ((—1,1),z(t) = 1/(1 —¢*)). Globalno
rjeSenje na R ne postoji.
Primjer 3. Zadaca

ima dva globalna rjesenja na R: z = 01 z(t) = t3/27.
Kazemo da zadaca (1.1), (1.2) ima jedinstveno rjesenje ako ima jedinstveno
globalno rjesenje i ako je svako lokalno rjesenje restrikcija tog globalnog rjesenja.
Jedinstvenost rjesenja se osigurava uvjetom lipsicovosti.

Teorem 1.2 (Cauchy-Lipschitz) Neka je funkcija f neprekidna na [y x R™ i neka
postoji konstanta L takva da je

V(t,x"), (t,x?) € Iy x R", |[f(t,x") — f(t,x*)| < L|x" —x*|.
Tada problem (1.1), (1.2), ima jedinstveno rjeSenje.

Uvjet iz teorema nazivamo uvjet lipsicovosti, a L Lipschitzovom konstantom.

RADNA VERZIJA



1.2 EULEROVA METODA 3

1.2 Eulerova metoda

Zadana je skalarna Cauchyjeva zadaca

Pretpostavit ¢emo da je f: [0,7] x R — R neprekidna funkcija, Lipschitzova
s konstantom L po drugoj varijabli, tj.,

V(t, '), (t,2%) € [0,T] xR, |f(t,z") — f(t,2%)| < L|z* — 2?|.

U nizu ekvidistantnih tocaka ty = 0, t; = tg + h, to = t; + h, ...zelimo
generirati niz vrijednosti z;, i = 0, 1,2, ... koje aproksimiraju rjeSenje Cauchyjeve
zadace (1.3), (1.4) u tockama t; (x; =~ x(t;)).

Najjednostavniji nacin diskretizacije problema je taj da se derivacija zamijeni
diferencijskim kvocijentom. Time dolazimo do postupka

Tit1 — Ty

h :f(tl,xl), ZIO,l,

Pocetna vrijednost xy je zadana. To je Eulerova metoda.

Korak metode h ne mora nuzno biti konstantan. Moguée je prema nekim
kriterijima dinamicki povecavati i smanjivati korak metode kako bi se postigla
trazena tocnost pribliznog rjesenja. Metoda u tom slucaju ima oblik

Tip1 = + hif(ti, @), 1=0,1,2,...
gdje je tix1 = t; + h; te x; = x(t;). Za pocetak, mi ¢emo se baviti metodama s
konstantnim korakom.

Eulerova se metoda neposredno generalizira na sustave diferencijalnih jed-
nadzbi. Ako je zadana funkcija f: R x R” — R" i Cauchyjev problem

x(t) = £(t,x(t)), t>0, (1.5)

x(0) = xo,
onda metoda glasi:
X1 = x; + hf(t,x;), 1=0,1,2,...
Da bi se metoda primijenila na diferencijalne jednadzbe viseg reda, kao npr.
2™ () = f(t,z(t),i(t),..., 2" D)),

M. JURAK 31. svibnja 2006.



4 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

potrebno je prvo jednadzbu zapisati u obliku sustava prvog reda:

i’l = T2
Lt‘g = T3
Tp—1 = T
j:n - f(t,l'l,.l’g, 7xn)

Slicno se postupa i sa sustavima viseg reda.
Napomena. Eulerovu smo metodu izveli aproksimacijom derivacije. Umjesto
toga, mogli smo po¢i od integralne jednadzbe

tiy1

T(tiv1) — () = f(t x(t))dt,

t;
i aproksimirati integral:

tit1

f@t,2(t)) dt = hf(t, z(t:)).

t;

Time dobivamo isti numericki postupak. [

Analizu Eulerove metode nije teSko provesti. Pretpostavit ¢emo da je to¢no
rjeSenje Cauchyjevog problema z € C?([0,T]), za neki T > 0. Razvojem u
Taylorov red dobivamo

h2
2

= a(t) + (ke a(t)) + (), (17

za neki 7 € (t;,t;41). lzraz

gi = 2(tip1) — x(t;) — hf(ti, 2(t:))

nazvamo lokalna greska diskretizacije. Ona je ostatak koji se dobiva kada se tocno
rjesenje Cauchyjevog problema uvrsti u numericku metodu. U slucaju Eulerove
metode iz (1.7) vidimo da je lokalna greska diskretizacije proporcionalna s h?.
Preciznije, ako je M = max{|Z(t)|: t € [0,7T]}, onda je

1
les] < 5Mh?, Vi. (1.8)
Pogledajmo sada kako evoluira greska metode. U trenutku ¢; greska metode
je
€, = l’(tl) — Xy,

RADNA VERZIJA
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gdje je x(t) egzaktno rjesenje Cauchyjeve zada¢e. Imamo

eit1 = (tiy1) — Tip1
=g + ([;(tl) -+ hf(ti, x(tl)) —XT; — hf(ti, $Z)
:gi‘l‘@i‘l'h[f(th( )) hf(tlaxl)]

Treci ¢lan koji se pojavljuje u ovoj jednakosti mozemo ocijeniti na osnovu pretpos-
tavke uniformne lipSicovosti funkcije f po drugom argumentu. Time dobivamo

1
|@H|ng+(L+LMkA§(1+L@kJ+§Mh? (1.9)

Lema 1.2 (Diskretna Gronwallova lema) Neka je h > 0, L > 0 i b > 0 te neka je
(x;),7=0,1,2,... niz nenegativnih brojeva koji zadovoljava

Tada je zasven > 0
Lnh __ 1

[
z, < zoe™ + ——— b
>~ 40 Lh

Dokaz. Jedostavnim iteriranjem i koristenjem nejednakosti 1 + a < e, koja
vrijedi za a > 0. [
Primjenom Gronwallove leme na (1.8) dobivamo,

th_l th_]_

€ MR =S " "M

Lnh
Y oL

len] < leole
Time smo dobili zakljucak:
Teorem 1.3 Neka je funkcija f: [0,7] x R — R neprekidna i Lipschitzova s kons-

tantom L po drugoj varijabli. Neka je x € C*([0,T]) rjedenje Cauchyjeve zadace
(1.3), (1.4) i neka je M = max{|Z(t)|: t € [0,T]}. Ako je h = T/N i ako su

xi, © = 0,1,2,..., N vrijednosti generirane Eulerovom metodom, onda je za sve
1=1,2,...,N
Mh
t) — x| < elti —1).
o(te) — 2l < 5= (e — 1)

Teorem 1.3 pretpostavlja da se racunanje vrsi u egzaktnoj aritmetici. Ako su
prisutne greske zaokruzivanja, onda racunamo vrijednosti

&0 = xo + 0o
i1 =&+ Rf(t,&) + 6, 1=0,1,2,...

M. JURAK 31. svibnja 2006.



6 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

gdje je 9; greska zaokruzivanja u i-tom koraku. Greska metode je sada
. 15
T(tiv1) — &1 = x(t) + ha(t;) + §h255(7i) — [& + hf(ti, &) + 0iv1]
1 5.
= a(t;) — &+ hlf (i, x(t)) — f(t. &) + §h2x(n) — Oit1-

Uvedimo oznaku e; = xz(t;) — &;, iskoristimo lipsicovost funkcije f i uniformu
ogranicenost druge derivacije rjesenja. Izlazi

1
leia| < (1+ Lh)les| + 5 ME* + [0ia].

Ako pretpostavimo da su greske zaokruzivanja uniformno ograni¢ene, odnosno
da postoji 6 > 0, takav da je za svako i > 0

onda ponovo mozemo primijeniti Gronwallovu lemu i dobivamo
Lt;
e’ —1 .1
—Mh? +6).
o M)

Vidimo da se red metode ne mijenja ako je § = O(h?). Funkcija

Mh n 0
2L  Lh
ima svoj minimum u h* = (26/M)"/2, i manje korake ne treba birati jer tada

dominiraju greske zaokruzivanja.
Zadatak. Dokazite sljedecu verziju diskretne Gronwallove leme:

le5] < legle™ +

h —

Lema 1.3 Neka je h > 0, L > 0 te neka su (x;), (b;) i =0,1,2,... nizovi nenega-
tivnih brojeva koji zadovoljavaju

Tada je zasve n > 0

n—1

z, < erL”h + ZGL(n_i_l)hbi.
1=0

1.3 Runge-Kutta metode

Promatrajmo, radi jednostavnosti, Cauchyjev problem za skalarnu diferenci-
jalnu jednadzbu

a(t) = f(t z(t)) (1.10)
z(0) = zo. (1.11)

RADNA VERZIJA
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Eulerovu je metodu mogucée izvesti polaze¢i od razvoja rjesenja z(t) u Taylo-

rov red
2 3

h
z(t+ h) = x(t) + hi(t) + 75&(:&) + Fx(z&) + o
Uzimajuéi aproksimaciju z(t + h) ~ x(t) + hi(t) i uvazavajuéi da je x(t) =
f(t,z(t)), dobivamo
x(t+h) = x(t) + hf(t,x(t)),

Sto vodi na numericki postupak
Tip1 = x5 + hf(ts, m;).

To je Eulerova metoda. Istim postupkom mozemo generirati meode viseg reda
tocnosti; potrebno je jedino zadrzati vec¢i broj clanova u Taylorovom razvoju.
Pokazimo to na primjeru metode drugog reda. Zadrzat ¢emo prva tri clana u
razvoju, pa stoga koristimo jednakost

B(t) = %f(t, w(t)) = fult, x(t)) + falt, x(t))i(t)
= filt,x(t)) + fo(t, x(t)) f(t, x(2)),

dje je f; = %L itd. Time smo dobili aproksimaciju
gdje ] o

z(t +h) = x(t) + hf(t,2() + h;[ft(t’ z(t) + fo(t, 2(2)) £ (£, 2(2))];
iz koje slijedi metoda

B = 0 0 0) o) + fulte 2 ). (112

Slicno bi se izvodile metode treceg i viseg reda.
Metode ovog tipa ponekad se nazivaju Taylorove metode!. Iz njihovog izvoda

je jasno koji je red lokalne greske diskretizacije metode. Tako je za metodu (1.12)
LGD reda O(h?®). Preciznije,

2t + h) = a(t) + hf(t,a(t))
ot (1.13)
U 20) + ot 20 (1, 2(0)] + O(R).

Nedostatak metode je Sto moramo znati parcijalne derivacije funkcije f. On se
moze ukloniti na ovaj nacin: uoc¢imo da Taylorovim razvojem dobivamo

flt+h, o) +hf(t, (1) = f(t, o)+ [fi(t,2(t)+ fult, 2(t) f (8, 2(8) ]+ O(R?),

i metode na osnovi Taylorovog razvoja.

M. JURAK 31. svibnja 2006.
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odnosno,

Lot () + fo(t, () f (8, ()] = ALf (t+h, o(t)+Rf (, 2(t))) = f (£, 2(2) ] +O(R?).

Sada vidimo da izraz s parcijalnim derivacijama funkcije f mozemo, bez smanje-
nja reda LGD, zamijeniti izrazom bez parcijalnih derivacija:

z(t +h) = 2(t) + hf(t =(t)) + %[f(t + h,x(t) + hf(t x(t) — f(t,2(t))]
+ O(R?).

To vodi na novu metodu

koja se naziva modificirana Eulerova metoda i zapisuje se u obliku
my = f(ti, ;)
me = f(t; + h,z; + hmy)

Tiv1 = X4 + 5(77’11 + m2).

Dobivena metoda je jedna iz porodice Runge-Kutta metoda s lokalnom greskom
diskretizacije tre¢eg reda.

Drugi pristup izvodenju metoda ovog tipa je putem generalizacije dobivenih
formula. Tako, na primjer, formulu (1.14) mozemo generalizirati na sljede¢i nacin:

Tit1 = T + wlhf(tia 931) + 7~U2hf(ti + ah, x; + ﬁhf(ti, !L"z))>

gdje su wq, we, a i B neke konstante. Pitamo se koje uvjete moraju zadovoljavati
ove konstante da bi lokalna greska diskretizacije metode bila reda tri (skup takvih
koeficijenata je o¢ito neprazan). Preciznije, ako je z(t) to¢no rjesenje, Zelimo
imati

x(t +h) = 2(t) + wihf(t, 2(t)) + woh f(t + ah, x(t) + Bhf(t, x(t))) + O(h?).
Koristed¢i Taylorov razvoj, dobivamo

f@t+ah,x(t) + Bhf(t,z(t)) = f(t,z(t)) + [afe(t, 2(t)) + Bfu(t, x(t)) (2, 2(2))]h
+0(h?),

pa prethodni izraz mozemo zapisati u obliku

x(t 4+ h) = x(t) + (wi +w)hf(t, (1))
+weh?[afi(t, 2 (t) + Bf(t, 2(1) f (L, 2(t)] + O(h?)

RADNA VERZIJA
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Usporedbom s (1.13) dobivamo sljedece uvjete:

1 1
pum— ]_ = — pum— —_—.
witwe=1 wa=g, wf=;
Time dobivamo jednoparametarsku familiju metoda
1 1
w1y 20 ) Wa 20 ) /6 «

Modificiranu Eulerovu metodu dobivamo uz izbor a = 1. Drugi zanimljivi izbor
je @ =1/2, sto vodi na metodu

1 1
Tip1 = x; + hf(ti + sh, o + if(tivxi))u

2
odnosno
my = f(t;, ;)
h h
mo = f(tl —+ 5,1’2' —+ 577’11)

Tiv1 = X4 + hmg.

To je midpoint metoda.

Zadatak. Nadite geometrijsku interpretaciju modificirane Eulerove i midpo-
int metode. [

Generalizacijom gornjeg postupka dolazimo do ove definicije: Runge-Kutta
metode su metode oblika

my = f(t;, x;)
meo = f(tl —+ OéQh, x; + hﬁzlml)

n—1

m, = f(tz -+ Oznh, x; + h Z @L,jmj)

j=1
Tir1 = X4 + hz w;m;.
j=1
Na primjer, za n = 3 imamo
my = f(ti, x;)
mo = f(ti + aoh, x; + hB21mq)

my = f(t; + ash,; + hBz1mi + hB32ma)
Tiv1 = X4 + h(w1m1 + waomo + 1U3m3).

M. JURAK 31. svibnja 2006.
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U skladu s naSim osnovnim primjerom (n = 2) priodno je ocekivati da se
koeficijenti Runge-Kutta metode n-tog reda mogu odabrati tako da LGD bude
reda O(h™!). Dapace, za svako n otekujemo da postoji ¢itava familija takvih
metoda.

Zadatak. Pokazite da Runge-Kutta metoda treceg reda ima lokalnu gresku
diskretizacije reda O(h*) ako njezini koeficijenti zadovoljavaju sljedeée uvjete:

w1+w2+w3:1

Wolio + W3y =

wyry + w3a§ =

Wl =N =

wa a1 + w3(Bs1 + f32) =

WatraBa1 + wyag(Bs1 + PBs2) =

Wl =

w2522,1 +w3(B31 + B32) =

1
W =—, w = -.
300233 2 G 302,105 2 6
Uvjerite se da je skup rjesenja tog sustava neprazan. [
Najcesce primijenjivana Runge-Kutta metoda je tzv. klasi¢na Runge-Kutta

metoda:

}_lC.Ol}—‘

my = f(t;, 7;)
1 1
1 1
ms = f(tl + §h7 T; + ihm2)

my = f(tl + h, T; + hmg)

Tiy1 = T; + E(ml + 2may + 2m3 + my).

Osnovna prednost metoda viseg reda je u tome sto dozvoljavaju upotrebu
veceg koraka h prilikom racunanja rjeSenja. Na taj se nacin izbjegavaju greske
zaokruzivnja. S druge strane, u praksi se pokazuje da su metode viseg reda
(posebno metoda ¢etvrtog reda) numericki efikasnije. Na primjer, iako za RK4
metodu treba 4 racunanja funkcije u svakom koraku, dok Eulerova metoda treba
samo jedno, RK4 metoda ¢e za istu to¢nost trebati daleko manji broj koraka.

Zadatak. Modificiranom Eulerovom, midpoint i klasicnom Runge-Kutta me-
todom izracunati rjesenje zadace:

z(t) = 5(t — 1)a(t)
z(0) = 5.

RADNA VERZIJA
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Izracunajte tocno rjesnje. Za svaku pojedinu metodu eksperimentalno pronadite
broj koraka potreban da se u t = 1 postigne toénost od 1075, [

Zadatak. Klasicnom Runge-Kutta metodom rijesiti problem gibanja harmo-
nijskog oscilaora u polju sile tezZe:

mi + kxr =0

my + ky = —mg
z(0) = w0, y(0) = yo,

#(0) =0, g(0)=0.

Prikazite graficki stazu materijalne tocke za neki izbor parametara. [

1.4 Jednokoracne metode

Promatramo Cauchijevu zadacu

z(t) = f(t,z(t)) (1.15)
2(0) = o, (1.16)

gdje je f:]0,T] x R — R neprekidna funkcija, Lipschitzova po drugoj varijabli,
s konstantom lipSicovosti L.

Sve do sada uvedene numericke metode su jednokora¢ne u smislu da za racunanje
vrijednosti x;,1 koriste samo prethodnu vrijednost z;. Sve se takve metode mogu
prikazati u obliku

Pri tome zahtijevamo da je
¢: [0, 7] xRx[0,h] =R
neprekidna funkcija za neki A* > 0.

Definicija 1.1 KaZemo da je metoda (1.17) konzistentna s jednadZbom (1.15) ako
za svako rjeSenje = x(t) jednadZbe (1.15) vrijedi

N—1
iy 3 (i) — 2(0) ~ (20| =0

gdje je T' = Nh.
Uocimo da je izraz
E; = l’(ti-i-l) - m(tz) - hq)(tin(ti); h)?

lokalna greska diskretizacije u tocki x;.

M. JURAK 31. svibnja 2006.
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Definicija 1.2 Za metodu (1.17) kaZemo da je stabilna ako postoji konstanta M,
neovisna o h, takva da za svaka dva niza x; i y;, 1 = 0,1,..., N, koji zadovoljavaju

Tiv1 = X4 + hq)(tz, Xy, h),
Yirr = Yi + h®(ti, yis h) + 4,

vrijedi

N-1
max |z; —y;| < M [|950 — ol + ) |5z|] :

0<i<N —
Stabilnost implicira da male promjene podataka povlace male promjene rjesenja.
Definicija 1.3 KaZemo da je metoda (1.17) konvergentna ukoliko

P ey b te) =l =0

gdje je x = x(t) rjeSenje zadade (1.15)-(1.16), a z; je dano metodom (1.17), uz
pocletni uvjet xg i T = Nh.

Teorem 1.4 Ako je metoda (1.17) stabilna i konzistentna, onda je ona i konver-
gentna.

Dokaz. Uoc¢imo da y; = z(t;) zadovoljava jednadzbu
Yir1 = Yi + h®(ti, yis h) + &,

gdje je
gi = o(tip1) — 2(t;) — h®(t;, 2(t;); h),

lokalna greska diskretizacije u tocki x;. Zbog istog pocetnog uvjeta, stabilnost
nam daje

N—-1
max |z; —x(t;)| < M Z leil,
=0

0<i<N
a desna strana tezi u nulu po pretpostavci konzistentnosti. [
Lema 1.4 NuZan i dovoljan uvjet da bi metoda (1.17) bila konzistentan je
YVt € [0,T], Ve e R, ®(t,z;0) = f(t, z).
Dokaz. Lokalnu gresku diskretizacije
g; = x(tiyr) — x(t;) — h®(t;, z(t;); h),
mozemo zapisati pomoc¢u Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti u obliku

ei = hf(ci, 2(ci)) — ®(L, x(ti); b)),

RADNA VERZIJA
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gdje je ¢; € (t;,t;+1) neka tocka. Nadalje, mozemo pisati
gi = a; + h;,
gdje je
a; = h[f(c;, 2(c;)) — @(ci, z(ci); 0)],

Zbog uniformne neprekidnosti funkcije

t ft,x(t) — @(t, x(t); 0),
ona je Riemann integrabilna, pa imamo

lim S Jou] = [ 1tta(0) - @t oo o) ar

h—0 4

1=

S druge strane je

6l < B(h) = max |®(t 2(t);0) — &', 2(t); ).

Po pretpostavci je funkcija ® neprekidna na kompaktu [0, 7] X [a, b] x [0, h*] (za
svako a < b) i ako je x(t) uniformno neprekidna na [0, 7], dobivamo

lim (3(h) = 0.
Time dobivamo
N-1 N-1
Z WGl <TB(h) = lim Z h|Gi = 0.

Stoga je

> el = [ 15ta(0) - 0t 000 . (118)

li
h—0 4

Ako je metoda konzistentna, onda na svakom rjeSenju z(t) jednadzbe (t) =
f(t,z(t)) vrijedi

vt e [0,T],  f(t z(t)) = (¢ x(t); 0).
Koristedi teorem jedinstvenosti i egzistencije rjesenja, zakljucujemo da je f(t, x) =
(¢, x;0) za svako t € [0,7] 1 « € R. Obrat je evidentan iz formule (1.18). O
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14 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Lema 1.5 Jedan dovoljan uvjet stabilnosti metode (1.17) je da postoji konstanta A
takva da je

Vit € [0,T], Vo,y € R, Yh € [0,h"], |P(t,z;h) — P(t,y;h)| < Az — y;
Tada je M = M
Dokaz. U oznakama iz definicije stabilnosti, koristeci lipSicovost, dobivamo
|Zir1 = Yira| < (1 +hA) |z — yi| + |eil.

Koristeé¢i Lemu 1.3 dobivamo

n—1

|$n - yn| S enhA|x0 - y0| + Z e(n_i_l)hA|€i|
=0

n—1
T(Jwo —yol + > _ leal). O
=0

Iz dobivenoga mozemo dobiti ocjenu greske posve analognu onoj kod Eulerove
metode. Uvedemo li oznaku za maksimalnu lokalnu gresku diskretizacije

o) = gy lel

onda dobivamo

n—1
|20 — 2(ty)| < €™Mag — x(ty)| + Z e(mimDhA o |
i=0
< eMzy — x(to)| + e(h Ze(” i=1h
enhA -1

= QAT‘J}O — .T(to)‘ + g(h)m

AT 6nhA -1

< — x(t h)———

< g — a(to)| + (W) T

gdje smo iskoristili nejednakost e > 1+ z, (z € R). Time smo dobili

ar () r
s fon = a(ta)] < ey — 2(0)| + ST - 1)

Ova ocjena greska kaze da za sve jednokoracne metode vrijedi pravilo: ako je
LGD redan + 1, onda je tocénost metode reda n.

RADNA VERZIJA
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1.5 Visekoracne metode

Zelimo li toénije diskretizirati vremensku derivaciju u jedadzbi & = f(t, z)
mozemo se posluziti centralnom diferencijom #(¢;) ~ (x;41 — x;—1)/2h. Time
dolazimo do sljed¢e metode:

Tiv1 = T + 2hf(t;, x;).

Osnovna razlika prema prethodnim metodama je u tome sto je ova metoda
visekoracna: za rac¢unanje vrijednosti x;,; potrebni su nam x; i x;_;.
Lokalna greska diskretizacije se lako dobiva na osnovu Taylorovog razvoja:

T(tiv1) = [wioy + 20 f (£, 7))
= [olt:) + hile) + (1) + 0 ()]

= () —ha(t) + S i(t) — 5T (7ien)] — 20 f (i, 20)

= 2hi(t;) + %[':’c’(n) + @ (Tiy1)]
he ...

=57 (TH-Z))

3
gdje su 7;, Ti41 1 Ti12 neke tocke iz intervala (¢;_1,¢;11). Vidimo dakle da je loklna
greska diskretizacije reda O(h?).
Sustavniji nacin izvodenja visekoracnih metoda oslanja se na integralnu for-
mulaciju problema. Diferencijalna jednadzba se integrira na intervalu (t;, t;41):

xmﬂpﬂﬁg+1”}@wr

Provucimo Lagrangeov interpolacijski polinom kroz tocke (t;_1, @(t;—1)) 1 (t;, (¢;)),
te ekstrapolirajmo tu vrijednost na interval (¢;,¢;11). Dobivamo:

t;—t. t—t;1

palt) = ") + ()

i tu ¢emo vrijednost koristiti kao aproksimaciju za #(t) na intervali (¢;,;11); stoga
je

tit1
t(tin) ~ (t) + / pa(7) dr
t;
tit1 1 tit1
() 4+ / (b — ) dr (i) + + / (r — tiy) dr i(ty)

1 h 1 2h
=z(t;) — E/o wdu &(t;—1) + ﬁ/h udu &(t;)

:am—@amn+%%my

M. JURAK 31. svibnja 2006.



16 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Time dolazimo do Adams-Bashforthove metode
h
Tir1 = X4 + 5[3]“@2, SL’Z) — f(ti_l, LL’i_l)]. (119)

Prednost ovakve metode prema odgovaraju¢oj Runge-Kutta metodi je u tome
sto ona treba samo jedno racunanje funkcije po koraku. Naime, jednu funkcijsku
vrijednost mozemo iskoristiti iz prethodnog koraka.

Prirodniji postupak bi bio interpolirati & na intervalu (¢;,¢;11). Opisani pos-
tupak vodi na aproksimaciju

Bltier) ~ o(t) + Lli(tin) + (6]

2
Sto vodi na Adams-Moultonovu metodu
h
Tip1 = T + §[f(ti= ;) + f(tiv1, vig1)]- (1.20)

Zadatak. PokazZite da su lokalne greske diskretizacije za Adams-Bashfortovu
1 Adams-Moultonovu metodu dane formulama:

h 5 ...

Tit1 = T + 5[3f(ti7 x;) — f(ti1, xim1)] + EIE (Ti>h’37
h 1..

Tiy1 = X4 + §[f(tl,l’l) + f(ti+1,l’i+1)] + El’(Tl)hs |:|

Adams-Moultonova metoda je implicitna. To znaci da u svako koraku moramo
rjesavati nelinarnu jednadzbu kako bismo dosli do aproksimacije na sljede¢em
vremenskom sloju. S tim u vezi javlja se pitanje da li jednadzba ima rjesenje.
Odgovor je pozitivan za dovoljno male vrijednosti koraka h. Da bismo to pokazali
uocimo da u svakom koraku Adams-Moultonove metode rjesavamo problem fiksne
tocke

P(z) =,
gdje je
h
(z) = 2; + §[f(ti, i) + f(tiv1, )]
Kako je
h h
|0(2) = ©(y)| = S| f(tirr @) = ftirr y)| < SLIz —yl,
gdje je L konstanta lipsicovosti funkcije f, vidimo da je ® kontrakcija za hL/2 <
1, i stoga problem ima jedinstveno rjesenje.

U praksi se za rjesavanje nelinearne jednadzbe u svakoj iteracji najcesée koristi

Newtonova metoda. Razlog je taj Sto za male h iz prethodne iteracije ve¢ imamo

dobru pocetnu iteraciju za Newtonov algoritam. Najcesce su zatim dovoljne dvije
do tri Newtonove iteracije.

RADNA VERZIJA
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Da bismo primijenili Newtonovu metodu napisimo Adams-Moultonovu me-
todu u obliku

G(Tit1) = Tiy1 — 2 — g[f(ti,xi) + f(tiv1, zip1)] = 0.

hof
Gr)=1-=-=(t; :
() 57 it @)
Stoga Newtonove iteracije glase

n+1 n 1+

> . . “ . 0 o1e
Za pocetnu iteraciju mozemo uzeti a:z( +)1 = x;, ili

IL”Z(-E)F)l = x; + hf(ti, ;).
Tteracije se zaustavljau kad je 277" — 2| < ¢ i/ili G=7TY) < ¢, gdje je e
zadana tolerancija. Zadnja iteracija se uzima za x; 1.

Jedan nacin da se izbjegne rjeSsavanje nelinearne jednadzbe je da se formira
metoda tipa prediktor-korektor. To se ¢ini tako da se spoje dvije metode istog
reda tocnosti: jedna implicitna i jedna eksplicitna. Eksplicitna metoda se koristi
kao prediktor - ona racuna meduvrijednost koja ulazi u implicitnu metodu, koja
funkcionira kao korektor. Na primjer, Adams-Bashfortovu i Adams-Moultonovu
metodu mozemo povezati u jednu prediktor-korektor metodu na sljedeéi nacin:

h
Ty, = x+ 5[3f(ti, z;) — f(tica, zi-1)]

h
Tiy1 = T; + §[f(ti> x;) + f(tipr, 2h )]

Koriste¢i u implicitnoj metodi vrijednost z} ;, koju je izracunala prediktor me-
toda, izbjegavamo rjesavanje nelinearne jednadzbe.

Zadatak. Izracunajte lokalnu gresku diskretizacije Adamsove pediktor-korektor
metode. PokaZite da je ona ostala reda O(h3). O

Napomena. Modificirana Eulerova metoda moZe se interpretirati kao metoda
tipa prediktor-korektor. Metoda ima oblik

Tip1 =2 + g Lf(t, 2s) + f(ti + hy 2 + Rf(ti, 2:))]

Sto se moze zapisati u obliku
af = x+ hf(t, x)

h
Tit1 = T; + §[f(ti, z;) + f(tiza, 28 )]
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18 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Prediktor je, dakle, Fulerova metoda, a korektor Adams-Moultonov metoda. [
Adamsove metode (Adams-Bashfortova i Adams-Moultonova) mogu se poopditi
do metoda proizvoljno visokog reda. Potrebno je samo povecati broj tocaka u
kojima se interpolira derivacije .
Adams-Bashfortova metoda s n tocaka dobiva se tako da se & aproksimira
Lagrangeovim interpolacijskim polinomom p,,_1, (n — 1)-og stupnja, kroz tocke

(ticnr, (ticng1)), - (Ficn, 2(ticn)), (Fs, 2(8:))-

Zatim se koristi aproksimacija

tit1
z(tiyr) = x(t;) + / Pn-1(7) dr,
t;

i#(t;) se zamijenis f(t;,x;). Evidentno, takvim postupkom dobivamo eksplicitnu
metodu.
Adams-Moultonova metoda s n tocaka dobiva se tako da se & aproksimira
Lagrangeovim interpolacijskim polinomom (n — 1)-og stupnja p,_1, kroz tocke
(ti—n+2> i(ti—n+2))> R (t’H z(tz))a (ti+17 z(tz+1))

i zatim se koristi aproksimacija

tit1
x(tis1) = x(t;) + / Pn—1(T) dT.
t;

Time se dobiva implicitna metoda.
Zadatak. [zvedite sljedeée dvije Adamsove metode s 4 tocke:

h
Tig1 = X; + ﬂ[55f(tia x;) — 59f (tic1, xim1) + 37f (tica, wi—2) — 9f (tizs, 2i3)],

h
Tit1 = T; + ﬂ[9f(ti+1, Tiv1) +19f (8, x:) — 5f (tic, wica) + f(tim2, im2)].

Pokazite da metode respektivno imaju greske diskretizacije

251 19
it () FONR G X AP () FOSR A
720x (1:)h°, 7203: (1:)h°. O

Pomocéu Adamsovih metoda 4. reda mozemo konstruirati prediktor-korektor
metodu 4. reda. Ona pred klasicnom Runge-Kutta metodom ima tu prednost da
treba samo dva racunanja funkcije po iteraciji:

h
=z + ﬂ[55f(tia ;) = 59f (ti1, wi1) + 37 f(tica, win) — 9f (ti—s, Ti-3)],

h
Tiy1 = T; + ﬁ[gf(ti+17 wyyy) F19f (i, ) — 5f (tim, wim1) + f(tima, 1i2)].

Zadatak. Usporedite tocnost klasicne Runge-Kutta metode i Adamsove prediktor-
korektor metode 4. reda na test-primjeru. PokazZite da je Runge-Kutta metoda
preciznija. [
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1.6 Metode varijabilnog koraka

Metode varijabilnog koraka dinamicki mijenjaju korak A kako bi drzale gresku
metode ispod zadane tolerancije . Metode tog tipa moraju na neki nacin proci-
jeniti gresku metode.

Kao osnovu metode varijabilnog koraka koristit ¢emo jednu Runge-Kutta me-
todu reda n. Greska takve metode je oblika C'h", gdje je C' neka konstanta koja
ovisi o egzaktnom rjeSenju, pa nam je stoga nepoznata.

Postavimo se u situaciju kada imamo aproksimaciju z; to¢nog rjesenja x(t)
u trenutku ¢t. Ta je vrijednost izracunata s vremenskim korakom kojeg ¢emo
oznaciti s hg. Koristeéi odabranu Runge-Kutta metodu racunamo dvije apoksi-

macije :cifho i xﬁ)ho tocne vrijednosti z(t + ho): xﬁr)ho racunamo s korakom hg, a

(2) C e . : . . o
ry 7, s korakom hg/2. Drugim rijecima, prvu aproksimaciju racunamo s jednim

korakom Runge-Kutta metode, a drugu s dva. Nakon toga racunamo veli¢inu

_ 1. (2)
E= ‘xt-i-ho - ‘Tt—i-ho‘v

koja nam sluzi za procjenu greske. Na osnovu nase pretpostavke da je greska
Runge-Kutta metode oblika C'h™, gdje je C' priblizno konstanta, mozemo proci-
jeniti C":

1 2
E= |x§+)ho - le§+)ho|

1 2
= (2, = 2(tin)) — (@2, = 2(tiin,)]

h n
~|Chi — C (50) |=(1—2"")Chp.
Imamo prema tome
O~ E
SR
Mi bismo htjeli da je Chy < e. Ukoliko je taj uvjet ispunjen smatramo da je

korak hy dovoljno mali i uzimamo tocniju vrijednost xﬁ)ho kao aproksimaciju u

trenutku t 4 hy. Ukoliko je Ch{ > €, onda trebamo smanjiti korak hy kako bismo
postigli trazenu toc¢nost. Novi korak h. mora biti takav da je

e~ Chl.

Uoc¢imo da mi ne zelimo prevelik, ali niti premalen korak. Stoga novi korak
racunamo iz

FE
—h’,
(1—2)hg

1—2 ™
o= [

Nas postupak ¢e biti sljedec¢i: U svakom sluc¢aju racunamo optimalni korak
he.

E R

sto daje
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20 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

2)

e Ako je E/(1 —27") < ¢ prihva¢amo aproksimaciju x,},

sljede¢em vremenskom sloju koristimo h..

i za korak hg na

e Ako je E/(1 —27") > ¢ ponavljamo racun s novim korakom hy = h..

Uoc¢imo da se uzimanjem h. za novi korak u slucaju kad je aproksimacija
zadovoljavajuca osiguravamo od premalenog koraka. U tom slucaju je h. > hyg.

Prelazimo na kostrukciju algoritma. Uoc¢imo da metoda smanjuje korak ako je
to potrebno pa stoga treba staviti neku minimalnu vrijednost koraka h.;, ispod
koje ne zelimo smanjivati korak. Pretjerano smanjivanje koraka moze biti znak
priblizavanja kraju domene egzistencije rjesenja.

Algoritam 1 daje rjesenje kroz polja t i x koja sadrze niz vremenskih trenutaka
(t) i niz aproksimacija rjeSenja u tim trenucima (z). Uzet ¢emo jednostavan
pristup u kojem se ta polja dimenzioniraju izvan rutine. Rutina ¢e se zaustaviti
ako su polja suvuse mala.

U Algoritmu 1 koristimo rutinu RK (n, t0,z0,t, z) koja racuna Runge-Kutta
aproksimaciju z rjeSenja x(t), uz pocetni uvjet z(t0) = 20, u n koraka. Za n ¢emo
uzimati 1 ili 2. Rutine RK () poziva funkciju f(¢,z) koja mora biti kodirana kao
potprogram.

Zadatak. Programirati Algoritam 1 i testirati ga na donjim primjerima. Za-
dagete st T > tg te € > 0 @ provjerite da li algoritam postiZe zadanu tocnost.
Eksperimentalno odredite korak h potreban da metoda s fiksnim korakom postigne
istu tocnost u kragnjem trenutku. Odredite broj poziva funkcije f u oba slucaja.
Test primjeri. 1. Aproksimirati x(1.25) za

t=5(t—-1z, z(0)=>5.

Rjesenge:
2(t) = 5el®/2r -5t

2. Aproksimirati ©(1.5) za
i=1+2% 2(0)=0.
Rjesenge:
z(t) = tanx.

3. Aproksimirati x(30) za

) mt
& =cos 15—, x(0) = 50.

Rjesenge:

_cos(mt/12) + (7 /12) sin(nt/12)
B 1+ (7/12)2

1 —t
1+ (7?/12)2]6

x(t) + [50 —
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4. Aproksimirati x1(3), z2(3) i x3(3) za

iy =2z —xo+e " x(0)=1
i’g :21'1—1'2+1’3, [L’Q(O) =0

B3 = 2wy — 225 — 273 23(0) = 0.
Rjesenge:
z1(t) = =27+ (44 2t)e”H — e

To(t) = 27" — 2%
x3(t) = de™t — (6 + 4t)e ™ 4 273,

5. Aproksimirati x1(20) i £9(20) za

1
T1 = —211 — 3% 21(0) =0, #,(0) =0

To = 2x1 — 2x9 + 10 cos(2t), x2(0) =0, @2(0) =0

Rjesenge:
x1(t) = gcos(%) + g cost — gcos(\/gt)
xo(t) = —23—0 cos(2t) + g cost + 5cos(V/3t).
U

Efikasnost metode varijabilnog koraka moze se povecati ako se umjesto jedne
Runge-Kutta metode upotrijebe dvije takve metode razlicitog reda. Uzmimo, na
primjer, da imamo jednu RK metodu reda n i jednu reda n + 1. Polazimo od
vrijednosti x; koja predstavlja aproksimaciju za x(t) i od koraka hy. Rac¢unamo
aproksimaciju rjeSenja u trenutku ¢ + hy pomocéu obje metode: prva daje vrijed-
nost z} 1y S greskom proporcionalnom s A", a druga vrijednost x? 1y S greskom
proporcionalnom s A", Za dovoljno malo hq imamo priblizno

E= |Ii+ho - x§+ho‘ = |(It1+ho —x(t + ho)) — (x?+ho —x(t + ho))|
~ |C1hl — Oyt ~ CLhY.

Time smo dobili procjenu za konstantu Cf:

E

~ —n,
h’O

Ch

Nasa je zelja raditi s optimalnim korakom h., za zadanu toleranciju . Takav

korak treba zadovoljavati
Cihl ~ ¢,
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Algoritam 1 kRK metoda varijabilnog koraka
Ulaz: ty, xg, poCetni podaci z(tg) = x;
Krajnje vrijeme T
Tolerancija ¢;
Minimalni korak Ay, > 0;
N dimenzija polja t i x;
Polja t i x;
t0=ty, t1=T, x0=x0, k = 0, £(0)=x0, t(0)=t0, h0=t1-t0, lag=FALSE
repeat

repeat
RK(1,t0,x0,t1,x1), RK(2,t0,x0,t1,x2)
E =|x1 —x2|

if (K <¢) then
t0=t1, x0=x2, flag=TRUE
if k>N -1 then
Izlaz: x, t. Dimenzija polja je suvise mala.
end if
kE=Fk+1
t(k) =t0, x(k)=x0
end if
{Ra¢unanje novog koraka}
if £ > 0 then
h0=h03/(1 —2™)e/E
if (flag = FALSE & h0< hp,,) then
Izlaz: x, t. Korak je suvise mali.
end if
t1=t0+h0
if t1> T then
h0=7"-t0, t1=T
end if
else
h0=T-t0, t1=T
end if
until (flag = TRUE)
until (t0 > 7))
Izlaz: Polja t i x sadrze aproksimativno rjesenje.
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pa stoga za optimalni korak dobivamo procjenu

Mi éemo uzimati

hE:a{L/%ho, 0<o<1,

Metoda kontrole koraka je ista kao i ranije. Ukoliko je E < &, prihva¢amo
aproksimaciju izrac¢unatu s korakom hg; pri tome uzimamo toc¢niju aproksimaciju
x? 1y Aproksimaciju na sljedecem vremenskom sloju racunamo s korakom hg =
he. Ako je E > e onda odbacujemo izrac¢unatu aproksimaciju i ponavljamo
postupak s hg = h.. Uoc¢imo da je u tom slucaju h. manji od prethodnog hy.

gdje je 0 = 0.9.

Pogledajmo sada kako ovakav postupak omogucava optimizaciju broja racunskih
operacija po koraku metode. Pri tome ¢emo kao znacajnu operaciju uzimati samo
poziv funkcije f. Uzmimo jednu metodu drugog reda i jednu trec¢eg reda. Metoda
2. reda:

my = f(t;, ;)
_ ) (1) ) (1)
may = f(tz + %) h> T + hﬁllml)

Tiy1 = X4 + h(w%l)ml + U)él)TTlg).

Metoda 3. reda:

my = f(t;, x;)

mg = [t + a5 b,z + hBmy + hBSIms)

) (2) (2)

Tip1 = T + h(w§2 my + wy Mg + wy ms).

Ovdje smo te metode zapisali u opc¢enitoj formi. Da bismo imali korektan red
metode koeficijenti moraju zadovoljavati:

1 1
N

2,1 2
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za metodu drugog reda i

w® 4 w® 4 w® =

+wy’ +wy” =1
wé )aéz) + wé )a:(f) = %
wg” (o) + ws(ag?)? =

205 + i (53 + B%) =

1
2) (2)/ A2 2
w2 0‘2 521 +w:(a )0‘:(’))(5?(,,1)+6§,2)) =3

za metodu trec¢eg reda.

Usporedimo li metodu drugog i treceg reda vidimo da se vrijednost m, treba
racunati najvise jednom. Najvise Sto mozemo postic¢i je da se i my racuna samo
jednom. To nas vodi do dodatnog uvjeta

oy =af?, Y =5 (1.21)

Zadatak. Krenite od modificirane Eulerove metode

my = f(ti, ;)
meo = f(tl —+ h, ZT; —+ hml)
Tiv1 = X4 + 5(7711 + m2).
(a3’ = ﬁéll) =11 wgl) = = 1/2.) Uvjeti (1.21) koje treba zadovoljiti su sada

Pokazite da metoda

my = f(ti, ;)
me = f(t; + h,x; + hmy)
my = f(ti + h/2,z; + (h/4)m1 + (h/4)ma)

h
Tiv1 = T4 + g(ml + mo + 4m3)

zadovoljava traZeni uvjet kao i sve uvjete kompatibilnosti koeficijenata za metodu
treceqg reda. [
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Ocjenu greske za ovaj par metoda mozemo ra¢unati na sljede¢i naé¢in (t = ¢;
pa je x; = x;):
E= |5L';§L+h - x?+h|
h h
= |(xs + §(m1 +ms)) — (2 + g(ml + mg + 4mg))|
h
= —|2m3 —my — m2|.
3
Vidimo da x{,, uopce ne trebamo racunati. Time smo dosli do metode koja se

naziva Runge-Kutta-Felbergova (2)3 metoda. Ona moze biti zapisana na sljededi
nacin:

my = f(taxt)
mo = f(t + h, Ty + hml)
E = §|2m3 —my — m2|
Tipn = T + = (mq + may + 4mg).

6

Iz izvoda Runge-Kutta-Felbergova (2)3 metode je jasno da se upotrebom me-
toda viseg reda mogu posti¢i vecée ustede. Ovdje, bez izvoda, dajemo primjer
Runge-Kutta-Felbergove (4)5 metode.

my = f(tal't)
2 2
Mo = f(t + §h, Tt + §hm1)
—f(t+1h +1h +1h )
ms = 3 y Lt 12 my 4 mo
3 69 243 135
my = f(t + Zh7 Ty + mhml — @hmg + ahmg)
17 27 27 16
mys = f(t + h, Ty — Ehml + thg — ghmg + Ehm4)
5 65 5 13 4 5
me = f(t + ah, Ty + @hml — 1—6hm2 + 1—6hm3 + 2—7hm4 + mhﬂ%)
5 h| 1 n 3 16 1 n 6 |
=h|——m — M3 — —My — —M —m
150 100 0 75t 20 0 T 25 °
— 2+ b 47 + 12 + 32 L 1 + )
Teh = T TR T 9T T 9o M T 5T T 551G

Implementacija Runge-Kutta-Felbergove (4)5 metode dana je u Algoritmu 2.
Zadatak. Testirajte Algoritam 2 i usporedite ga s Algoritmom 1. ]
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Algoritam 2 kRKF 4(5) metoda
Ulaz: tg, xg, poCetni podaci z(tg) = xo;
Krajnje vrijeme T
Tolerancija ¢;
Minimalni korak Ay, > 0;
N dimenzija polja t i x;
Polja t i x;
t0=to, t1=T, x0=x0, k = 0, £(0)=x0, t(0)=t0, h0=t1-t0, lag=FALSE
repeat

repeat
RK(1,t0,x0,t1,x1), RK(2,t0,x0,t1,x2)
E = |x1 —x2|

if (K <¢) then
t0=t1, x0=x2, lag=TRUE
if k>N -1 then
Izlaz: x, t. Dimenzija polja je suvise mala.
end if
k=Fk+1
t(k) =t0, z(k)=x0
end if
{Ra¢unanje novog koraka}
if £ > 0 then
h0=h03/(1 —2™)e/E
if (flag = FALSE & h0< hp,;,) then
Izlaz: x, t. Korak je suvise mali.
end if
t1=t0+h0
if t1> T then
h0=T-t0, t1=T
end if
else
h0=T-t0, t1=T
end if
until (flag = TRUE)
until (t0 > 7))
Izlaz: Polja t i x sadrze aproksimativno rjesenje.
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1.7 O stabilnosti. Kruti sustavi

Matematicka zadaca je dobro postavljena (ili korektna) ukoliko ima jedno i
samo jedno rjesenje, koje neprekidno ovisi o ulaznim podacima. Na primjer, u
uvjetima Cauchy-Lipschitzovog teorema, Cauchyjeva zadaca za obi¢nu diferenci-
jalnu jednadzbu je dobro postavljena.

Na diskretu zadac¢u primijenjuje se ista definicija korektnosti. Zadaca je ko-
rektna ako ima jedinstveno rjeSenje koje neprekidno ovisi o zadanim podacima.
To znaé¢i da male promjene ulaznih podataka proizvode male promjene rjesenja.

U diskretnim zadac¢ama malost promjene rjesenja se uvijek mjeri u odnosu
na diskretizacijski parametar. Stoga korektna kontinuirana zadac¢a moze postati
nekorektna u fp-sustavu odredene preiznosti. Uzmimo, na primjer, Cauchyjev
problem

#(t) = 3x(t) — 3t, tel0,5]

Tocno rjesenje je &(t) = 1/3 +t. Buduéi da broj 1/3 nije moguée reprezentirati
u rac¢unalu, stvarni pocetni uvjet u diskretnom problemu je z(0) = 1/3 + ¢,
gdje je e greska reda velicine strojnog epsilona. Pripadno egzaktno rjesenje je
21(t) = 1/3+¢ce3, a razlika izmedu dva rjeSenja u trenutku t = 5 je ee'® & 3£10°.
Primijenimo li, dakle, bilo koju numericku metodu u sustavu fp-brojeva ¢ija je
preciznost 107%, neéemo modéi postiéi zadovoljavajuéu aproksimaciju u t = 5;
problem je numericki nekorektan. S druge strane, u fp-sustavu s preciznoséu
10710 dobivamo numericki korektan problem.?

Pokazali smo da su jednokora¢ne metode, primijenjene na Cauchyjevu zadacu,
stabilne. Konstanta koja se pojavljuje u ocjeni stabilnosti ovisi, izmedu ostalog,
o duljini vremenskog intervala na kojem se jednadzba integrira i o diskretizacij-
skom parametru h. Ukoliko je ta konstanta vrlo velika kazemo da je numericka
zadaca slabo uvjetovana. U krajnjim sluc¢ajevima zadac¢a moze postati numericki
nekorektna. Pogledajmo, na primjer, Cauchyjevu zadacu

#(t) = —2tx(t), € [0,15] (1.22
z(0) = L. (1.23)

Egzaktno rjesenje je z(t) = e, koje vrlo brzo konvergira u nulu kada ¢ —
0o. Primijenimo li Eulerovu metodu s korakom 0.2 na ovaj problem dobit ¢emo
zadovoljavajuce rjesenje sve do trenutka t &~ 10, kada se javljaju snazne oscilacije.
Eulerova metoda je na ovom primjeru nestabilna.

Nestabilnost se pojavila za velika vremena ¢ pa mozemo pretpostaviti da je
konstanta u ocjeni stabilnosti, koja ovisi o krajnjem vremenu T, postala suvise

20vo je ekstreman primjer u kojem se umjesto diskretizacijskog parametra pojavljuje pre-
ciznost fp-sustava kao faktor koji odreduje je li numericka zadaca korektna ili nije.
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velika. Da bismo bolje razumjeli pojavu nestabilnosti, pogledajmo jednostavniju
zadacu:

() = Aa(t),

Primjenom Eulerove metode dobivamo

T1 = Tg + h)\ZL'Q = (1 + )\h)l’o
To = (1 + )\h)l’l = (1 + )\h)2l’0

Sto daje x, = (1+\h)"xg. Za X < 0 rjeSenje x(t) = zoe tezi u nulu kada t — oo.
Eulerova metoda ¢e imati isto asimptotsko ponasanje ako je

11+ | < 1. (1.24)

Taj se uvjet svodi na —2 < Ah < 0, odnosno dobivamo ogranicenje na korak h:

2
h < o
Na osnovu ovog primjera mozemo bolje razumijeti nestabilnost Eulerove me-
tode u prethodnom primjeru. U njemu A nije konstantan ve¢ imamo A\ = —2¢.
Primijenim 1i formalno uvjet stabilnosti (1.24) na problem (1.22), (1.23), dobi-
vamo
—2 < =2ht < 0.

Uz h = 0.2 uvjet ¢e biti narusen za t > 5. Mozemo zakljuciti da ova analiza daje
kvalitativno dobro objasnjenje pojave nestabilnosti, pa ju stoga generaliziramo
na diferencijalnu jednadzbu oblika

() = f(£,x(t)).

Pri tome moramo pretpostaviti da diferencijalna jednadzba ima jedno staci-
onarno rjeSenje i da druga rjeSenja, barem za bliske pocetne uvjete, konvergiraj
k stacionarnom, kada t — oo. Kriterij egzistencije stacionarnog rjesenja je vrlo
jednostavan: x(t) = T je stacionarno rjesenje ako i samo ako je f(¢,7) = 0, za
sva vremena t. U ovoj diskusiji mi bez smanjenja opcéenitosti mozemo uzeti da
jeT =0, tj. f(t,0)=0.

Jednadzbu ¢emo najprije linearizirati tako da desnu stranu razvijemo u Taylo-
rov red oko z =7 = 0,

af af

f(t,z) = f(t,0) + %(t, 0)x + O(z?) = %(t, 0)x + O(z?).
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Sada u slucaju da je %(t, 0) < 0 zaklju¢ujemo da ¢e Eulerova metoda biti stabilna
ako je
of

—2 < h—(t .
< 8x(’0)<0

Ovi primjeri nas navode na sljede¢u definiciju.

Definicija 1.4 Interval (a,b) nazivamo interval apsolutne stabilnosti numeritke me-
tode ako za h\ € (a,b) metoda daje aproksimaciju (z,,) problema

#(t) = Ax(t),
sa svojstvom
lim z, = 0.

Uoc¢imo da mora vrijediti A < 0, tako da je a,b < 0.

Interval apsolutne stabilnosti za Eulerovu metodu je (—2,0).
Zadatak. Odredite interval apsolutne stabilnosti za modificiranu Fulerovu me-
todu.

wivs =+ Ut ) + S+ b+ b (g )]

Rjesenje. Za f(t,z) = Az dobivamo

h
Tit1 = T + = [Ax; + Az + haz;)]

2
h2\2
Odavde slijedi uvjet
242
|1+ hA + 5 | <1,

§to nakon jednostavnog racuna daje interval apsolutne stabilnosti (—2,0). O
Kod Runge-Kutta metoda opcenito se dobiva jednadzba oblika

Ty, = P(hA) "z,

gdje je P neki polinom. Uvjet apsolutne stabilnosti je tada |P(h))| < 1.
Zadatak. Pokazite da je za klasicnu Runge-Kutta metodu

1 1 1
P(hA) = 14 hX + =(hA)? + =(hA)? + —(hN)Y,
2 § 24
§to daje interval apsolutne stabilnosti (—2.78,0), priblizno.
[zracunajmo interval apsolutne stabilnosti implicitne Eulerove metode. Do-
bivamo rekurriju

Tip1 = T + hAz;pq,

M. JURAK 31. svibnja 2006.



30 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

sto daje
1
T = —————02p.
(1—hA)"
Vidimo da je metoda apsolutno stabilna za sve hA < 0. Drugim rijecima, interval
apsolutne stabilnosti je (—o0,0). To je osnovna prednost implicitnih metoda:
One ne postavljaju dodatna ogranicenja na korak metode.
Kod visekora¢nih metoda uvjet apsolutne stabilnosti je slozenije izracunati.

Uzmimo kao primjer metodu
Tiy1 = Tim1 + 20 f (b, ;).
Primijenjena na linearizirani problem, ona daje
Tiy1 = Ti—1 + 2hAx;.

Ovdje se radi o diferencijskoj jednadzbi drugog reda. Njena rjeSenja mozemo
traziti u obliku x; = r*. Uvrstavanjem u jednadzbu i skra¢ivanjem dobivamo
kvadratnu jednadzbu za r:

r? =1+ 2hAr,
koja ima opcenito dva rjesenja 1 i ro. Opce rjesenje diferencijske jednadzbe ce
biti oblika x; = Cirt 4+ Cyrh, pa stoga za stabilnost moramo zahtjevati

Ir] <1, |re| < 1.

Jednostavno je izracunati
rr=h\A+VhIN2+1, 1ry=hA—Vh2\2+1,

i vidjeti da za hA < 0 ne mozemo zadovoljiti |re| < 1. Interval apsolutne stabil-
nosti je stoga prazan.
Zadatak. Pokazite da je Adams-Moultonova metoda apsolutno stabilna.
Metode tipa prediktor-korektor opcéenito ne zadrzavaju svojstvo apsolutne
stabilnosti svog implicitnog dijela.
Stabilnost metoda za sustave obi¢nih diferencijalnih jednadzbi definira se na
slican nacin. Neka je zadana konstantna matrica A reda N i Cauchyjev problem

x = Ax
x(0) = xo.

Promatrat ¢emo jednostavnu situaciju u kojoj matrica A ima N jednostrukih
svojstvenih vrijednosti \; i bazu svojstvenih vektora v:

O'(A) = {)\1,)\2,...,)\]\7},
Avi=)\v', i=12,..., N.
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Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe ima oblik
x(t) = CyvieMt 4 - 4 OpvVet,

Promatramo one sustave ¢ija se rjeSenja stabiliziraju u nulu (koja je stacionarno
rjesenje), tj. uzimamo matricu A ¢ije sve svojstvene vrijednosti imaju negativan
realan dio.

Primijenom Eulerove metode dobivamo:

Rjesenje diferencijske jednadzbe trazimo u obliku x; = r'v? (p = 1,...,N).
Uvrstavanjem u (1.25) dobivamo r = 1 + h\,, pa stoga opce rjesenje ima oblik

x; = Cv (1 +h\) + -+ CyvN (14 hy)
Uvjet apsolutne stabilnosti je tada
1+ h\| <1, p=1,2,...,N.

Odavde vidimo da je uvjet stabilnosti zadovoljen ako se korak h nalazi u presjeku
N diskova. Taj je uvjet stoga teze zadovoljiti u slucaju sustava, nego u skalarnom
slucaju.
Primjer.
T4+ b+ 1)z +bxr=0
z(0) =1, (0) =0,

Zapisano kao sustav

Zifl = T9, 1'1(0) =1
1’2 = —b:(]l — (b + 1)5(32, SL’Q(O) = 0.

Toc¢no rjeSenje:

zl(t):b_le —5—1°
b _ 1
I2<t>:_b—1et+b—1e bt
Matrica sustava je
0 1
b —(b+1)
a svojstvene vrijednosti su Ay = —1 1 Ay = —b. Uvjet stabilnosti se svodi na

h <2, hb<2.
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U slucaju kad je b velik, drugi uvjet postaje ogranicavaju¢i. U tom slucaju
rjeSenje ima dvije komponente (e ! i ") koje se mijenjaju na dvije bitno razlicite
vremenske skale. Za takav sustav kazemo da je krut.

Kod krutih sustava potrebno je koristiti implicitne metode kako bi se izbje-
gli mali vremenski koraci. Ako se trazi metoda viSeg reda moze se primijeniti
Richardsonova aproksimacija.
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