Poglavlje 1

Tok fluida kroz poroznu sredinu

1.1 Uvod

Gibanje fluida kroz Supljine u tlu ili nekom drugom poroznom materijalu od velikog je
znacaja za razlicite tehnicke discipline, od kojih su neke hidrogeologija, naftno inzenjerstvo,
agronomija, kemijsko inzenjerstvo itd. Matematicki modeli koji opisuju takvo gibanje
imaju zadacu predvidjeti transport mase i energije unutar sustava pod zadanim vanjskim
uvjetima. Formiramo ih pomoc¢u zakona sacuvanja mase, impulsa, momenta impulsa i
energije, te primjenom termodinamickih relacija. Pri tome je cesto potrebno uzeti u obzir
prisutnost tekuce i plinovite faza, izmjenu materije medu fazama pod utjecajem promjene
termodinamickih parametara, kemijske reakcije izmedu ¢vrste stijenke porozne sredine i
fluida, itd.

Matematicko modeliranje nas vodi na Navier-Stokesov sustav diferencijalnih jednadzbi
koji treba zapisati u domeni sastavljenoj od Supljina koje su fluidu na raspolaganju za
gibanje (pornom prostoru) i koji zatim dopunjujemo rubnim i pocetnim uvjetima. Time
dobivamo model koji je zadan na prostornoj skali odredenoj karakteristicnom dimenzijom
pora kroz koje se fluid giba. Dva su razloga zbog kojih je prakticna upotrebljivost takvog
modela vrlo mala:

1. Geometrija pornog prostora nam nije strogo poznata te stoga ne mozemo postaviti
inicijalno-rubnu zadacu;

2. Dimenzije pora su reda veli¢ine mikrometra, dok su prostorne dimenzije domene u
kojoj promatramo strujanje veli¢ine od nekoliko metara do nekoliko kilometara.

Zbog velike razlike u karakteristicnim dimenzijama pornog prostora i domene u ko-
joj promatramo strujanje, govorimo o prisutnosti dviju razlicitih prostornih skala, mi-
kroskopskoj i makroskopskoj. Matematicki model postavljen u pornom prostoru nazi-
vamo mikroskopskim modelom ili modelom na mikroskopskoj skali, dok se prostorna skala
odredena karakteristicnom dimenzijom domene strujanja naziva makroskopskom, i za prak-
ticna ra¢unanja evidentno moramo imati makroskopski model, odnosno model formiran na
makroskopskoj skali.



U makroskopskom modelu porozna sredina je kontinuum u kome vise nema separirane
¢vrste faze (stijene, tla) i fluida koji ispunjava porni prostor. Svaka tocka u tom modelu
predstavlja volumen koji je dovoljno velik da sadrzi i ¢vrstu fazu i fluid u pornom prostoru.
Svojstva makroskopskog kontinuuma opisuju se pomoc¢u nekoliko parametara od kojih su
najvazniji poroznosti propusnost. Poroznost predstavlja udio pornog prostora u jedinicnom
volumenu porozne sredine, a propusnost je mjera kojom se sredina opire strujanju fluida.
Velicine koje se pojavljuju u makroskopskom modelu, kao sto su tlak i brzina strujanja,
predstavljaju srednje vrijednosti uzete na dovoljno velikim (u odnosu na dimenzije pora)
volumenima.

Zakoni sacuvanja mase i energije jednako vrijede na svim prostornim skalama, no kons-
titutivni zakoni mijenjaju svoj oblik pri promjeni skale. Odredivanje konstitutivnih zakona
na makroskopskoj skali, poznajuéi odgovarajuce zakone na mikroskopskoj skali, je posve
netrivijalan problem skaliranja modela (eng. upscaling). On se moze teorijski rijesiti uko-
liko se postave dovoljno jake pretpostavke o strukturi porozne sredine, no u praksi se te
makroskopske zakonitosti odreduju eksperimentalno. Mi ¢emo se nadalje baviti iskljucivo
makroskopskim modelima i pri tome ¢emo polaziti od eksperimentalno dobivenih i Siroko
prihvacenih konstitutivnih zakona.

1.2 Makroskopska svojstva porozne sredine

Svaki materijal koji odlikuje poroznost — prisutnost supljina ili pukotina unutar mate-
rijala — nazivat ¢emo porozna sredina. Idealan primjer porozne sredine je pijesak koji se
sastoji od gusto pakiranih zrnaca. Zbog ¢vrstoce zrnaca izmedu njih uvijek postoji odreden
prazan prostor koji ¢e biti ispunjen fluidom, najcesée zrakom ili vodom. Dio prostora koji
zauzima fluid nazivamo pornim prostorom i u slucaju pijeska on ¢e biti povezan i dozvolja-
vat Ce strujanje fluida. Situacije u kojima porni prostor nije povezan i stoga ne dozvoljava
gibanje fluida nisu nam od interesa pa ¢emo stoga pod poroznom sredinom podrazumije-
vati samo one materijale koji imaju povezani porni prostor. Uoc¢imo da je stoga porozna
sredina medij koji se sastoji od ¢vrste faze i barem jedne tekuce ili plinovite faze, a ¢esto
sve tri zajedno. Cvrsta se faza moze u mnogim situacijama promatrati kao kruta, dok se
u nekim sluc¢ajevima uzima u obzir njena deformacija.

Kada porni prostor ispunjava samo jedan fluid za karakterizaciju makroskopskih svoj-
stava porozne sredine dovoljne su nam dvije veli¢ine: poroznost i propusnost.

1.2.1 Poroznost

Poroznost se definira kao volumen pora podijeljen s ukupnim volumenom porozne sre-
dine.

V V
S - r__ (1.1)
Vi VitV
gdje je V}, volumen pora, V; volumen cvrstog dijela porozne sredine, a V; = V,, 4+ V ukupni
volumen. U formuli (1.1) su uracunate sve pore, ¢ak i one koje nisu povezane i ne sudjeluju

)
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Slika 1.1: Shematski prikaz porozne sredine i volumena usrednjavanja.

u strujanju fluida. Za nas je korisnija efektivna poroznost koja se definira kao omjer korisnog
volumena pora i ukupnog volumena porozne sredine. Pri tome se u koristan volumen pora
ubraja samo volumen medusobno povezanih pora kroz koje fluid moze strujati. Pored
toga moze postojati odreden porni volumen ispunjen fluidom, posve izoliran od ostalog
poroznog volumena, koji ne ubrajamo u koristan volumen pora. Mi ¢emo nadalje termin
poroznost koristiti za efektivnu poroznost.

U formuli (1.1) postavlja se pitanje koliki volumen V; treba uzeti pri racunu poroznosti.
Na njega nije moguce odgovoriti a da se ne postave odredene pretpostavke o strukturi
porozne sredine, odnosno pornog prostora. S prakticne strane se pretpostavlja da postoji
odreden reprezentativni volumen (eng. representative elementary volume, REV) koji treba
koristiti u formuli (1.1). Uzimanjem bitno manjih volumena dobit ¢emo velike fluktuaci-
je poroznosti u bliskim tockama, dok uzimanjem vec¢ih volumena ne dolazi ni do kakve
promjene u izra¢unatoj poroznosti, sve dok volumeni ne postanu toliko veliki da zahvate
makroskopske varijacije poroznosti (npr. zbog prisutnosti razli¢itih materijala). Egzisten-
cija jednog takvog reprezentativnog elementarnog volumena je temeljna pretpostavka za
modeliranje porozne sredine kao kontinuuma. Svaka tocka u makroskopskom kontinuumu
predstavlja jedan elementaran reprezentativan volumen i sve varijable u makroskopskom
modelu imaju znacenje srednje vrijednosti po elementaranom reprezentativnom volumenu.

Poroznost se oznacava sa ® (ili n) i prima vrijednosti izmedu 01 1. Ona opéenito varira
s polozajem, odnosno ovisi o prostornoj varijabli x. Obicno se odreduje eksperimentalno,
pokusima na uzorcima poroznog materijala.

Napomena 1. Uvedimo funkciju Z(x) koja prima vrijednosti 1 ako se tocka x nalazi u
pornom prostoru, a vrijednost 0 ako se nalazi u krutoj stijenci. Ako skup U(x) predstavlja
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oscilacija SV

. REV dijametar

Slika 1.2: Odredivanje dijametra reprezentativnog elementarnog volumena (REV).

REV u tocki x, onda je
1

) = T o

Z(y)dy,
gdje je |Q(x)| volumen od Q(x).

Koncept reprezentativnog elementarnog volumena ima kao temeljni nedostatak odsus-
tvo jasnog kriterija za velicinu REVa te je upitna i sama egzistencija takvog volumena u
zadanoj prirodnoj sredini. Nadalje, usrednjavanjem se uvijek dobiva neprekidna veli¢ina
sto ne odgovara modeliranju prirodnih sredina s diskontinuitetima u svojstvima sredine,
kakve se ¢esto susrecu.

Iz tih je razloga razvijen drugi pristup makroskopskom modeliranju porozne sredine
koji se ukratko sastoji u sljede¢em. Funkciju Z(x) iz Napomene 1 smatramo, u svakoj
tocki x, sluéajnom varijablom. To znaci da se radi o funkciji dvije varijable Z(x,w), pri
¢emu w prolazi vjerojatnostnim prostorom. Za svako w, Z(x) = Z(x,w) (w se najcesce
ne pise) je jedna realizacija slucane varijable Z(x), odnosno slu¢ajnog polja x — Z(x).
Ocekivanje slucajne varijable Z(x) je poroznost sredine u tocki x: ¢(x) = E(Z(x)). Ide-
ja tog pristupa je sljedeca: prirodna porozna sredina je proizvod velikog niza prirodnih
procesa koji su se desavali u odredenom geoloskom razdoblju i koji nam nisu dostupni.
Varijacije u redosljedu i intenzitetu tih procesa dovode do varijacija u strukturi porozne
sredine, i kako nam informacije o procesima koji su doveli do sadasnjeg stanja nisu poz-
nate, prirodno je opisivati sadasnje stanje (ishod tih procesa) kao jednu realizaciju iz niza
mogucnosti. Problem u tom, stohastickom, pristupu je sto imamo samo jednu realizaciju
slucajne varijable (polja), dok za racunanje matematickog ocekivanja trebamo integrirati
po cijelom vjerojatnosnom prostoru i poznavati vjerojatnostnu mjeru. Izlaz iz te situaci-
je se nalazi u principu ergodicnosti koji omogucava da se integriranje po vjerojatnosnom
prostoru zamijeni integracijom po prostoru. Vjerojatnostna se mjera takoder, uz odredene
pretpostavke, deducira iz prostornih razdioba svojstava porozne sredine. Vise detalja o
ovom pristupu moze se nadéi npr. u knjigama [3], [2] i [4].

U vedini slucajeva porozna je sredina priblizno kruta. Varijacije tlaka fluida u njoj
nemaju veliki utjecaj na geometriju pornog prostora i poroznost te se zavisnost poroznosti
o tlaku moze zanemariti. Ipak, u nekim situacijama deformacije su dovoljno velike da ih
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moramo uzeti u obzir. Pri tome je vazno znati o kakvoj vrsti deformacije se radi: elasticnoj
ili plasticnoj. Kod elasti¢ne deformacije porozna matrica se komprimira pri povec¢anju tlaka
u fluidu i porni prostor se povecava; kod smanjenaja tlaka desava se upravo obrnuti proces.
Elasticna deformacija se moze ocekivati kod konsolidiranih materijala koji su podvrgnuti
velikim tlakovima, no ne toliko velikim da bi odziv stijene bio plastican. Tipi¢ni primjeri
su duboka naftna lezista.

Do plasticne deformacije dolazi kada su naprezanja porozne matrice toliko velika da
nakon smanjenja tlak u fluidu ona vise ne dolazi u polazno stanje. To je moguce kod vrlo
velikih varijacija tlaka u konsolidiranim stijenama no nije od velikog prakti¢nog znacenja.
Puno se ¢esce susrece plasticna deformacija u nekonsolidiranim materijalima (pijescima)
kod kojih zbog promjene tlaka dolazi do preslagivanja zrnaca koje dovodi do promjene
poroznosti. Na primjer, zrnca u obliku kugala mogu se slagati kubi¢no ili romboedarski
sto vodi do promjene u poroznosti za oko 17 % (vidi npr. [7]).

Modeliranje plasticne deformacije porozne sredine slozeno je i njime se ovdje ne¢emo
baviti (vidi [5]). Elasti¢na deformacija se, s druge strane, jednostavno modelira zadavanjem
zavisnosti poroznosti o tlaku ® = ®(p). Razmatranja koja dovode do takve zavisnosti mogu
se naéi npr. u [6], [7], [1], [5].

Kompresibilnost porozne sredine (¢vrste faze) definira se pri referentnom tlaku p = p,.;
kao veli¢ina:

109
= —— I‘i = Pref- 12
Pr=73 op PP = Pres (1.2)
Ta je velicina prilicno mala (npr. oko 107° bar™!) pa se éesto koristi linearna aproksimacija
za PoOroznost:

O(x,p) = Po(})(1 + Br(p = pres))- (1.3)

Ako su varijacije od §r znacajne, onda se poroznost deducira iz g jednostavnom integra-
cijom. Za (g = 0 dobiva se kruta porozna sredina.

Napomena 2. Poroznost o kojoj smo do sada govorili naziva se primarna ili granularna
poroznost i karakterizirana je malim dimenzijama pora. U stijenama se moZe javiti i sekun-
darna poroznost kao posljedica tektonske aktivnosti ili djelovanja vode, koja se manifestira
kao niz fraktura (pukotina) u stijeni. Osnovna razlika prema primarnoj poroznosti je u
tome sto pukotine sekundarne poroznosti imaju barem jednu linearnu dimenziju veliku u
odnosu na ostale, onu u smjeru prostiranja pukotine. Premda su ostale dimenzije pukotina
male kao i kod granularne poroznosti, prisutnost jedne velike dimenzije onemogucéava nam
da ukupnu poroznost i© njen utjecaj na tok fluida predstavimo usrednjavanjem kao Sto smo
to ucinili s primarnom poroznoséu. Primjena REVa bitno implicira da su sve dimenzije
pora male u odnosu na dimenziju REVa. Drugim rijecima, ukoliko postoji povezan sus-
tav sekundarnih pukotina, tok fluida kroz njih mora se modelirati drugacije od toka kroz
primarne pore.
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1.2.2 Propusnost. Darcyjev zakon

Osnovni konstitutivan zakon na makroskopskoj skali daje vezu izmedu gradijenta tlaka i
brzine fluida. Eksperimentalno ga je utvrdio francuski inzenjer Henry Darcy, 1856. godine,
te je zakon po njemu dobio ime. Da bismo ga izrazili trebamo precizirati definiciju brzine
fluida u poroznoj sredini.

Prividna makroskopska brzina fluida (ili Darcyjeva brzina) q definira se odnosom:

e q-ndS = volumen fluida koji u jedinici vremena protekne kroz povrsinu d.S, okomitu
na jedini¢ni vektor n [L?/T].

Po toj definiciji q ima dimenziju [L/T] i najéesée se mjeri u jedinici m/dan (metar po
danu). Stvarna makroskopska brzina fluida, s druge strane, jednaka je q/® buduéi da
jediniéni volumen porozne sredine sadrzi kolicinu ® fluida.

Veza izmedu Darcyjeve brzine i tlaka fluida dana je tzv. Darcyjevim zakonom.

q= —%K(Vp—pgx (1.4)

gdje je:
e 4 je dinamicka viskoznost fluida. Moze ovisiti o tlaku i temperaturi fluida;

e K je propusnost porozne sredine (dimenzija [L%]). Opéenito je propusnost simetrican
pozitivno-definitan tenzor. Ukoliko je sredina nehomogena K je funkcija prostornog
polozaja. U sluéaju da je K skalarna matrica (K = kI) kazemo da je sredina izotropna;

e p je tlak fluida;
e p je gustoca fluida. Moze ovisiti tlaku i temperaturi;

e g je vektor ubrzanja sile teze.

Darcyjev zakon jednostavno postulira linearnu zavisnost brzine fluida i gradijenta tlaka.
U tome je on posve analogan Ohmovom zakonu u elektrotehnici (jakost struje=Darcyjeva
brzina, elektri¢ni napon=tlak). Razlika je u tome $to se mora uzeti u obzir gravitacijska
sila, koja ovdje nije zanemariva, i viskoznost fluida.

Jedinica za propusnost u MKS sustavu je metar kvadratni (m?) umjesto koje se koristi
prakti¢nija jedinica D (darsi) definirana na sljedeéi nacin:

_ 1cP-(lem®s™!/1cm?)
= - ’

1D

latm cm™

gdje je cP (centipoise) jedinica za viskoznost jednaka 1072 Pa s. Time se dobiva
1D =9.86923- 10~ m”.

Ta je jedinica jo$ uvijek suvise velika pa se obi¢no koristi jedinica mD (mili Darcy = 1073
D) jer tipi¢ne vrijednosti propusnosti stijena u naftnim i vodonosnim rezervoarima iznose
5 do 500 mD.
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Napomena 3. Oznacéimo stvarnu, mikroskopsku, brzinu fluida s v. Neka je (x) repre-
zentativni elementarni volumen u tocki x, (x) = Qs(x) U Qs(x), gdje su Qs(x) i Qy(x)
podskupovi REVa koji pripadaju c¢vrstoj fazi © pornom prostoru ispunjenom fluidom. Tada
je Darcyjeva brzina u tocki x jednaka

1
q(x) = )] /QP(X)V(y) dy.

Ona stoga ne predstavlja pravu srednju vrijednost brzine w REVu, koja bi bila definirana
kao

1

V) =10, 090 S

v(y)dy,

ved 1mamo

alx) = 520G 0~ avx).

1.2.3 Darcyjev eksperiment

Darcyjev zakon ili zakon filtracije pronasao je eksperimentalno francuski inzenjer Henry
Darcy, 1856. godine. On je postavio eksperiment u kome je kroz spremnik duljin L
i povrsine presjeka A, ispunjen pijeskom, proticala voda (Slika 1.3). Mjerena je brzina
volumnog toka vode ) te piezometarska razina na ulazu i izlazu, hy (ulaz) i he (izlaz).
Dobiven je sljedec¢i odnos:

Q ~ A(hl - h?)/La

odnosno, postoji konstanta k takva da je
Q = kA(hy — hy)/L.

Izraz Q/A je volumni protok po jedinici povrsine, odnosno Darcijeva brzina. Generali-
zacijom dobivamo

a=—kVh, (15)

Kako je piezometrijska razina jednaka h = p/(pg) + z imamo da je

k
q=——(Vp—pg).
Py

Usporedbom s (1.4) vidimo da je

b=k (1.6)

i
Koeficijent k se naziva propusnost (eng. permeability) dok se k hidraulitka vodljivost (eng.
hydraulic conductivity), dok se Vi ponekad zove hidraulicki gradijent. Hidraulicka vod-
ljivost ima dimenziju brzine i mjeri se Cesto u jedinicama m/dan (metar po danu). Kao i
propusnost, hidraulicka vodljivost je u najopcenitijem sluc¢aju simetrican, pozitivno defini-
tan tenzor.

M. Jurak, Radna verzija 7 7. sijecnja 2009.



A ha

L pijesak

]

hy

Slika 1.3: Skica Darcyjevog eksperimenta.

1.2.4 Korelacije propusnost-poroznost

Poroznost i propusnost su dva makroskopska parametra koji opisuju svojstva porozne
sredine u odnosu na fluid koji se u njoj nalazi. Tako su u osnovi oni posve neovisni jedan
o drugome moguce je u nekim situacijama nac¢i odredenu korelaciju medu njima. To je
redovito tako kada se prihvati odredeni koncepcijski model porozne sredine.

[lustrirat ¢emo to na primjeru konceptualnog modela porozne sredine pomodi niza ka-
pilarnih cjevcica. U tom se modelu porozna sredina promatra kao blok ¢vrstog materijala
kroz koji prolazi jedan broj paralelno postavljenih cjevéica malog dijametra. Uzmimo da
je dijametar svake cjevéice jednak d i da po jedinici povrsine imamo N cjevcica.

U svakoj cjevéici mozemo rijesiti problem gibanja fluida te dolazimo do Hagen-Poiseuille-
ovog toka koji za srednju brzinu kroz cjevcicu V' daje

__d’pgoh
32 0s’

gdje je h piezometarska razina. Poroznost materijala je jednaka

2 2
@:N(‘—l) oo N
2 1

Protok fluida po jedinici povrsine porozne sredine (Darcyjeva brzina) je jednak

d*pg Oh _ _ d*pg Oh
128 0s  32u Os

2
QzN(%) -V =—Nm
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Iz Darcyjevog zakona
kpgOh  _d’pg Oh

=P g
@ wo 0s 324 O0s

izlazi

2
k= d—<I>. (1.7)
32
Buduéi da u nasem modelu imamo jedan istaknuti smjer, formulu (1.7) mozemo generalizi-
rati tako da dobivenu propusnost raspodijelimo u sva tri smjera, tj da formulu podijelimo
s 3: k= ¢d?/96. Uocimo da je u toj formuli faktor 1/96 nevazan; on se odnosi samo na
vrlo specificnu poroznu sredinu koja u prirodi nigdje ne postoji. Ono $to formula daje je
linearan odnos propusnosti i poroznosti u kojem faktor proporcionalnosti ovisi o kvadratu
dijametara pora. Dobiveni odno sje moguce dalje generalizirati tako na pretpostavimo da
po jedini¢noj povrsini imamo N; cjevéica dijametara d;, Sto nas vodi na

d}pg Oh kpg Oh
Q== 2 N oguas ~ s

sto daje
m
= N.d4.
g 128 Z idi

Puno korisnija generalizacija se dobiva uvodenjem hidrauli¢kog radijus koji predstavlja
omjer volumena fluida i povrsine ¢vrste faze koju taj fluid vlazi. Na primjer, za kruznu
cijev radijusa R taj je omjer jednak:

ORmL

R*nL R
2 )

gdje je L duljina cijevi. U poroznoj sredini se hidraulicki radijus generalizira na sljedeci
nacin: prvo se uvede specifi¢na povrsina porozne sredine M kao

A

M == 1.8

v (1.8)
gdje je V; volumen REVa, a A, povrsina krute faze unutar REVa. Hidraulicki radijus R se
tada definira kao

volumen fluid )

R= — (1.9)

 povrsina fluida M

Sada se odnos (1.7) koji je dobiven za model kapilarnih cjevéica moze zapisati u obliku

d? d\?%1 R? 1 ®3
k=—®= (-] 20=—®=-—
32 <4> 2 2 2 M2’
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gdje je R = d/4 hidraulicki radijus za cijev i gdje smo iskoristili formulu (1.9). Ta je
formula sad pogodnija za generalizaciju na slozenije geometrijske konfiguracije.
Dobivena formula se generalizira uvodenjem nepoznate konstante ¢y, koju je potrebno

odrediti za svaki medij posebno:
(I)?’
"=
pri ¢emu za kruznu cijev imamo ¢y = 1/2. Konstanta ¢y je tzv. Kozenyjeva konstanta.
Daljnje poopéenje dobivamo uvodenjem novog geometrijskog parametra (pored specifiéne

povrsine M), tzv. vijugavosti (eng. tortuosity) 7 < 1 koja mjeri odstuoanje strujnice od

ravne linije. Definiramo
I\ 2
=(—) <1
= (@) =

gdje je L pravocrtna udaljenost koju je cestica fluida presla, a L, stvarno prijedena uda-
ljenost. Sada se odnos propusnost-poroznost uzima u obliku
(I)3

k:CQTW.

Konaé¢no, s prakticnog stanovista umjesto specificne povrsine lakse je dostupna velic¢ina
M = A;/Vy, odnosno My = M /(1 — @), a s time dolazimo do korelacije

o3 1

A7 (1.10)

I{ZZCQT

koja se naziva Carman-Kozenyijeva jednadzba. U vezi izmedu k i ® sudjeluju tri geome-
trijska parametra koji ovise o obliku porozne sredine: ¢y, M, i 7. Eksperimentalnim
odredivanjem tih parametara za danu prirodnu poroznu sredinu dobiva se veza izmedu
propusnosti i poroznosti.

Gornji izvod ilustrira dio inzenjerskog modeliranja svojstava porozne sredine. Dobi-
vene formule nemaju opcéenitu primijenjivost no izuzetno su vazne u slucajevima kada su
primjenjive.

1.2.5 Nelinearni zakon filtracije

Linearnost Darcyjevog zakona je posljedica malih brzina strujanja fluida u pornom pros-
toru zbog Cega se mogu zanemariti efekti inercije. Ta je pretpostavka naruSena u nekim
situacijama, kao Sto je strujanje plina u blizini busSotine, i tada je potrebno dodati Dar-
cyjevom zakonu neku nelinearnu korekciju. Cesto se u tu svrhu koristi tzv. Forchheimerov
zakon

1
—;szqv%k”zglq\q- (1.11)

Zakon ima posve eksperimentalan karakter, no dobro opisuje brza gibanja fluida.

M. Jurak, Radna verzija 10 7. sijecnja 2009.
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1.3 Svojstva fluida

Svojstva fluida koja ulaze u transportne modele tipi¢no su gustoc¢a mase, viskoznost,
toplinska vodljivost, difuzivnost itd. Njih je potrebno izraziti kao funkcije onih veli¢ina
koje su nepoznanice modela. Nasi do sada uvedeni modeli koriste samo gustoéu mase i
viskoznost.

Gustoc¢a mase fluida odredena je jednadzbom stanja fluida koja daje gustoc¢u kao funkciju
tlaka, temperature i kompozicije fluida (ako se fluid sastoji od vise kemijskih komponenti).
U slucaju jednokomponentnog fluida dobivamo zavisnost oblika p = p(p, @), koja se u izo-
termalnim uvjetima pojednostavljuje na p = p(p) (temperatura 6 je sada samo parametar
modela). Kada je fluid plin mozemo koristiti jednadzbu stanja idealnog plina koja daje

pM

S 1.12
=3 (112)

p
gdje je R ~ 8.31J/K mol, univerzalna plinska konstanta, a M molarna masa plina. Ako
idealni plin nije dovoljno dobra aproksimacija moze se koristiti npr. van der Waalsova
jednadzba stanja plina ili razli¢ite eksperimentalne jednadzbe koje ¢esto imaju oblik

pM

= S (1.13)

p
gdje je Z = Z(p,0) tzv. Z-faktor, eksperimentalna korekcija jednadzbe (1.12).
Kod tekuéina je kompresibilnost znatno manja pa se koriste aproksimativne jednadzbe
stanja. Pretpostavimo jednostavnu situaciju jednokomponentnog fluida pri konstantnoj
temeraturi i uvedimo koeficijent kompresibilnosti fluida

10p
0=—-—. 1.14
o (1.14)
Uobicajena je pretpostavka da je 3 konstanta, tako da dobivamo
- (1.15)

gdje je po neki referentni tlak i pg = p(pg). Kako je # obi¢no vrlo malen dovoljno je dobra
i aproksimacija
p=po+B(p—mpo) (1.16)

U tom slucaju govorimo o slabo kompresibilnom fluidu.

Viskoznost fluida je takoder funkcija tlaka, temperature i kompozicije fluida. Generalno
vazeCih zakona ovdje nema veé se koriste razli¢ite empirijske formule. Opéenito viskoznost
znacajno varira s temperaturom, a manje s tlakom. Ovisnost o kompoziciji fluida moze biti
vrlo znacajna. Jedinica za viskoznost u MKS sustavu je Pa-s (paskal-sekunda), dok je u cgs
sustavu to 1 poise (imenovana prema francuskom fizicaru Jean Louis Marie Poiseuille-u),
jednak 1 g-em~!-s71. U prakticne svrhe se cesto koristi centipoise (cP ili cps) koji je jednak
1072 poise ili 1073 Pa-s = 1 mPa-s. Viskoznost vode pri 20° C iznosi 1 cP.
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1.4 Zakon sacuvanja mase

Mikroskopski zakon sacuvanja mase za jedan fluid u diferencijalnom obliku glasi:

dp . ..
N + div(pv) =0,

gdje je p gustoca a v brzina fluida. Ukupna masa fluida koji se nalazi u kontrolnom
volumenu R jednaka je

| ol s

R

/Rdiv(p(:c)v(:c)) dx = / p(x)v(x) - n(zx)dS

OR

dok je izrazom

dana kolicina mase fluida koja u jednici vremena utekne, odn. istekne u/iz kontrolnog
volumena R. Uoc¢imo da je ta veli¢ina pozitivna ako se radi o istjecanju, buduéi da, kao
sto je uobicajeno, n predstavlja vanjsku jedini¢nu normalu na OR.

Ukoliko se fluid nalazi u poroznoj sredini treba primijeniti makroskopski zakon sacuvanja
mase koji glasi:

%(Cbp) +div(pq) = 0, (1.17)

gdje je ® poroznost sredine, a q Darcyjeva brzina. Do promjene dolazi stoga sto je sada

| @) ds,

koli¢ina mase fluida u kontrolnom volumenu R, dok je kolicina mase fluida koja utek-
ne/istekne kroz granice kontrolnog volumena dana sa

| o) de = [ ple)at) i) ds
R OR

prema definiciji Darcyjeve brzine (vidi sekciju 1.2.2).

1.5 Model jednofaznog toka

Sada mozemo opisati najjednostavniji model strujanja kroz poroznu sredinu. Pretpos-
tavit ¢emo da su u poroznom mediju nalazi jedan fluid pod izotermnim uvjetim. Tada su
gustoda mase i viskoznost funkcije samo od tlaka (temperatura je poznata i konstantna),
pa je za opis gibanja dovoljno primijeniti zakon sac¢uvanja mase i Darcyjev zakon. Imamo

0

5 (@< p)p(p)) + div(p(p)a) = 0, (1.18)
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gdje je Darcyjeva brzina dana formulom

1
q=——K(x)(Vp—pp)g). 1.19
) (%) ( (r)g) (1.19)
Eliminacijom Darcyjeve brzine dobivamo kvazilinearnu jednadzbu parabolickog tipa za
tlak.
9 (@, p)o(p) — div(P2K(x) (Vp — plr)e)) = 0. (1.20)
ot 1(p)

Uz pretpostavku konstantne gustoce p i krute porozne sredine dobivamo elipticku jed-
nadzbu P
div(2K(x) (Y~ m)) = 0. (1.21)

gdje smo ujedno pretpostavili da i viskoznost ne ovisi o tlaku, tako da faktor p/u mozemo
skratiti. U hidroloskoj literaturi se koristi tenzor hidraulicka vodljivost (dimenzija L/T)

k(x) = %K(x) (1.22)

i piezometarska razina potencijal h (os z gleda vertikalno prema gore):

h=z+2, (1.23)

PY
(dimenzija L) koji dozvoljava da se Darcyjev zakon zapise u obliku
q = —k(x)Vh, (1.24)
a zakon sacuvanja mase
div(k(x)Vh) = 0. (1.25)

Slicna se transformacija moze izvrsiti i u slucaju slabo kompresibilnog fluida i krute
porozne sredine. Uzmemo li zavisnost gustoce fluida o tlaku u obliku (1.15), pri ¢emu
¢emo koeficijent kompresibilnosti oznaciti s G, dobivamo jednadzbu

L div(%K(x) (Vo - p(p)g)) = 0. (1.26)

Stovise, ako je 1/p(p) integrabilna funkeija mozemo definirati Hubbertov potencijal

L[
et /po 9p(8) (1:27)
uz koji imamo
V) 5 — div( 2K =0 (1.28)
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Integracijom dobivamo da je

1 i 1 N Po
Brap  Brgpo 1+ Brgpo(z — h)
Posve analogno, ako pretpostavimo slabu wviskozibilnost, iz odnosa

h=z

a/BF
p(p) = poe™ ™) = pg (%) : (1.29)

mozemo izraziti viskoznost preko potencijala ¢. Time se jednadzba (1.28) moze zapisati u
potpunosti u terminu Hubbertovog potencijala:

oh 2(x, h
®(x)Bpgp*(x, h)a — div(%

Pogledajmo konacno i slucaj kompresibilne porozne sredine kod koje je poroznost zada-
na u obliku ® = &(x,p). Kako kompresibilnost stijene nije velika ponovo se pretpostavlja
da je

K(x)Vh) = 0. (1.30)

10
5= 55 (1.31)
konstanta u odnosu na tlak, sto daje
D(x,p) = By(x)e rPP0), (1.32)
Jednadzba gibanja (1.18) dobiva oblik:
0. 1) B0 (1) 2 + 2x,9) P22 — e (AP k() (v~ plr)e)) = 0
’ ot ot w(p) '
odnosno 5 »)
@) (0 + B1)p(p) 5 — AV SKGE) (T = p(p)e)) = 0. (1.33)

Vidimo dakle, da u uvjetima slabe kompresibilnosti sredine i fluida treba koristiti ukup-
ni koeficijent kompresibilnosti § = (g + Op. Jednadzba se (1.33) zapisuje u terminima
Hubbertovog potencijala kao Sto je pokazano.

Rubni uvjeti. Osnovni rubni uvjeti su Dirichletov (za tlak ili piezometric head) ili
Neumanov u kojem se zadaje maseni protok pq - n.

1.6 Rubne zadacée za jednofazni tok

1.6.1 Nestlacivi tok kroz krutu poroznu sredinu

Ovdje pretpostavljamo da su gustoca i viskoznost fluida, p i p, konstantne, te da po-
roznost i propusnost ne ovise o tlaku. U tom slu¢aju model jednofaznog toka se svodi
na

k .
q= —;V(p + pgh), div(q) = 0.
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gdje ¢emo pretpostavljati da je sredina izotropna, odnosno da je tenzor propusnosti skala-
ran; h je visina tocke.
Ako je propusnost k konstantna, onda mozemo uvesti potencijal

k
¢ = —(p+ pgh)
1
koji zadovoljava Laplaceovu jednadzbu:
Ap =0,

u domeni fluida.

Jednodimenzionalni tok

Jednadzbu gibanja je najlakse rijesiti u jednoj dimenziji, no postavlja se pitanje sto
takvo rjesenje reprezentira. Da bismo interpretirali 1-D rjeSenje zamislimo cilindri¢ni uzo-
rak porozne sredine 2 = S x (0, L). Os z neka je polozena duz uzorka, dok su y i z druge
dvije osi kartezijevog koordinatnog sustava. Integriranjem Darcyjevog zakona po presjeku
cilindra dobivamo

k[0 k(0 Oh
/qmwwz——/—@+wmwwz———j/mwwpmﬂﬂ,
S W )g Ox w\ozr Jg Ox

gdje je | S| povrsina poprecénog presjeka i gdje smo iskoristili ¢injenicu da je derivacija visine
konstantna (visina je afina funkcija). Uvedimo veli¢ine:

1 1

Tada je

k (dP  dh k d
= 2 (=4 pg=— ) = —=—(P + pgh 1.34
q (dx%pgdx) . (P + pgh), (1.34)

gdje se sada visina h racuna na osi x. Time smo dobili jednodimenzionalani Darcyjev
zakon.
Pretpostvimo jos da je

/asq-nds:o (1.35)

za svako x € (0, L), odnosno da nema protoka kroz plast cilindra. Tada integriranjem
jednadzbe div(q) = 0 po presjeku cilindra dobivamo

0 Jq Jq.
— » dyd — dyd dydz =0
aquyz+/58yyz+/Sazyz
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Ovdje smo prvu derivaciju mogli izvuéi izvan integrala, dok druga dva integrala propadaju
zbog (1.35). Time smo dobili

dq

— = 0. 1.36
o (1.36)
Interpretacija jednodimenzionalnih jednadzbi (1.34), (1.36) je sada potpuna. Flux i tlak u

njima predstavljaju srednje vrijednostipo presjeku cilindra.

Zadatak 1. Postavite 1D jednadzbe gibanja u horizontalnom kruznom sloju pretpostavlja-
Juci radijalnu simetriju toka.

Zadatak 2. Rijesiti jednodimenzionalni tok v smjeru osi x, pod kutem o prema horizontali.
Uzeti da se tok desava duz segmenta (0, L) i da su zadani rubni uvjeti p(0) = po @ p(L) =
pL < Po-
Ry.
o(z) = S(po + (pr —po)%
k pr — po x

q:_;< 7 + pgsin «v), pzpo—i-(pL—po)z-

+ pgxsin a),

Numericki primjer: Kolika je brzina istjecanja fluida u vertikalnoj koloni pod utjecajem
sile teze ako je k = 50 mD, p = 10% kg/m® i p =1 cP? Odg. ¢ =5-10"8 m/s = 4.32-1073
m/dan.

Ovaj nam numericki primjer pokazuje da trebamo skalirati diferencijalnu jednadzbu
kako ne bismo radili s izuzetno malim velicinama. Skaliranje se radi tako da se prijede na
bezdimenzionalne varijable:

t k
p/ — 27 X/ — i t/ — k/ / /"L / p / g (137>

) 9 = 7 n=—
Po Ly Th ko Ho Po 90
gdje su crtane velicine bezdimenzionalne, dok konstante proporcionalnosti oznacene s in-
deksom 0 imaju odgovaraju¢u dimenziju te predstavljaju karakteristicne vrijednosti poje-
dinih varijabli. Uoc¢imo da je ' = q/(Lo/Tp). Sada je
kopo k

/
L .
(Lo/To)d = ks ﬁvxf (v + %p’g’z’), divy(q') = 0.

Bezdimenzionalne jednadzbe imaju dakle obil:
k/
q=-D ﬁvx’ ' +70'g'7), dive(d) =0.

gdje su

kopoT L
D— 0Po 20’ N = PogdoLo
MOLO Po

M. Jurak, Radna verzija 16 7. sijecnja 2009.



17

bezdimenzionalni parametri. Odavdje dolazimo do zakljucka da utjecaj sile teze mozemo
zanemariti u slucaju da je v << 1.

Skaliranje (1.37) mozemo iskoristiti kako bismo s MKS sustava (ili bilo kojeg konzistent-
nog sustava jedinica) presli na praktiéni sustav jedinica. Na primjer, ako zelimo koristiti
sljedece jedinice: metar za duljinu, godinu za vrijeme, bar za tlak, mili darsi za propusnost,
centi poise za viskoznost, kg/m?3 za gustoéi i m/s? za ubrzanje sile teze, onda treba uzeti

po=10°, Lo =1, Ty = 365 - 86400, ko = 9.86923 - 1076, 1y =103, po =1, go = 1.
Sada je

p _ FopoTy _ 9.86923 - 10716- 10° - 31536000
ool 103

= 9.86923 - 0.31536000 = 3.112360373

i v = 1075 Konstanta D ~ 3.112360373 se naziva Darcyjeva konstanta. U slucaju da
smo odlucili mjeriti vrijeme u danima dobili bismo D ~ 0.008527015. Zelimo li eliminirati
konstantu v dovoljno je gustoéu mase mjeriti u tonama po metru kubnom, i ubrzanje sile
teze hektometrima u kvadratnoj sekundi.

Ravninski tok

Promatramo ravninski tok u horizontalnoj ravnini omedenoj odozgo i odozdo nepropus-
nim ravninama. Uzmimo kartezijev koordinatni sustav x, y, z u kome os z gleda vertikalno
prema gore. Podrucje gibanja neka je 2 x (0,a), gdje je Q ravninska domena, a a je visina
promatranog sloja.

U bilo kojoj tocki (z,y) € € mozemo integrirati po osi z od 0 do a:

¢ ko [° ko, [ Lo [¢
/ Gudz = ——— (p+pgz)dz:———(/ pdz—i—pga2/2):—;— pdz,
0 0

wox J, W ox ox J,
“ ko [* ko [* ko [¢
qQydz = ——— P+ pgz dz:———/pdz+ ga® /2 :———/ pdz,
/0 ! way Jy P w oy, PR ==y ),
“ E [*0 k
qzdz:——/—p—l— 2)dz = ——(p(a) — p(0) + pga
/ =[S+ 20204 =~ 0l0) = p(0) + )

Integriranjem jednadzbe div(q) = 0 dobivamo

o a o a aaqz
— L d — d dz =0,
ox 0(] Z+8y/0qy z+/0 0z :

pri cemi zadnji integral propada zbog nepropusnosti gornje i donje granice sloja:

“0q. , B
/0 s dz = q.(a) — q.(0) = 0.
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Uvedemo li sada

1 a
P(z,y) = 5/ p(z,y, z) dz,
0

1o 1 e ]
Qz,y) = —/ qx(x,y,z)dzw—/ qy(z,y, 2)dzj,
a Jo a Jo

dobivamo dvodimenzionalne jednadzbe,

Q= —EVP, div(Q) = 0. (1.38)

Zadatak 3. Postaviti dvodimenzionalne jednadzbe gibanja u verikalnom sloju porozne sre-
dine.

Promatrajmo sada jednadzbe ravninskog toka u horizontalnom sloju, koriste¢i stan-
dardne oznake q i p. Tada je

k .
q=-Vo¢, ¢= ;p, div(q) = 0.

Vidimo da je brzina potencijalno polje i ¢ je njen potencijal. Brzinu mozemo traziti u
specijalnom obliku:

o 9

-2 . 1.
Qo oy’ qy e (1.39)

Tada je jednadzba div(q) = 0 zadovoljena za svaki izbor funkcije ¥. Funkciju ¢ nazivamo
strugna funkcija brzine v. Uocimo da su V¢ i Vi medusobno okomiti u svakoj tocki i
stoga su nivo linije od ¥ 1 ¢ medusobno okomite. Dok je nivo linija od ¢ ekvipotencijalna
linija, nivo linija od 1 je strujnica.

Napomena 4. Formulu (1.39) mozemo formalno zapisati u obliku

q=roty =def = zfﬁyw—jﬁxw,

o X =y
O@QJQ.l
< Q=

gdje determinantu treba razvijati po prvom retku.

Identificirajmo ravninu gibanja s kompleksnom ravninom i funkcije ¢ i ¢ s realnim
funkcijama kompleksne varijable z. Tada mozemo uvesti kompleksni potencijal

F(z) = =¢(2) +ip(2).
Funkcija F' je analiticka jer su zadovoljeni Cauchy-Riemannovi uvjeti:

0 oY 0 B oY

a_ya a_y(_)_qy__ax
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Stoga slijedi da su ¥ i ¢ harmonijske funkcije. Kompleksna brzina se definira formulom

dF .
w(z) = E(z) - + 1oy T T My
Prednost metode kompleksnih funkcija pri rjesavanju zadac¢a dvodimenzionalnog toka
je u tome sto mozemo eksplicitno konstruirati tokove zadavanjem kompleksnog potencijala
F. 1z njega se tada mogu izracunati sve trazene velicine. Na primjer, afina funkcija
F(z) = az+b daje tok s konstantnom kompleksnom brzinom w = a (a onda i konstantnom
brzinom) te se lako dobiva da je ¢ = —(a,x — ayy + b,) te ¢ = ayx + a,y + b,. Nalazenje
kompleksnog potencijala koji zadovoljava propisane rubne uvjete nije jednostavna zadaca
i danas je puno jednostavnije do¢i do pribliznog rjesenja nekom numerickom metodom.
Nasuprot tome, metoda kompleksnih funkcija omogucava vrlo jednostavnu analizu nekih
izuzetno vaznih primjera tokova. Jedan od njih je radijalni tok.

Primjer 1. Treba odrediti radijalan tok s izvorom (ponorom) u tocki x =y = 0. Komplek-
san potencijal trazimo u obliku F(z) = Aln(z) + B, gdje su A i B kompleksne konstante.
Uzimagjuéi kompleksnu tocku z u obliku z = re dobivamo F(re?) = A(Inr + i0) + B,
odnosno

o=—Alnr+ B,

(potencijal brzine), gdje je A = A1 +1Ay i B = By +iBy. Time dobivamo Darcyjevu brzinu
1
q= A —e,.
r

Evidentno je da odabrani tok ima radijalnu simetriju. Lako se vidi da je tok kroz kruZnicu
I', oko ishodista, radijusa r, neovisan o r i 1znosi

Q:/ q-nds=271A;,
Ty

pa stoga pisemo
1
q= Q—er, o= —Q Inr+ By.
2mr 2m
Instruktivno je pogledati radijalni tok u kome su zadani tlakovi na dvije koncentricne
kruznice, recimo s radijusima r,, (radijus busotine) i R > ry, . Tlakove na tim kruznicama

0zZnacimo s Py 1 pr. lada se lakim racunom dobiva da je

Q _ _2k<pR _pw>

pIn(R/ry) -
Uzmemo li jos u obzir debljinu horizontalnog sloja h > 0 dolazimo do Dupuitove formule
2kh’<pR - pw)
= 1.40
@ pwn(R/ry) (1.40)
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koja veze protok kroz busotinu (ili bilo koju koncentricnu kruznicu) i pad tlaka. Sam tlak
se moze izraziti formulom:
Pw — PR
)= pw + ———1In(r,/r). 1.41
) = b+ (e ) (1.41)
Radijus busotine obicno je puno mangi od karakteristicne linearne dimenzije ¢itave po-
rozne domene, odnosno r,, << R. Uzmimo neke tipicne vrijednosti: r, = 0.1 m, R = 100
m; tada je R/r, = 10° i iz (1.41) lako dobivamo da se jedna treéina ukupnog pada tlaka
dobiva na udaljenosti r = 10r,, = 1 m. Iz toga slijedi praktican zakljucak da je propusnost
sloja oko busotine iznimno vazna za efikasnost busotine.

Uvjeti koji vladaju u neposrednoj okolini busotine obi¢no su takvi da je sloj porozne
sredine neposredno uz buSotinu manje propusan od ostalog dijela porozne sredine. U
sljede¢em primjeru promatramo utjecaj te smanjene poroznosti na protok kroz busotinu.

Primjer 2. Trazimo radijalni tok u slucaju da je propusnost sredine jednaka ki u podrucju
T € [rw, o] te ko # k1 u podrucju r > r0.

Ovdje imamo slucaj u kojem je propusnost sredine po dijelovima konstantna. Jedna
je konstantna vrijednost ki zadana na kruznom vijencu v, < r < ro, koji predstavlja sloj
u kontaktu s buSotinom, dok je druga vrijednost ky zadana daleko od busotine (za r >
r0). Buduci da su svojstva porozne sredine radijalno simetriéna i ovdje trazimo radijalno
simetricno rjesenje. Ono ée nuzno imati oblik

—Ailnr+ By r,<r<nrg
plr) = (1.42)
Aslnr + By r0 <rr
Na granici izmedu dviju poddomena, r = ry, potrebno je zadati kontaktne uvjete kako

bismo dobili globalno rjesenje (tj. rjeSenje u citavoj domeni). Ti kontaktni uvjeti moraju
eliminirati dvije konstante 1 oni su: 1) neprekidnost tlaka na prijelazu iz jedne poddomene
u drugu i 2) neprekidnost normalne komponente toka. Preciznije, mora vrijediti

p(ro_) = p(r0—|—) (143)
_%Vp(ro—) n = _%Vp(nfr) ‘n (1.44)

(Ovdje p(ro—) predstavija limes s lijeva tlaka kada r teZi prema ro, dok p(ro+) predstavlja
limes zdesna.)

If (1.42) i (1.44), (1.43) lako se dobiva da je protok Q) kroz proizvoljnu kruznicu radijusa
r oko ishodista konstantan (neovisan o r) i vrijedi:

27ka(pw — Pr)
pln(R/ro) + (ko/k1) In(ro/ry)]

Q:_
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To se slaze s formulom (1.40) kada r¢ — ry. Nadalje, formula se radi jednostavnije
interpretacije zapisuje u obliku:

21ks(pw — PR) Tw o ks
Q ,M h’l(R/TZ)) Y Tw Tw ? fy kl ( 5)

Vrijednost ), se naziva reducirani radijus buotine i kako je tipicno v >> 1 dobivamo
ri << T1y. Uzmimo, na primger, r,, = 0.1 m, 1o = 0.5 m, k2/k1 =10 ¢ R = 100 m. Tada
jert =579, i lako se vidi da je protok Q s perturbiranom propusno$éu tri puta manji od
protoka s neperturbiranom propusnoscu.

Suma kompleksnih potencijala je ponovo kompleksan potencijal koji predstavlja super-
poziciju tokova koji ulaze u sumu. To je temelj principa superpozicije. Posebno, mozemo
praviti superpoziciju izvora kako bismo dobili opticanje pojedinih kontura. Na primjer, ako
smjestimo dva izvora istog intenziteta /2 u tocke (a,0) i (—a,0), dolazimo do potencijala

Q Q
F(z) = %ln(z —a)+ %ln(z—l—a).

Sada se lako provjerava da se imaginarna os x = 0 optice, odnosno da je strujna funkci-
ja konstanta na imaginarnoj osi (u stvari po dijelovima konstanta). To znaci da taj tok
opisuje strujanje s izvorom u (na primjer) tocki (a,0) pri ¢emu je imaginarna os kruta
stijenka. Drugi izvor, postavljen u tocki (—a,0), je imaginaran i samo sluzi tome da se
postigne opticanje imaginarne osi. Tom tehnikom razmijeStanja izvora i ponora mozemo
posti¢i opticanje nekih ravnih stijenki, a kombiniranjem s tehnikom konformnih preslika-
vanja mogu se konstruirati tokovi koji opticu puno opcenitije konture. Ovdje u tu klasi¢cnu
tehniku mehanike fluida ne¢emo ulaziti.

Zadatak 4. Naci sferno-simetrican tok izmedu dviju koncentricnih sfera na kojima su
zadani konstantni tlakovi. Pokazati da je protok kroz svaku sferu neovisan o radijusu sfere
(kao i u dvodimenzionalnom slucaju). Izracunati tlak i Darcyjevu brzinu.

1.6.2 Varijacijska formulacija rubne zadace

Promatrajmo sada opcenitu zadac¢u u tri dimenzije. Domena toka neka je ogranicena
domena  C R? a glatkom granicom. Granica domena 9 neka je podijeljena na dva
disjunktna podskupa

FD,FNcaQ, FDQFNI(Z), FDUFNIaQ

Zadane su dvije glatke funkcije P: I'p — R i F': I'y — R i treba naci funkcije q € cH(Q)3
i p e C?(Q) koje zadovoljavaju:

k
div(q) =0, q= —;Vp u €, (1.46)

p=P mnalp, q-n=F naly. (1.47)
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ki p su kao i do sada pozitivne konstante.
Zadac¢u (1.46), (1.47) mozemo preformulirati na sljedeéi nacin: Uocimo prvo da vrijedi

k
—div(=Vp) =0
0

pa pomnozimo tu jednadzbu s proizvoljnom glatkom funkcijom ¢ i prointegrirajmo po €.
Nakon parcijalne integracije dobivamo

k k
/—Vp-Vgodx:/ —Vp-nepdSs.
QM a0 M

Da bismo uvazili rubne uvjete odaberimo funkciju ¢ koja zadovoljava ¢ = 0 na I'p. Time
dobivamo sljede¢u zadac¢u: Naci funkciju p koja zadovoljava

peVe={reC*Q):rlr, =P} (1.48)

k
/—Vp-VgodX:—/ FoedS, Veel. (1.49)
QM Iy

Ovdje je s V{ oznacen prostor Vp za P = 0.

Napomena 5. Promatramo li zadacu (1.48), (1.49) vidimo da u njoj vise ne trazimo da je
riesenje klase C2(Q) veé samo C*(Q). Stovise, zadaca (1.48), (1.49) je dobro postavljena i
za funkcije mange glatkoée. Na primger, dovolyno je zahtijevati da funkcije iz Vp i Vi imaju
ogranicene i neprekidne prve derivacije svugdje osim na konacnom broju ploha, na kojima
prve parcijalne derivacije imaju jednostrane limese.

Zadaca (1.48), (1.49) je u osnovi ekvivalentna sa zada¢om (1.46), (1.47). Da bismo to
dokazali potrebna nam je osnovna lema varijacijskog racuna u dvije verzije, za volumni i
plosni integral. Lema kaze sljedece: ako je f € C(Q) funkcija sa svojstvom

/Q f©)px)dx =0 Vo € CL(Q),

gdje je C1(€) skup neprekidno derivabilnih funkcija s kompaktnim nosa¢em u 2, onda je
f =0 na Q. Analogno, ako je

f(x)e(x)dS =0 Ve e C(09),
o0
onda je f =0 na 0f2.
Lema 1. 1. Svako rjeSenje zadace (1.46), (1.47) je ujedno i rjeSenje zadace (1.48), (1.49).

2. Ako je p € C2(Q) rjetenje zadace (1.48), (1.49) tada je ono ujedno i rjedenje zadaée (1.46),
(1.47).
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Dokaz. Prvu tvrdnju smo dokazali u samom izvodu zadace (1.48), (1.49). Druga tvrdnja.
Parcijalnom integracijom iz (1.49) dobivamo

k k
/div(—Vpgo) dx — / div(=Vp)pdx = —/ FedS, VYyel,
Q H Q H Iy
odnosno
.k k
— [ div(=Vp)pdx = — F¢dS — —Vp-npdS, Ve el (1.50)
Q H I'y a0 M
Uzimajudi test funkciju ¢ koja se ponistava na 09 (takva je dozvoljiva) dobivamo
k
—/ div(=Vp)pdx =0, Ve e CHQ),
Q H
i stoga po osnovnoj lemi varijacijskog racuna imamo
.k
div(=Vp) =0 u .
1
Sada se (1.50) svodi na

k
O:—/ ngdS—/ —Vp-npdS, Ve e,
I'y o0 M

sto zbog ponistavanja funkcije ¢ na I'p vodi na
k
/ (F4+—=Vp-n)pdS=0 Vel
Iy H
Ponovna primjena osnovne leme varijacijskog racuna daje
k
——Vp-n=F naly.
1

Time je lema dokazana. ]

Napomena 6. Rjesenje zadace (1.48), (1.49) moze i ne imati glatkocéu koju trazi Lema 1
da bi bilo klasiéno rjesenje zadace (1.46), (1.47). Glatkoca moZe biti mangja ako koeficijenti
diferencijalne jednadzbe nisu glatke funkcije (kao npr. po dijelovima konstantna propus-
nost) ili ako domena nije dovoljno glatka. Prema rezultatu Leme 1 opravdano je rjeSenje
zadace (1.48), (1.49) nazivati generaliziranim rjeSenjem zadace (1.46), (1.47).

Struktura zadace (1.48), (1.49). Neka je V = C*(Q). To je linearan normiran prostor s
uobicajenom sup-normom. Skup Vp C V za P # 0 nema strukturu linearnog prostora veé

je to jedna afina ravnina i posebno konveksan skup. Afina ravnina Vp moze se zapisati u
obliku

Ve=F+Vo={v=P+uvy: vg € Vo}, gdjejeVyCV linearan potprostor, P € V.
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Stovise, ako je Vi zatvoren potprostor od V, onda je Vp zatvorena afina mnogostrukost.
Uvedimo preslikavanja

a(u,v) :/QSVp-Vgodx (1.51)
F(u) = —/ Fepds, (1.52)

pricemujea: VxV — R, iF:V — R. Evidentno je F linearan funkcional na prostoru V.
Bitno je pokazati da je F neprekidan linearan funkcional, tj. da postoji konstanta C' > 0
takva da je

[ Fw)] < Cllully, vueV.

Linearan prostor svih linearnih i neprekidnih funkcionala se oznacava s V' i u njega se
uvodi norma

F(u
|7l = sup (w)
u€V,u#0 HUHV

Funkcija a, s druge strane, je bilinearna forma:

Definicija 1. Preslikavanje a: V' x V' — R je bilinearna forma (ili bilinearni funkcional) ako
je linearan funkcional u svakoj varijabli zasebno. Preciznije,

Vo, B € R, Yu,v,w €V, alau+ fv,w) = aa(u,w) + Fa(v,w),
Vo, € R, Yu,v,w €V, a(u,av+ fw) = aa(u,v) + fa(v, w).

Bilinearna forma a: V x V' — R je ograni¢ena ako postoji konstanta M, takva da vrijedi
Va,v €V, la(u,v) < Mlullv[ollv. (1.53)
Bilinearna forma a: V x V' — R je koercitivna ako postoji konstanta v > 0 takva da je
YweV, o} <alv,v). (1.54)
Bilinearna forma a: V x V' — R je simetri¢na ako vrijedi

Vu,v €V, alu,v) = a(v,u). (1.55)

Napomena 7. Ako je V' normiran prostor (s normom || - ||), onda svaka simetricna bili-
nearna, ogranicena i koercitivna forma a: 'V x V. — R predstavlja jedan skalarni produkt
na V' 1 formulom

[vlla = valv, v)

je dobro definirana norma ekvivalentna s || - ||. Tu normu nazivamo energetska norma.
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Sada vidimo da varijacijsku zadaéu (1.48), (1.49) mozemo zapisati u sljedecoj apstrak-
tnoj formi:

na¢i p € Vp
a(p,p) = F(p), Ve € V.

Funkciju ¢ iz varijacijske jednadzbe nazivamo test funkcija.

Sljedeca lema pokazuje da zadaci (1.56) mozemo pridruziti jedan problem minimizacije
kome je ona ekvivalentna. Pokazuje se da je (1.56) Eulerova jednadzba za pripadni problem
minimizacije. Takva karakterizacija je vrlo korisna jer je jednostavno pokazati da problem
minimizacije ima jedinstveno rjesenje.

(1.56)

Lema 2. Neka je V' linearan prostor i a: V' x V — R simetri¢na, pozitivna bilinearna forma,
tj. a(v,v) > 0 za svako 0 # v € V. Zadan je jo¥ linearan funkcional F: V' — R i neprazana
zatvorena afina mnogostrukost Vp = P + V{; C V. Tada funkcional

Jw) = a(v.) ~ F)
dostize svoj minimum na Vp u tocki p € Vp ako i samo ako vrijedi
Vo eV, alp,p) =F(p). (1.57)
Stovi¥e, (1.57) ima najvide jedno rjedenje.
Dokaz. Za p,v € Vpit € [0,1] znamo da je tv+ (1 —t)p = p+t(v — p) € Vp te vrijedi
J(tv+ (1 —t)p) = J(p) + tla(p,v —p) — F(v —p)] + %tZa(v —p,v—Dp). (1.58)
1. Ako p € Vp zadovoljava (1.57), onda iz (1.58), zbog v — p € V} slijedi
J(tv+ (1 —=1t)p) > J(p), YveVp, v#p, Vte(0,1],
sto pokazuje da je p tocka strogog minimuma funkcionala. Buduéi da je minimum strogi,
on je i jedinstven, a onda i zadaca (1.57) moze imati najvise jedno rjesenje.

2. Neka J ima minimum na Vp u tocki p € Vp. Tada je za proizvoljno v € Vp it € [0, 1],
J(tv+ (1 —t)p) > J(p) i prema (1.58) za svako t € (0, 1] vrijedi

alp, v =) = F(o = p)] + Sa(v = p,v—p) 2 0.

Prijelazom na limes kada ¢ — 0+ dobivamo
Yo e Vp, a(p,v—p)—Fw—p)>0.

Buduéi da za proizvoljno ¢ € Vjy mozemo staviti v = p & ¢, slijedi (1.57). O
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Ako stavimo jace pretpostake na prostor V' i bilinearnu formu a mozemo pokazati da
problem minimizacije iz Leme 2 ima rjesenje. Taj se rezultat zove Lax-Milgramova lema.

Teorem 1. (Lax-Milgramova lema za konveksan skup). Neka je K" C V neprazan zatvoren
i konveksan podskup Hilbertovog prostora V' te neka je a: V' x V' — R simetri¢na bilinearna,
ogranifena i koercitivna forma. Tada za svako F € V' minimizacijska zadaca
1
J(u) = Hlllr(l J(v), J(v)= éa(v,v) — F(v), (1.59)
ve
ima jedinstveno rjeSenje u € K,

Dokaz. 1) Funkcional J je ograni¢en odozdo:
1
J(0) 2 salvll® = [ F ][]

1 1 1
= — —IFID? = =|F|I*? > ——||F|*
—(allel ) ~ 5P = |
2) Neka je ¢; = inf{J(v): v € K}. Po definiciji infimuma mozemo naéi niz (v,) (tzv.
minimizirajuéi niz) takav J(v,) — ¢; kada n — oo. Koristeéi bilinearnost forme dobivamo
a||vn — v ||* < a(vn — Vi, Vp — V)

= 2a(Vn, V) + 2a(Vp, V) — a(Vy + Upy, U + V)
— 4T (0,) + 4T (0y,) — 8T (Ln
< 4J(v,) +4J(vy) — 8cy.

U zadnjoj ocjeni smo koristili konveksnost skupa K koja daje (v, + v,)/2 € V. Sada
evidentno desna strana tezi u nulu kada n,m — oo pa izlazi da je (v,) Cauchyjev niz.
Zbog potpunosti prostora, postoji v € V takav da je v = limwv,. Zatvorenost skupa K
povlaci da je u € K, a neprekidnost funkcionala J daje

J(u) =lim J(v,) = 1}2}@ J(v).

3) Jedinstvenost. Pretpostavimo da su wu; i us rjeSenja problema minimizacije. Niz
Uy, Ug, U, Usg, . . . je evidentno minimizirajuéi niz. Prema dokazanom, on je Cauchyjev, Sto
je moguce jedino ako je u; = us. O

Kombiniranjem prethodnih rezultata dobivamo:

Teorem 2. (Lax-Milgramova lema. Simetri€an slu¢aj) Neka je V' Hilbertov prostor i a: V' x
V' — R bilinearna, ogranicena, simetri¢na i koercitivna forma. Neka je F' € V, Vj C V zatvoren
potprostor te Vp = P + V[). Tada za svako F € V' problem

Na¢i p e Vp (1 60)
Vo eV, alp,¢)=F(p) '

ima jedinstveno rje¥enje p € Vp koje je ujedno rjeSenje minimizacijske zadace (1.59) uz K = Vp.
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Osnovne poteskoce u primjeni Teorema 2 na nasu zadacu su sljedece
1. Prostor V = C'(Q) nije Hilbertov prostor;
2. U normi prostora C*(Q) nije moguée dokazati koercitivnost bilinearne forme.

Te se poteskoce rijesavaju tako da se prostor C'(2) zamijeni sa Sirim prostorom, tzv.
prostorom Soboljeva. Naime, nuzno je oslabiti normu u prostoru derivabilnih funkcija kako
bismo postigli koercitivnost varijacijske zadace. Pri tome se prostor neprekidnih funkcija
zamijenjuje prostorom kvadratno-inetgrabilnih funkcija L?(£2):

L*(Q) = {u: Q — R: / lu(x)|? dx < +oo}.
Q
u kome je dobro definiran skalarni produkt

(1, 0) 20y = / u(x)v(x) dx,

2
lull sz = U'“ |2dx} .

Prostor C'(Q) zamijenjujemo prostorom Soboljeva H'(€2) koji je definiran na sljede¢i nacin:

i pripadna norma

HY(Q) = {u e L*(Q): cL*(Q), 1<i<d}.

8:132

U njemu imamo skalarni produkt

(e 0hmiey = [ uxax+ Y [ TG0 T ix

koji generira normu

4 1/2
ou
_ 2 2
o) = ( Jeorex+ 3 [ 150 dx) .

Nakon ovakve zamjene prostora, odnosno zamjene sup-normi s integralnim normama
moze se pokazati da su ispunjeni svi uvjeti Lax-Milgramove leme. Time dolazimo do
teorema egzistencije i jedinstvenosti rjesenja. Tekskoc¢a u ovom pristupu lezi u definiciji
prostora koji su sada slozeniji od prostora neprekidnih funkcija sa sup-normama. Posebno
je nuzno dobro definirati pojam derivacije (u smislu distibucija) jer sada vise nemamo posla
s neprekidnim funkcijama.
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Princip maksimuma

Zadaca (1.48), (1.49) ima svojstvo da njeno rjesenje ne moze imati lokalnih minimuma i
maksimuma. Posebno, ono postize minimalnu i maksimalnu vrijednost na granici domene.
Ovdje ¢emo pokazati posljednju tvrdnju polazeéi od varijacijske jednadzbe.

Lema 3. Neka je p € CY(Q) rjesenje zadaée (1.48), (1.49). Tada je za svako x €
1 < < .
infp < p(x) < sup p

Dokaz. 1. Pokazimo da je p > ppim = infsq p, pri cemu mozemo pretpostaviti da je pin
kona¢no. Konstruirajmo test funkciju

0 za p Z Pmin
P — Pmin 28 D < Pmin

¢ =min(0,p — pmin) = {

Prema konstrukciji je ¢ = 0 na 0€2 pa je stoga ¢ € Vj, tj. ¢ je dobra test funkcija. Nadalje,

0 a > min
Vp zap < Pmin

(Vidi Napomenu 5.) Uvrstavanjem u (1.49) dobivamo

k
/ —Vp-Vedx = 0.
oM
Kako je

0 na {x € Q: p(x) > pmin}

IVpx)2 na {x € Q: p(x) < pmim}s Vo(x)|

Vp(x) - Vo(x) = {
vrijedi

/E|V¢(X)|2dX:0 — Vo¢(x) =0 za svaki x € (.
QM

Stoga je funkcija konstanta i kako je nula na rubu domene imamo ¢ = 0 na 2. Prema
konstrukeiji to povlaci p(x) > pmin za svako x € Q.

2. Da bismo pokazali da je p < Dpar = Supygp < 400 odabiremo test funkciju
¢ = max(0,p — Pmaz) 1 zakljucivanjem kao u prethodnom slucéaju nalazimo da je ¢ = 0 i
odatle p < prmas- O

Metoda konacénih elemenata

Vazna posljedica definicije poopéenog rjeSenja je vrlo generalan nacin konstrukcije
aproksimacije za poopcéeno rjeSenje. Prisjetimo se definicije poopéenog rjesenja — ono je
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definirano varijacijskom jednadzbom:
peVp={recC(Q):rlp, =P}

k
/—Vp~Vg0dX:—/ FpdS, Veel,.
QM 'y

Linearan prostor V{ je beskonacnodimenzionalan. Ideja je aproksimirati ga s kona¢nodimenzionalnim
potprostorom kako bi se dobila kona¢nodimenzionalna zadaca. Uzmimo da je Vi C Vj
jedan takav prostor dimenzije M i pretpostavimo da V) — Vp kada M — oo u nekom
smislu koji ovdje ne¢emo razraditi. Tada mozemo ocekivati da ¢emo biranjem sve veceg
M dobivati sve bolju aproksimaciju beskonacnodimenzionalne zadace.
Ako smo skup test funkcija suzili na kona¢nodimenzionalan prostor, onda i afinu mno-
gostrukost moramo zamijeniti s odgovaraju¢om kona¢nodimenzionalnom mnogostrukosti.
Kako ¢emo to uciniti ovisi o nacinu konstrukcije prostora Vj . U najjednostavnijem
slucaju homogenog Dirichletovog rubnog uvjeta kada je P = 0 imamo Vp = V| pa ¢emo
uzeti aproksimativno rjesenje pas € Vo ar. Time dolazimo do zadace:

pm € Vour

k
/—VpM~V<pdx:—/ FedSs, Yye Vou.
QM I'n

Kako je prostor Vj »s konanodimenzionalan mozemo odabrati u njemu jednu bazu. Uzmimo

da je Vor = L(¢o, ..., ¢u) 1 potrazimo rjesenje u obliku
M
Py =Y pid;. (1.61)
j=1

Time dolazimo do zadace: zai=1,2,..., M

)

M k
ij/—Vm-V@dx:—/ F ¢;dS.

)

Uvedemo li brojeve
k
Ay= [ 290 Voax, Fi=- [ Fous
QM Ty
dolazimo do linearnog sustava

Ap=F.

gdje je A = (4;;) € RM*M p = (pi) e RM i F = (Fi) € RY. Rjesenje sustava je vektor
koeficijenata p koji generira funkciju py, po formuli (1.61).

Zadatak 5. Koristeci linearnu nezavisnost baznih fuunkcija i svojstvo da se ponistavaju
na rubu da biste dokazali da je za svako € € RM, € £ 0, A€ -& > 0. To dokazuje da je
matrica A pozitivno definitna, dakle i reqularna.
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Slika 1.4: Triangulacija dvodimenzionalne domene.

Princip konstrukcije aproksimativnog prostora opisat ¢emo u njegovom najjednostav-
nijem obliku. Domena u kojoj rijeSsavamo rubnu zadacu razbije se na uniju disjunktnih
podskupova jednostavne geometrije koji posve prekrivaju domenu. U dvije prostorne di-
menzije u tu se svrhu najecesce koriste trokuti i cetverokuti, dok se u tri dimenzije koriste
tetraedri, paralelogrami i prizme. Skupovi koje koristimo u subdiviziji domene nazivaju se
(konacni) elementi, a sama subdivizija se naziva triangulacija ili mreza.

Funkcije koje koristimo u aproksimaciji definirane su tako da su 1) polinomi stupnja
k na svakom elementu subdivizije, gdje je k unaprijed zadan; 2) globalno moraju biti
neprekidne. Takve funkcije imaju parcijalne derivacije svugdje osim na dodirnim plohama
izmedu susjednih elemenata gdje derivacije imaju konacne jednostrane limese. Prema tome,
radi se o funkcijama koje mozemo koristiti u varijacijskoj jednadzbi (1.49).

Primjer triangulacije dvodimenzionalne domene dan je na Slici 1.4. Kona¢nodimenzionalni
prostor Vj; definiramo kao linearni prostor funkcija koje su polinomi prvog stupnja na sva-
kom trokutu triangulacije, a globano su neprekidne (k= 1 u ovom primjeru).

Globalnu neprekidnost postizemo tako da zadamo vrijednosti funkcije u svim vrhovi-
ma triangulacije. Funkcija je tada na jedinstven nacin definirana na svakom trokutu i
neprekidna je na stranicama u kojima se susjedni trokuti dodiruju (dokazite). Evidentno
je dimenzija tog prostora M jednaka broju vrhova u triangulaciji. Vrijednosti funkcije u
vrhovima nazivamo stupnjevima slobode.

Konaé¢no svakom vrhu mozemo pridruziti baznu funkciju ¢ definiranu time sto je jed-
naka jedan u promatranom vrhu i nuli u svim ostalim vrhovima. Primjer takve funkcije
dan je na Slici 1.5.

Ovakav izbor baznih funkcija vodi na dobro uvjetovanu matricu sustava A, koja je
simetricna i pozitivno definitna. Linearan sustav se moze rijeSavati direktnim metodama,
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Slika 1.5: Primjer jedne Lagrangeove bazne funkcije.

no kod problema vece dimenzije uobicajene su iterativne metode kao npr. prekodicionirana
metoda konjugiranih gradijenata.

1.6.3 Slabo kompresibilan fluid u elasti¢noj poroznoj sredini

Ovdje ¢emo radi jedostavnosti zanemariti utjecaj sile teze. Poazimo stoga od jednadzbi:

S @Elp) + dv(plp)a) = 0. a = —-p (1.62)

Kao i u prethodnoj tocki permeabilnost je konstantni skalar i viskoznost ne ovisi o tlaku.
Za poroznost i gustoéu mase ¢emo pretpostaviti:

gdje su g 1 Or konstante. Pretpostavka male kompresibilnosti znaci da su veli¢ine Sr(p —
po) 1 Br(p — po) male za tipicne varijacije tlakova, odnosno

Br(p —po) << 1 Br(p—po) << L. (1.63)

Zanemarivanjem veli¢ina viseg reda dobivamo

®(p) = o(1+ Fr(p = p0)),  p(p) = po(l + Br(p — p0)),
gdje je @g = P(po) 1 po = p(po). Uvrstavanjem u (1.62) dobivamo
k
(@Bpl) + Blp)pde) g — div(p(p) V) =0

Raspisano,

0 0 k k
Popo(Br + 5F)8—]t9 + 2P0 poBrLr(p — po)a—]tg - Po;(l + Br(p — po))Ap — pOﬁF;|Vp|2 =0.
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Zbog pretpostavke (1.63) mozemo zanemariti ¢lan Gr(p—pp) u odnosu na 1 te 26rBr(p—po)
u odnosu na (g + (r. Time dobivamo

0 k k
Dopo(Br + ﬁF)a—Zt) — po—Ap — pofBr—|Vp|* = 0.
" "

Nadalje, usporedimo zadnja dva c¢lana. Neka je dp karakteristicna varijacija tlaka, a L
karakteristicna prostorna skala. Tada je zadnji ¢lan reda

k (0p)°
polr ;77
dok je predzadnji veli¢ine
k op
Sada vidimo da je
k (0p)? k op
PoﬁFu 12 /)oﬂ 12
zbog pretpostavke
Brop << 1.

Time dolazimo do jednadzbe slabokompresibilnog toka

— — kAp=0. (1.64)
gdje je

N oGt B (1.65)

Dobivena je klasi¢na jednazba provodenja (1.64) koja predstavlja modelnu jednadzbu pa-
rabolickog tipa.
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