Poglavlje 1

Tok mjesivih fluida

1.1 Uvod

Kada dva razlic¢ita fluida dovedemo u kontakt doci ¢e ili do njihovog mijesanja ili do
stvaranja jasno definirane granice medu njima usljed djelovanja sile povrsinske napetosti. U
prvom sluéaju govorimo da su fluidi mjesivi (eng. miscible) dok su u drugom nemjesivi (eng.
immiscible). Fluidi mogu biti i djelomi¢no mjesivi ako je granica medu njima prisutna, ali
molekule jednog fluida djelomi¢no ulaze u podrucje drugog. Primjer za to je sustav vode i
zraka u kome dolazi do otapanja zraka u vodi i isparavanja vode u zraku.

U ovom poglavlju promatramo fluid koji je smjesa potpuno mjesivih fluida. Najjed-
nostavniji slucaj su binarne smjese sastavljene od dva fluida, kao na primjer voda i slana
voda ili voda i alkohol. Takav fluid se sastoji od dvije ili vise komponenti koje opcCenito
mogu imati razlicita fizicka i kemijska svojstva. U opisu gibanja smjese zakon sacuvanja
mase moramo primijeniti na svaku komponentu posebno, a za opis sastava smjese koris-
timo koncentracije (relativne udjele) pojedinih komponenti u smjesi. Transport pojedine
komponente rezultat je transporta cijele smjese, koji je voden Darcyjevim zakonom, te
medudjelovanja komponenti. Medusobne interakcije komponenti mogu biti iskljuc¢ivo me-
hanicke (difuzija), i tada govorimo o nereaktivnom toku, ili mogu biti prisutne kemijske
reakcije medu komponentama te izmedu komponenti i porozne matrice (stijene).

Na posve se isti nac¢in modelira transport jedne ili vise supstanci otopljenih u fluidu
(najcesée vodi). Udio supstance se opisuje njenom koncentracionom, a zakon sacuvanja
mase se primijenjuje na svaku transportiranu supstancu i fluid u cjelini. U transportu
supstanci treba uzeti u obzir difuziju te eventualne kemijske reakcije, nuklearnu aktivnost
ili biodegradaciju kod organske supstance.

Porozna sredina ima veliki utjecaj na transport mase kroz mehanizam hidrodinamicke
disperzije, koji se javlja zbog slozene geometrije pornog prostora, te adsorpcije, tj. nakup-
ljanja supstance na povrsini ¢vrste matrice pornog prostora.

Prisutnost neke komponente u fluidu opisujemo koncentracijom koja predstavlja odreden
relativni udio u jedini¢noj kolicini fluida. Koncentracija se moze definirati na razlicite
nacine ovisno o tome promatramo li masu, volumen ili koli¢inu. S tim u vezi uvedimo



nekoliko pojmova i oznaka:

1. Masena koncentracija, masa komponente po jedinici volumena smjese, izrazava se u
masi po jedinici volumena (kg/m?);

2. Maseni udio, masa komponente po jedinici mase smjese (bezdimenzionalna);

3. Molarna koncentracija (molarnost, eng. molarity) broj molova komponente po jedi-
nici volumena smjese (mol/m?);

4. Molarni udio, broj molova komponente u jednom molu smjese.

Neka je Am masa smjese koja zauzima volumen AV, a Am, masa komponente A u
volumenu smjese AV. Pretpostavimo li da je volumen AV “infinitezimalno mali”, onda je
gusto¢a mase smjese dana izrazom

_Am
P=AV"
Masena koncentracija komponente A, u oznaci p4, je
. AmA
pA - AV 9
a njen maseni udio, u oznaci wy, je
A7 Am P

Ako se smjesa sastoji od kona¢nog broja komponenti o € {A, B, ...}, onda je
p=2 pa

Oznacimo s M4 molarnu masu supstance A, tj. ako je An, broj molova komponente
A u volumenu smjese AV, onda je Amy = M4An,4. Molarna koncentracija komponente A
u volumenu smjese AV, u oznaci cgu, je

q= B _ pa
ATAV T My

Molarna gustoca smjese ¢ je broj molova smjese u volumenu AV, odnosno,
An, An
C:;Ca: - AV :A—V, (An:;AnQ)

Molarni udio komponente A, u oznaci x4, je

ATLA Ca

T A = .
An c
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1.2 Konvekcija i difuzija

Razlicite komponente fluida gibaju se razli¢itim brzinama i stoga zakon sac¢uvanja mase
treba napisati za svaku komponentu zasebno. U binarnom je sustavu dovoljno napisati
zakon sacuvanja za jednu komponentu i za cijeli sustav.

U zadanoj binarnoj smjesi oznac¢imo s p gustoéu mase fluida (smjese), te s pa i pB
masenu koncentraciju prve, odn. druge komponente. Neka je q Darcyjeva brzina smjese,
tada ukupni protok mase pq mozemo prikazati u obliku

pd = pada + peas; (1.1)

gdje su paqa i ppqp protoci mase prve, odnosno druge komponente. Brzine q4 i qz nam
nisu poznate ve¢ ¢emo ih deducirati iz poznavanja mehanizma transporta.

Svaka se komponenta transportira zajedno s fluidom, pa stoga masene tokove kompo-
nenti mozemo prikazati na sljedec¢i nacin:

pAdA = pad +ja, Jja=palqa —q),
peds = ped+Jis, i =pslds —q).

Komponente paq i ppq predstavljaju protoke mase prve i druge komponente usljed tran-
sporta konvekcijom. Ostatak masenog protoka je dan vektorima j4 i jg koje su u ovom
trenutku ostali neodredeni. Uoc¢imo da protoci j4 i jg postoje i u slucaju kada je Darcyje-
va brzina smjese q jednaka nuli te zbog (1.1) vrijedi

ja+is=0. (1.2)

Protoci j4 i jp posljedica su medudjelovanja molekula dviju komponenti. Stalni sudari
molekula dovode do makroskopski zamjetnog gibanja. Ukoliko su masene koncentracije
dviju komponenti prostorno uniformne na makroskopskoj razini nec¢e se zamijetiti nikakvo
gibanje. Ako je prisutna odredena neuniformnost jedne masene koncentracije zamijetit
¢e se gibanje komponente iz podrucja vec¢e koncentracije u podrucje manje koncentracije,
sve dok ne dode do izjednacavanja koncetracija. Taj makroskopski proces nazivamo difu-
zijom a uzrok mu se nalazi u termickom gibanju na molekularnoj razini. Iz teoretskih i
eksperimentalnh razmatranja tih procesa moze se izvesti Fickov zakon:

ja=—PpDspVws, jp=—-PpDpsVwsg. (13)

Buduéi da mora vrijediti (1.2) i da je wq + wp = 1 zakljucujemo da je Dap = Dpa.
Koeficijent D = Dyp = Dpga nazivamo koeficijent difuzije ili difuzivnost; ima jedinicu
L?/T (npr. m?/s). Cijeli fluks smo morali pomnoziti s poroznoséu kako bismo uvazili
¢injenicu da se fluid krec¢e samo kroz porni prostor.

Tok svake komponente time smo podijelili na konvektivni i difuzijski dio: na primjer,
paq predstavlja maseni protok prve komponente koji dolazi od konvektivnog transporta
komponente ukupnom Darcyjevom brzinom fluida q, pa ga stoga nazivamo konvektivnim,
dok je ja = —PpDVw, difuzijski dio toka. Konaé¢no, vrijedi

pada = paq — ®pDVwa, ppap = ppd — PpDVwp.
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Napomena 1. Ako je gustoéa smjese konstantna (neovisna o prostornoj varijabli), difu-
zijske tokove mozZemo jednostavnije zapisati kao

jA = —(I)Dva, jB = —(I)DVPB (14)

Napomena 2. U prisutnosti kemijskih reakcija zgodnije je raditi s molarnim koncentra-
cijama 1 udjelima. Formirajmo stoga pomocu komponenti qa ¢ qp, koje smo uveli kroz
Fickov zakon, srednju molarnu brzinu smjese q*:

cq” = caqa + cpqp.

Brzina smjese q* definirana je tako da je cq* molarni protok smjese (kolic¢ina smjese koja
u jedinici vremena prode kroz jedinicnu povrsinu porozne sredine). Molarne protoke caqa
1 cgqp rastavljamo na konvektivni 1 difuzijski dio:

caqa = cad” +ja, ju=calaa —q"),

cpdp =cpq’ +jp, Jp=cslds —q’)
Iz Fickovog zakona (1.3) sada se jednostavnim racunom vidi da vrijeds

Jj1=—-9cDVzxy,, jp=-—-PcDVup. (1.5)
To je Fickov zakon izraZen kroz molarne udjele.

Koeficijent difuzije D u Fickovom zakonu mjeri u fluidu izvan porozne sredine i obi¢no
je vrlo mala veli¢ina, oko 107 m?/s pri temperaturi od 20 C. Koeficijent je obi¢no pro-
porcionalan srednjem prevaljenom putu molekule izmedu dvije kolizije i stoga u poroznoj
sredini mora biti korigiran, budu¢i da ¢vrsta matrica ogranicava slobodno kretanje fluida.
Difuzivnost fluida u poroznoj sredini je stoga manja nego izvan porozne sredine.

Koeficijent difuzivnosti ovisi o karakteru komponenti unutar smjese i moze se s ve¢om ili
manjom preciznos$¢u predvidjeti teoretski. Za teorijsko predvidanje difuzivnosti za binarnu
smjesu, otapala i otopljene tvari, moze se uzeti Stokes-Einsteinova formula koja predvida
za difuzivnost otopljene tvari:

p BT 1
N 6mpr

gdje je R = 8.314 JK 'mol~!, plinska konstanta, 7" apsolutna temperatura, p viskoznost
¢iste otopine, N = 6.023 x 10?3, Avogardov broj, i 7 je radijus Cestice otopljene tvari (za
koju se pretpostavlja sferni oblik).

1.3 Zakon saCuvanja mase

Postavimo sada jednadzbe gibanja binarnog sustava. Odaberimo jednu komponentu,
koja nam je na neki nacin vaznija, na primjer prvu, i uvedimo varijablu w koja ¢e pred-
stavljati maseni udio prve komponente u smjesi:

PA PA

Ww=—
patps P
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Gustocu fluida p i viskoznost p pri konstantnoj temperaturi mozemo izraziti kao funkcije
tlaka i masenog udjela prve komponente, buduci da kompozicija smjese opéenito utjece na
svojstva smjese:

p=ppw), p=pw).
Darcyjev zakon se primijenjuje na ¢itav fluid. Stoga imamo
1
q=———K(x) (Vp—plp,w)g). (1.6)
p(w)
Zakon sacuvanja ukupne mase glasi:

O (B()olp, ) + div(plp. w)a) = 0. (1.7)

Jednadzbama (1.6) i (1.7) treba jo§ pridruziti zakon sacuvanja mase prve komponente.
Ukupna masa prve komponente u kontrolnom volumenu {2 je jednaka

/Q P, w)w®(p) dx,

dok je maseni protok prve komponente

/a (Plp)ea — B(p)p(p, ) DY) - ndS

sto vodi na

d

G [ o0 ax = [ (oip.w)oa—2e)olp.) DY) - nas

odnosno, nakon lokalizacije,

%(p(p, w)w®(p)) + div(p(p, w)wq — (p)p(p, w) DVw) = 0. (1.8)

Time smo dobili sustav od dvije diferencijalne jednadzbe za nepoznanice p i w. Jednu
jednadzbu ¢ine (1.6) i (1.7), a druga je jednadzba dana s (1.8).

Kako bismo bolje vidjeli tip ovog sustava uvest ¢emo pojednostavljenja koja su u mno-
gim prakticnim situacijama posve realisti¢cna. Za poroznu sredinu ¢emo pretpostaviti da je
kruta (& = ®(x)), a za smjesu fluida pretpostavljamo nestlacivost. Pri tome uzimamo da
je prva komponenta prisutna u tako malim koli¢cinama da ne mijenja gustotu smjese (p =
konstanta), no da ipak ima utjecaja na njenu viskoznost. Tada dobivamo

div(q) =0, q= —@K(x) (Vp - pg) (1.9)
q)aa—j + div(wq) — div(®DVw) = 0. (1.10)
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Uoc¢imo da druga jednadzba ne mijenja oblik ako se zapiSe za masenu koncentraciju prve
komponente umjesto za maseni udio. Konacno, uzmemo li da viskoznost ne ovisi o kon-
centraciji dobivamo dvije linearne jednadzbe koje se mogu rjesavati zasebno. U takvoj
situaciji komponentu ¢iji transport promatramo obi¢no nazivamo traserom (eng. tracer).
Pogledajmo jednadzbu (1.10) u neograni¢enoj domeni i pretpostavimo da su brzina

q i poroznost ® konstantna. Tada je lako vidjeti da rjesenje jednadzbe (1.10) oblika
w(x,t) = f(x —tq/P,t), gdje f zadovoljava jednadzbu difuzije

of

5 DAY.
Zamjenom varijabli y = x — tq/® sjeli smo u koordinatni sustav koji se giba zajedno s
fluidom i u tom sustavu vidimo samo efekte difuzije. Ako je, na primjer, traser injektiran
u fluid u jednoj tocki, on ¢e se u sustavu koji se giba s fluidom ravnomjerno Siriti u svim
smjerovima.

1.4 Hidrodinamicka disperzija

Kada se traser injektira u poroznu sredinu pracenje njegovog Sirenja ¢e pokazati znatno
odstupanje od slike o njegovom transportu koju smo stvorili u prethodnoj sekciji prema
kojoj se traser Siri podjednako u svim smjerovima, a brzina Sirenja je odredena koeficijen-
tom molekularne difuzije. Iskustvena je ¢injenica da ¢e se traser prosiriti znatno vise no
sto bismo predvidjeli na osnovi molekularne difuzije.

Osnovni razlog za tu razliku lezi u ¢injenici da model transporta koji smo izveli koristi
Darcyjevu brzinu koja predstavlja odredenu srednju vrijednost brzina u poroznoj sredini,
dok stvarna brzina fluida znacajno oscilira zbog slozene geometrije pornog prostora. Te
mikroskopske oscilacije imaju efekt mijesanja koji ima veliki utjecaj na transport supstance.
Da bismo vidjeli utjecaj tih mikroskopskih oscilacija brzine vratit ¢emo se ponovo na model
gibanja kroz kapilarnu cjevcicu (vidi Taylor [5]).

1.4.1 Taylorova disperzija

Promatramo tok trasera kroz kapilarnu cjevcicu radijusa a. Os z cilindricnog koor-
dinatnog sustava ¢emo usmjeriti duz cjevéice. Stacionarna brzina fluida u cjevéici ima
radijalnu simetriju i ovisi samo o varijabli r (Poisseuillov tok):

B T’2 3 1 27 a 2) a
v(r)=2v(1 — ﬁ)’ U= o ro(r) drdg = 2, ro(r) dr.
Kako brzina ima samo komponentu v(r) u smjeru osi z zakon sacuvanja mase za traser je
dc dc Pc 10, Oc
— —=D|—+-—=(r—)|. 1.11
ot +v(r)8z (822 * ror (Tﬁr)) (1.11)
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Nas zanima samo srednja vrijednost trasera po presjeku cjevcice,

2 a
¢(z,t) = ﬁ/ re(r, z,t) dr,
0

pa ¢emo napraviti rastav
c=c¢+/d, (1.12)

pri éemu dio ¢ predstavlja oscilacije oko srednje vrijednosti i vrijedi ¢ = 0. Ovdje smo
oznacili operaciju uzimanja srednje vrijednosti po presjeku cijevi s crticom iznad funkcije.
Uocimo da je opéenito f-g # f - 3.
Nas je cilj dobiti diferencijalnu jednadzbu za €. U tu svrhu iskoristimo rastav (1.12),
de  oc Je oc d?c 0 10,0
En + o +v(r)& +v(r)$ =D <@ + 9.2 + ;E(TEO :

(1.13)

gdje smo iskoristili da ¢ ne ovisi or, i usrednjimo jednadzbu (1.11) po presjeku cijevi:

80 _de ¢ 2 [*0 O
@ Ua, —/ ro(r —dr—D<@+?/o E(ra)dr).

Uoc¢imo daje prir = a

o _0c _
or  or
pa stoga dobivamo
gec _ode 2 [° oc o*e
— 47—+ —= —dr=D—. 1.14
ot - Yoz * a? /0 ro(r) 0z dr 022 (1.14)

Time smo se primakli nasem cilju. Ostaje nam izraziti integral na lijevoj strani preko
srednjih vrijednosti. Oduzimanjem (1.14) od (1.13) dobivamo

oc N oc  oc N (820’ 10, 0 )

— +(v(r) =0)=— + (v(r)= 1.15
8t+<<) )8z+(<)8z 82) 822+7’8'r’< 8r> (1.15)
To je jednadba koja opisuje evoluciju oscilatornog dijela koncentracije trasera. Nju ne
mozemo egzaktno rijesiti ve¢ ¢emo napraviti neka zanemarivanja. Uocimo da nakon vre-
mena otprilike a?/D difuzije izgladi varijacije koncentracije u r-smjeru. Tada ocekujemo
da ¢e biti ¢ >> ¢ i da Ce derivacije u r smjeru biti puno vece od derivacija u z-smjeru.
Stoga ¢emo u (1.15) zanemariti prvi i tre¢i ¢lan na lijevoj strani i prvi ¢lan na desnoj strani,
sto daje
_0c Do, 6 od
v(r) —v = )
(v(r) )82 r 87“( 67“)

900 _wae (o
8TT8T DOz " a? )’
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Odavdje je



sto daje

—a— 2 4
cf:%a_g@_%mmw).

Evidentno mora biti A =0, a B se izracuna iz uvjeta da je integral funkcije ¢’ po presjeku
cijevi jednak nuli, Sto daje
, waoe(rr ot a?
=—=—|——=——-——.
Doz \ 4 8a®> 12

Sada mozemo izracunati 1

Time dolazimo do jednadzbe za srednju koncentraciju

e oc a® 9% 0%
— 4+ 7—=D(1+ ——)=—. 1.1
o e P+ o) az (1.17)
Izraz
av
Pe = — 1.1
== (1.18)

nazivamp Pecletov broj. To je bezdimenzionalna velicina koja daje omjer konvekcije i
difuzije. Efektivna difuzivnost u (1.17) zavisi kvadratno o Pecletovom broju:

P 2
Dujs = D(1+%). (1.19)

1.4.2 Disperzija u poroznoj sredini

Taylorov rezultat pokazuje da molekularnu difuzivnost trebamo zamijeniti efektivnom
difuzivnoséu (1.19) ukoliko zelimo to¢éno predvidjeti transport supstance kroz usku cjevéicu
na osnovu srednje brzine fluida po presjeku cjevéice. Pri tome vidimo da je efektivna
difuzivnost (1.19) proporcionalna s kvardatom srednje brzine.

Rezultat izveden za kapilarnu cjevcicu pokazuje nam kako treba modificirati difuzivnost
u poroznoj sredini ako zelimo ukljuciti efekte mijesanja na mikroskopskoj razini koji su
zanemareni time Sto u model ulazi samo srednja (Darcyjeva) brzina fluida. Efektivna
difuzivnost, vidjeli smo modelu kapilarne cjevcice, mora biti zavisna o srednjoj brzini
fluida. Ipak, model kapilarne cjevéice nije posve relevantan za poroznu sredinu. Mjerenja
pokazuju da u vecini slucajeva difuzivnost ne ovisi kvadrati¢no o brzini fluida ve¢ linearno.
Nadalje, pokazuje se da je efektivna difuzivnost najvec¢a u smjeru Sirenja fluida, a manja
u smjerovima okomitim na brzinu fluida.

Efektivna difuzivnost u poroznoj sredini modelira se kao suma molekularne difuzivnosti
D i disperzivnog clana Dy, tj. dijela efektivne difuzivnosti koji ovisi o Darcyjevoj brzini.
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Dok je molekularna difuzivnost D skalarna velic¢ina, disperzivni dio Dy je tenzor bududéi
da uvodi anizotropiju vezanu uz smjer gibanja fluida. NajceS¢e se u smjeru gibanja uzima
jedan koeficijent difuzivnosti (longitudinalna disperzivnost d;), a u okomitim smjerovima
drugi, red veli¢ine manji (transferzalna disperzivnost d;). Time dolazimo da sljedeceg oblika
efektivne difuzivnosti:

D = D(q) = ®DI + Dy(q), (1.20)
gdje je
(024 (024
Dy = Dy(q) = \q|<dl% +dy(1— q|q|;1>>, (1.21)

Uocimo da je u (1.21) ® tenzorski produkt vektora te je

q®q
|al?

projektor na smjer Darcyjeve brzine q, dok je

q®q

I _
lq/?

projektor na ravninu okomitu na q.

Potrebno je spomenuti da je model efektivne difuzivnosti (1.20), (1.21) eksperimental-
nog karaktera. Potpunija diskusija o obliku disperzivnog fluksa moze se naéi u [1] i [2].
Konacno, jednadzbe transport trasera (1.9), (1.10) dobivaju oblik

div(q) =0, q=-—-K(x)(Vp - pg) (1.22)

dw

(b@t

+ div(wq) — div(D(q)Vw) = 0. (1.23)
Efekt disperzivnosti je puno jace vezanje jednadzbe za tok (1.22) i transportne jednadzbe
(1.23) kroz nelinearan disperzivni ¢lan. Jednadzbe se vise ne separiraju u slucaju da
viskoznost ne ovisi o koncentraciji. Model se lako generalizira na slucaj elasti¢ne porozne
sredine i stlacivog fluida ¢ija gusto¢a mase moze ovisiti o koncentraciji w.

1.5 Stabilnost i mobilnost

Sto je fluid viskozniji to je manje mobilan i obratno te stoga omjer d = 1/u nazivamo
mobilnost fluida. Kada viskoznost ovisi o koncentraciji supstance koja je transportirana
fluidom moguce su situacije u kojima mobilniji fluid istiskuje manje mobilan. Tada dolazi
do pojave nestabilnosti toka koja bitno odreduje karakter sustava.

Da bismo ilustrirali pojavu nestabilnosti promatrat ¢emo jednodimenzionalan tok nes-
tlacivog fluida u krutoj i homogenoj poroznoj sredini (konstantna poroznost ® i perme-
abilnost k) te ¢emo zanemariti difuziju i gravitacijsku silu. Sustav jednadzbi (1.22), (1.23)
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postaje

dq k  Op o Ow 0

%:07 q:—m%a EJF%(WQ):O,

odakle vidimo da je Darcyjeva brzina funkcija samo vremenske varijable. Cijeli je sustav
zadan na itervalu (0, L) i sastoji se od jedne elipticke jednadzbe za tlak te hiperbolicke
jednadzbe prvog reda za koncentraciju. Jednadzbi za tlak postavljamo dva rubna uvjeta
Dirichletovog tipa, odnosno zadajemo tlak p = P, prix = 0ip = P, za x = L. Uzet
¢emo da je P, > P, tako da je x = 0 wlazna granica, dok je x = L izlazna granica.
Diferencijalnoj jednadzbi prvog reda mozemo korektno zadati rubni uvjet samo na ulaznoj
granici pa ¢emo staviti w = 1 za x = 0. Konacno, pocetni uvjet za w(z,t) neka bude nula.
Jednadzu za tlak transformiramo na sljedeé¢i nacin: iz

Op o _ 4wz, b))
ar =TT

integriranjem po (0, L) i primjenom rubnih uvjeta za tlak dobivamo

L
K= P) = alt) [ el ) de (1.24)
0
Zadaca za koncentraciju:
Ow q(t)ow
E‘F?%—O, na (O,L), t>0 (125)
w0,t)=1 zat>0, w(z0)=0 na(0,L). (1.26)

Jednadzba (1.25) ima rjesenje koje je konstantno na karakteristikama

dr _ q(t)

a ¢
Stoga znamo, da ¢e uz zadane pocetne i rubne uvjete, rjesnje biti Hevisideova funkcija koja
se translatira udesno brzinom ¢(t)/®. Preciznije,

(2.1) 1 zaxz < X(t)
et 0 zaxz>X(t)

gdje je X (t) rjesenje jednadzbe

dX _ q(t)
_— = — = U.
7 T A t>0, X(0)=0

Tu informaciju mozemo iskoristiti u integraciji jednadzbe (1.24) sto daje

k(Pu— Bi) = q(t)[p(1) X (8) + p0)(L — X ()],
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pod pretpostavkom da promatramo ¢ < 7', gdje je T" vrijeme potrebno da front dode do
kraja x = L. Diferencijalna jednadzba za polozaj fronta moze se sada napisati u obliku
dX k(P P) 1/(0)
at & L+ (u()/u0) - DX()

zat>0, X(0)=0. (1.27)

Uvedimo omjer mobilnosti

= A ) (1.28)

0)  p(1)
To je, dakle, omjer mobilnosti fluida kojeq utiskujemo i fluida kojeg istiskujemo.
_Analizirajmo sada stabilnost polozaja fronta u odnosu na parametar M. Uzmimo da
je X(to) neka perturbirana pozicija fronta u odnosu na X(#y) i zanima nas kako ¢e razlika
X — X evoluirati s vremenom. Kako obje funkcije zadovoljavaju (1.27) imamo

d — 1|~ 5d
S (X=X =(1- ) - X)X, X), (1.29)

gdje je (zbog X (1), X(1) < L)

— o _KP.-P) 1 !
T = e i T+ (- DXL + WM - DX @]

Iz (1.29) slijedi
—d IX —X|=(1 —1 )X — X|f(X,X) (1.30)
dt B M T ‘

pa imamo ove zakljucke:
1. Ako je M =1 onda se perturbacija | X — X| ne mijenja s vremenom;
2. Ako je M < 1 onda se perturbacija | X — X| s vremenom smanjuje;
3. Ako je M > 1 onda se perturbacija |X — X| s vremenom povecéava.

Tredi slucaj pokazuje nestabilnost sustava pri kome se mala perturbacija polozaja fronta s
vremenom poveéava. Sto je veéi omjer mobilnosti M to je nestabilnost izrazenija.

U trodimenzionalnom slucaju istiskivanje manje mobilnog fluida mobilnijim dovodi do
pojave nestabilnosti fronte izmedu dva fluida koja vodi do deformacije fronte i pojave tzv.q
“prstiju” (eng. wviscose fingering). Takav proces je izuzetno tesko aproksimirati numericki.
Vise detalja se moze naéi u [3] i [4].
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1.6 Adsorpcija, radioaktivni raspad

Pri transportu supstance kroz poroznu sredinu cCeste su kemijske reakcije zbog kojih
moramo korigirati zakon sacuvanja mase. Ovdje ne¢emo pokusati modelirati opéeniti slucaj
reaktivnog toka vec¢e ¢emo se zadrzati reakciji supstance i ¢vrste matrice koja se jednostavno
ukljucuje u transportni model.

Adsorpcija (adsorption) je akumulacija supstance (komponente) u ¢vrstoj fazi (stijeni)
koja se desava na granici izmedu fluida i ¢vrste faze. Obrnuti proces oslobadanja supstance
iz cvrste faze naziva se desorpcija (desorption).

Promatrajmo, kao i do sada, transport jedne supstance u fluidi, odnosno pretposta-
vimo da je fluid sasatavljen od dvije komponente A i B. Komponenta A je ona koja se
transportira s fluidom, don B oznacava ¢isti fluid. Do sada smo za masenu koncentraciju
transponirane komponente koristili oznaku p4, no od sada ¢emo masenu koncentraciju zvati
jednostavno koncentracija i oznacavati je s C' = p4. Pri tome pretpostavljamo da gustoca
mase fluida ne ovisi o koncentraciji supstance, tako da transportnu jednadzbu mozemo
zapisati ekvivalentno u terminu (masene) koncentracije umjesto u terminu masenog udjela

wa = pa/p:

divi) =0, - —@K(x) (Vp— re) (1.31)
@%—f + div(Cq) — div(D(q)VC) = 0. (1.32)

Kao i ranije promatramo krutu poroznu sredinu i nestlaciv fluid jer je generalizacija na
opcenitiji slucaj posve izravna.

Adsorpcija se modelira uvodenjem varijable I’ koja predstavlja masu adsorbirane kom-
ponente po jedinicnoj masi curste faze. Prema tome, ukupna adsorbirana masa u kontrol-
nom volumenu €2 jednaka je

/(1 - (I))psF dx,
Q

gdje je ps gustoca mase ¢vrste matrice. Vremensku derivaciju tog ¢lana treba dodati zakonu
sacuvanja mase za komponentu A, $to vodi do jednadzbe
oC oF . .
CIDE +(1— @)psa + div(Cq) — div(D(q)VC) = 0. (1.33)
Da bismo zatvorili model trebamo naé¢i vezu izmedu varijabli C' i F'. Relacija koja
uspostavlja vezu izmedu koncentracije komponente C' i njene adsorbirane mase F' pri kons-
tantnoj temperaturi naziva se adsorpcijska izoterma. Dvije su klase izoterma:

e Ravnotezna koja pretpostavlja da se ravnoteza izmedu F' i C' uspostavlja trenutno i
stoga daje algebarsku vezu izmedu F'i C;

e Neravnotezna, u kojoj se ravnoteza ne pretpostavlja pa se dobiva diferencijalna jed-
nadzba.
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Medu ravnoteznim izotermama najjednostavniji je slucaj linearne izoterme, F' = K;C', no
veza moze biti i nelinearna, kao u primjeru Langmuirove izoterme,
K\C
F=—7"— K ,Ky>0.
1+ K,)C

Ako si u ovim formlama konstant K, K; odnosno Ks neovisne o predznaku derivacije
OF/0C, onda je proces adsorpcije/desorpcije reverzibilan. U slucaju ireverzibilnih procesa
uzimaju se razlicite konstante, ovisno o smjeru procesa.

U neravnoteznom slucaju zadana nam je brzina akumulacije mase supstance na ¢vrstoj]
matrici. Na primjer,

oF

= = Ki(KiC = F). (1.34)

U slucaju linearne sorpcije (F = KyC') transportna jednadzba postaje

@Rd%—f + div(Cq) — div(D(q)VC) = 0. (1.35)

gdje je

11—
Rd =1 + TpSKd (136)

tzv. retardacijski faktor. U slu¢aju neravnotezne izoterme, kao na primjer u (1.34), do-
bivamo sustav od jedne parcijalne diferencijalne jednadzbe i jedne obi¢ne diferencijalne
jednadzbe koje treba rijesavati simultano:

@%—? + (1 — q))ps%—lz + div(Cq) — div(D(q)VC) = 0,
oF
o = KaC = P).

Pretpostavimo da transportirana komponenta fluida prolazi kroz radioaktivni raspad.
Ukoliko ne bi bilo transporta koncentracija C' bi zadovoljavala diferencijalnu jednadzbu

oC
5 = —AC,

odnosno C' = Cye ™. Ako s T oznacimo vrijeme poluzivota komponente, definiranio s
C'/Cy = 1/2, onda lako dobivamo A = In(2)/T. Dakle, sam radioaktivni raspad ucini da je
masa AC' po jedinici volumena nestane u jedinici vremena, pa stoga transportna jednadzba

postaje

@(% +AC) + div(Cq) — div(D(q)VC) = 0. (1.37)
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Ukoliko imamo i proces adsorpcije, onda i adsorbirana komponenta prolazi radioaktivni

raspad po istom zakonu i stoga (1.33) treba zapisati u obliku

@(%—(i +AC) 4+ (1 - @)ps(%—f + AF) 4 div(Cq) — div(D(q)VC) = 0.

Specijalno, u sluc¢aju linearne i reverzibilne adsorpcije (F = K,C') dobivamo
oC . :
CPRd(E + AC) + div(Cq) — div(D(q)VC) =0,
gdje je Ry dan s (1.36).
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