Poglavlje 1

Jednadzbe mehanike fluida

U ovom poglavlju izvodimo jednadzbe mehanike fluida slijedeéi [3]. Metoda se oslanja
na geometrijsku i mehanicku intuiciju i stoga je pogodnija za prikaz mehanickog znacenja
pojedinih ¢lanova u diferencijalnim jednadzbama gibanja. Matematicki strozi izvod moze
se naéi u [2].

1.1 Zakon saCuvanja mase

Na makroskopskoj razini masu tijela zadajemo pomocu gusto¢e mase koju obi¢no oz-
nacavamo s p. Ako je €2 dio kontinuuma, onda je njegova masa dana izrazom

m(§) = /Q p dx.

Vidimo da p predstavlja masu po jedinici volumena te ima jedinicu [M/L?]. Opéenito je
gusto¢a mase funkcija prostorne varijable i vremena: p = p(x,1t).

U izvodenju jednadzbi mehanike kontinuuma sluzit ¢emo se pojmom kontrolnog volu-
mena koji ¢emo nadalje oznacavati s €). Kontrolni volumen je dio prostora koji je stalno, ili
u nekom vremenskom intervalu, ispunjen kontinuumom: fluidom ¢ije gibanje promatramo.
Ako kontinuum ne ispunjava u potpunosti cijelo vrijeme kontrolni volumen, onda uzima-
mo konvenciju da kontrolni volumen promatramo samo u onom vremenskom intervalu u
kojem je u potpunosti ispunjen kontinuumom. Takva nam pretpostavka treba jer ¢emo po
kontrolnom volumenu integrirati razlicite karakteristike kontinuuma.

Pored gustote mase za opis kontinuuma treba nam i njegova brzina gibanja. Brzina
kontinuuma u tocki x, u trenutku ¢, bit ¢e oznacena s v(x,t). Ako u inicijalnom trenutku
neka tocka fluida ima polozaj X, onda je njen polozaj u trenutku ¢ jednak x(¢), gdje je

d
Ex(t) = v(x(t),1).

Krivulju ¢ — x(¢) nazivamo materijalnom krivuljom ili trajektorijom materijalne tocke
X. Pored trajektorija ponekad se promatraju i strujnice, krivulje ¢ +— x(o) odredene
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diferencijalnom jednadzbom ;
%X(O) = v(x(0),t).
Strujnica u danom trenutku ¢ je krivulja sa svojstvom da njena tangenta u svakoj njenoj
tocki ima smjer brzine. U slucaju stacionarnog toka kada v ne ovisi eksplicitno o vremenu
(v = v(x)) strujnice i trajektorije se podudaraju.
Zakon safuvanja mase mozemo izraziti na sljedeé¢i nacin: za svaki kontrolni volumen €2
mora vrijediti:

brzina brzina brzina
promjene p = ¢ ulaska » — ¢ izlaska (1.1)
mase u mase u {2 mase iz 2

Uoc¢imo prvo da je jednostavno izraziti brzinu promjene mase u kontrolnom volumenu.

brzina

promjene p = 7 / p dx,
mase u (2 @

Da bismo izrazili brzinu ulaska i izlaska mase iz kontrolnog volumena uvedimo slje-
dec¢e oznake: Neka je n jedini¢na vanjska normala na granicu kontrolnog volumena koju
oznacavamo s 0f). Granicu 92 mozemo rastaviti na uniju 9Q = 90T U IN~ gdje je 9N+
izlazni dio granice (onaj kroz koji masa napusta volumen), a 92~ ulazni dio granice (onaj
kroz koji masa ulazi u volumen). Ta dva skupa mozemo karakterizirati na ovaj nacin:

00t ={x € 0Q: v(x) -n(x) >0}, 90 ={x€d: v(x) n(x) <0}

Naravno, ako se brzina vremenski mijenja razliciti dijelovi granice ¢e biti ulazni (izlazni)
u razli¢itim vremenskim trenucima.

Promotrimo li komad ravne plohe orijentirane vektorom normale n i povrsine S u fluidu
koji se giba konstantnom brzino v, lako ¢emo se uvijeriti da je brzina kojom masa prolazi
kroz plohu jednaka pv - nS. Generalizacijom tog zakljucka na proizvljnu plohu dobivamo:

brzina brzina
ulaska » = — / pv - ndS, izlaska 3 = / pv - ndsS.
mase u §) o9~ mase iz o0+

Ovdje smo morali paziti na predznake koji su odredeni time s$to je n vanjska normala na
rub od €2 i sto obje ove brzine moraju biti pozitivne. Time dobivamo:

brzina brzina
ulaska » — ¢ izlaska » = — / pv - ndsS.
mase u §) mase iz ) o9
Jednadzba (1.1) dobiva oblik
d

— pdx+/ pv-ndS = 0.
dt Jo 00
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Nakon primjene teorema o divergenciji dolazimo do zakljucka

/Q (% + div(pv)) dx = 0.

Ta jednakost mora vrijediti za svaki kontrolni volumen €2 i stoga zakljucujemo da po-
dintegralna funkcija mora biti jednaka nuli u svakoj tocki promatrane domene (teorem o
lokalizaciji). Time smo dobili diferencijalnu jednadzbu:

dp
ot
koja se naziva jednadzba kontinuiteta i predstavlja diferencijalni zapis zakona sacuvanja
mase.
Sada mozemo dati sljedeéu interpretaciju clanovima (1.2): % predstavlja brzinu pro-
mjene mase po jedinici volumena; — div(pv) predstavlja brzinu poveéanja mase usljed
konvekcije mase.

+ div(pv) =0, (1.2)

1.2 Zakon sacuvanja impulsa

Zakon sacuvanja impulsa predstavlja generalizaciju drugog Newtonovog aksima na me-
haniku kontinuuma. Zakon u mehanici materijalnih tocaka kaze da je brzina promjen
impulsa mv jednaka sili koja djeluje na tijelo:

d
—(mv) =F,
7 (mv)
u oznakama tipicnim za mehaniku materijalnih tocaka.
U mehanici kontinuuma impuls je zadan gusto¢om impulsa pv. Impuls nekog komada

tijela €2 je jednak
/pv dx.
Q

Nadalje, prilikom racuna promjene koli¢ine impulsa u nekom komadu €2 duzni smo uzeti u
obzir da se impuls, kao i masa i energija, transportira s kontinuumom koji se giba. Stoga
imamo ovu generalizaciju drugog Newtonovog zakona:

brzina brzina brzina djelovanje
povetanja p = ulaska — izlaska + < vanjske sile (1.3)
impulsa u €2 impulsa u €2 impulsa iz 2 na fluid u 2

U ovoj jednadzbi jednostavno je odrediti samo prvi ¢lan:

brzina d

povecanja p = £/pv dx.
impulsa u Q
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Impuls se transportira pomoc¢u dva mehanizma: konvektivnim transportom i moleku-
larnim transportom. Konvektivni transport je posljedica makroskopske brzine fluida, dok
molekularni transport dolazi od interakcija na molekularnoj razini i u mehanici kontinuuma
se modelira tzv. kontaknom silom.

Vidjeli smo kod zakona sac¢uvanja mase da se brzina transporta mase izrazava integra-

lom
—/ pv-ndS—/ pv-ndS—/ pv - ndS.
9~ o0+ 9

To zakljucivanje moze se prenijeti na bilo koju veli¢inu zadanu svojom volumnom gusto¢om
E koja se transportira s kontinuumom: Brzina transporta mase kroz volumen (2 je

—/ E(v-n)dS (1.4)
o0

Napomena 1. U diferencijalnoj formulaciji integralu (1.4) odgovara élan — div(Ev) ako
je E skalarno polje, ili ¢lan — div(E ® v) ako je E vektorsko polje.

Primjenom na gusto¢u impulsa dobivamo:

brzina ulaska brzina izlaska
impulsa konvektivnim p — < impulsa konvektivnim » = — / pv(v-mn) dsS.
transportom transportom o9

Molekularni transport proizlazi iz medudjelovanja molekula koje dovodi do prijenosa
impulsa s jednog mjesta na drugo. Ako sa ¢ oznac¢imo brzinu izlaska impulsa kroz jedinicnu
povrsinu okomitu na jediniéni vektor vanjske normale n na 0f2, onda je

brzina ulaska brzina izlaska
impulsa molekularnim p — < impulsa molekularnim = — ¢ dS.
transportom transportom o9

Velicina —¢@ ima dimenziju sile po jedinici povrsine i naziva se kontaktna sila. U mehanici
kontinuuma se pokazuje da kontaktna sila nuzno linearno ovisi o vektoru jedini¢ne normale
n (Cauchyjev teorem) te je stoga oblika

—¢ = Tn, (1.5)

pri ¢emu tenzor T nazivamo tenzor naprezanja. Prema odabranom predznaku kontaktna
sila —¢ predstavlja silu kojom materijal izvan 2 djeluje na materijal unutar €2.

Oblik tenzora naprezanja i njegova veza s kinematickim velicinama spada u konstitu-
tivne zakone kojim se opisuju svojstva materijala koji se promatra. Konstitutivni zakoni
po svojoj su prirodi uvijek aproksimativnog karaktera.

Tenzor naprezanja u (Newtonovom) fluidu uzima se u obliku

T = —pl+T. (1.6)
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Prvi dio —pl dolazi od kaoticnog gibanja molekula i predstavlja silu kojom fluid djeluje
u svim smjerovima: tlak. Drugi dio ovisi o gradijentu brzine gibanja i predstavlja efekt
kohezionih sila medu molekulama. Opcenito se uzima u obliku

T = (Vv + (VV)) + (k — %u) div(v)L (1.7)

Koeficijenti p i x se nazivaju dinamicka ¢ dilatacijska viskoznost i predstavljaju pozitivne
veli¢ine (u > 01k > 0).

Napomena 2. Ukupni tok impulsa jednak je
¢+ pv(v-n) = —pn +Tn + pv(v - n).

Oznacimo i silu po jedinici mase koja djeluje na fluid (volumna sila) s f, onda je ukupna
sila koja djeluje na kontrolni volumen jednaka

djelovanje
vanjske sile p = / pf dx.
na fluid @

Sada jednakost (1.3) mozemo zapisati u obliku

d

— deX:—/ pv(v-n)dS — ¢ds+/pfdx.
dt Jo 20 00 0

Uzmimo u obzir (1.5) i (1.6) te primijenimo teorem o divergenciji. Izlazi

d

— [ pv dx+/div(pv®v) dx+/ (pn — Tn) dS:/pf dx.
dt Jo Q 0 Q

odnosno

A

d
— [ pv dx+/div(pv®v) dx+/Vp dx:/diV(T) dx+/pf dx.
dt Jo Q Q Q Q

Pomocu teorema o lokalizaciji dolazimo do diferencijalne jednadzbe gibanja fluida:

0 .
a(pv) + div(pv @ v) + Vp = div(T) + pf. (1.8)

Napomena 3. U mehanici materijalne tocke iz zakona sacuvanja impulsa slijedi zakon
sacuvanja momenta impulsa:

%(erv):er,

gdje je r radij-vektor poloZaja materijalne tocke, a ¥ sila koja na nju djeluje. U meha-
nici kontunuuma zakon sacuvanja momenta impulsa nije u potpunosti posljedica zakona
sacuvangja impulsa. Kada vrijedi zakon sacuvanja impulsa, zakon sacuvanja momenta im-
pulsa ekvivalentan je simetriji tenzora naprezanja T (vidi [2]). Za Newtonov fluid simetrija
je evidentno zadovoljena.

Zadatak 1. Dokazite da vrijeds

o)+ iy &) = o0+ (TV).
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1.3 Navier-Stokesove jednadzbe

Pogledajmo jednadzbe koje smo do sada uveli:
0
a—/t) + div(pv) =0,

0
a(pv) + div(pv @ v) + Vp = div(T) + pf,

T = pu(Vv+(Vv)) + (k= %u) div(v)L.

Iz tog sustava ¢emo eliminirati tenzot T uz pretpostavku da su vidkoznosti p i k konstantne
sto daje

dp | ..

e +div(pv) =0, (1.9)
0 1
a(pv) +div(pv ® v) + Vp = pAv + (k + gu)V(div v) + pf. (1.10)

Jednadzbe (1.9)—(1.10) predstavljaju sustav od 4 parcijalne diferencijalne jednadzbe za 5
nepoznanica p, p i v (tri komponente). Imamo stoga jednu nepoznanicu suvise pa bi trebali
ili na¢i dodatnu jednadzbu ili izraziti jednu od nepoznanica pomocu drugih.

Vezu izmedu tlaka p i gustoce fluida dobivamo iz termodinamickih relacija koje ukljuc¢uju
i tre¢u varijablu: temperaturu (). Ukljucivanje temperature u sustav zahtijeva da ukljuc¢imo
jos jednu diferencijalnu jednadzbu koja dolazi od zakona sacuvanja energije, te da uvazimo
drugi zakon termodinamike. Buduci da se time sustav znatno komplicira ovdje ¢emo obra-
titi paznju na jednostavniji izotermni sustav u kojem je temperatura fluida konstantan
(0 = const u citavoj domeni i za sva vremena). Takva je situacija ¢esta u poroznoj sredini
gdje temperaturu fluida konstantnom odrzava okruzujuca stijena.

U izotermalnom sluc¢aju temperatura je konstantna i termodinamicke relacije izrazavaju
gustocu fluida kao funkciju tlaka:

p=p(p). (1.11)

To je dodatna jednadzba uz koju mozemo “zatvoriti” sustav (1.9)-(1.9). Jednadzbama
treba sada dodati rubne i pocetne uvjete kako bi imale jedinstveno rjesenje.

Prije no sto uvedemo rubne i pocetne uvjete uvest ¢emo jos jednu simplifikaciju ko-
ja je Cesto moguca. Naime, pretpostavit ¢emo da je fluid nestlac¢iv Sto znac¢i da mu je
gusto¢a mase neovisna o tlaku. Takva je pretpostavka realisticna za mnoge tekuéine cija
je stlacivost vrlo mala (narocito za vodu) ukoliko tlak pod kojim se fluid nalazi nema
ekstremnih varijacija. S druge strane, takva pretpostavka nije primijenjiva na plinove.

Ukoliko je fluid nestlaciv to jos ne znaci da je njegova gustoc¢a nuzno konstantna, buduéi
da moze postojati neka inicijalna nehomogenost gusto¢e mase koja se potom transportira
s tokom. Mi ¢emo takvu moguénost ovdje zanemariti i pretpostaviti da je p konstantna.
Time dolazimo do Navier-Stokesovih jednadzbi koje opisuju izotermno gibanje nestlacivog
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Newtonovog fluida:
divv =0, (1.12)

0 .

a(pv) +div(pv @ v) + Vp = pAv + pf. (1.13)
Napomena 4. Jednadzba (1.13) je zapisana u “konzervativnoj formi” koja je dobra za,
npr. numericku diskretizaciju konacnih volumena. Cescée se koristi zapis

0
p(a—‘tf + (Vv)v) + Vp = uAv + pf. (1.14)

Napomena 5. Jednadzbe (1.9), (1.10) nazivamo kompresibilne Navier-Stokesove jednadzbe.
Rubni uvjeti koji se postavljaju uz Navier-Stokesove jednadzbe su sljededi:

e Na krutoj stijenci: v = 0. Zbog viskoznosti dolazi do ljepljenja fluida za stijenku.
Ako se stijenka giba, fluid ima brzinu stijenke. Ako je fluid neviskozan, onda treba
uzeti slabiji rubni uvjet v - n = 0, gdje je n normala na krutu stijenku.

e Na ulazni/izlaznoj granici se zadaje brzina: v= zadano. Pri tome na ulaznoj granici
treba jos zadati i gusto¢u ulaznog fluida (ili njegov tlak).

Rezultati egzistencije, jedinstvenosti i korektnosti razli¢itih zadaca za Navier-Stokesov
sustav mogu se naci u [1].

Napomena 6. Cesto nas zanima kako se neka velicina mijenja na trajektoriji cestice. Na
primjer, neka je c(x,t) neko skalarno polje; tada je

3

d ~ Oc oc dx;

dc
= §<X<t)7 t) + V<X<t)7 t) ’ VC(X<t)7 t)
Posve analogno se dobiva za svaku vektorsku funkciju u
d Ju

%u(x(t), t) = E(X(t), t) + Vu(x(t), t)v(x(t),t).

Ovdje se vidi vaznost diferencijalnih operatora

C H—

Jc Ju
— +v-Ve, ur— — 4+ (Vu)v,
ot " g TV
koji se nazivaju substancijalnom ili materijalnom derivacijom skalarne, odnosno vektorske,
funkcige. One deriviraju polje duz trajektorije materijalne tocke. U mehanici se tradici-
onalno oznacavaju s tockom ili s D/ Dt:

Dc  Oc . Du Ou

¢=—=—+v- Vg, u=--=5 (Vu)v,
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Posebno nam materijalna derivacija brzine

. Ov
V=g + (Vv)v,

dozvoljava pisanje Navier-Stokesove jednadzbe u obliku:
pv + Vp = pAv + pf.

Zadatak 2. Pokazite da je materijalna derivacija linearan operator koji na skalarnim
funkcijama ¢ 11, te na vektorskim funkcijama u, w zadovoljava:

D . . D
S (00) = by + o, oo w) =W U,
Napomena 7. Neka je flurd u ravnotezi u polju sile teze. Tada je v.= 0 u citavoj domens
flurda. Kako je £ = g imamo jednadzbu Vp = pg. Pretpostavimo prvo da je gustoca fluida
konstantna. Tada dobivamo rjesenje p = pgz + const, gdje smo os z orijentirali vertikalno
prema gore. To je izraz za hidrostatski tlak. MoZemo ga pisati u obliku

L + 2z = const,

Py

u kome sve velicine imaju dimenziju duljine. Pri tome se u hidrologiji p/pg naziva tlaéna
visina (eng. pressure head), a izraz p/pg + z piezometarska razina (eng. piezometric head).
U mirovanju je, dakle, piezometarska razina konstantna u ¢itavoj domeni fluida.

U sluc¢aju barotropnog fluida, kod koga je p = p(p), treba definirati tlacnu visinu kao

1
H(p) :/mdp,

a piezometarsku razinu kao H(p)+ z. Zakljucak je isti: piezometarska razina je konstantna
u c¢itavoj domeni fluida.

Zadatak 3. Promatramo stacionarni tok Newtonovog fluida s konstantnom gustoéom p.
Neka je brzina fluida dovoljno mala da mozZemo zanemariti ¢lan (Vv)v. Pokazite da je
tada tlak harmonijska funkcija, tj. zadovoljava Ap = 0.

Zadatak 4. Promatramo stacionarni tok neviskoznog Newtonovog fluida (v = 0) s kons-
tantnom gustocom p. Pokazite da je tada zadovoljen Bernoullijeva jednadzba

P IvP?_
gz + =+ = const.
p 2

Os z ovdje gleda vertikalno prema gore. Kako jednadzba glasi ako je p = p(p)?
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Zadatak 5. Odredite ravninsk: tok nestlacivog Newtonovog fluida w horizontalnoj pruzi
R x (0,a). Pretpostaviti da je brzina oblika v = vi(x2)ey i da je zadano Q =[5 v1(y)dy.
Rj.

6 Q
v1(xe) = g(a — X9)Ty, P= —12,u$x1 + const.
Rujesite isti zadatak ako je pruga nagnuta pod kutem o prema horizontali.

Zadatak 6. (Hagen-Poiseuilleov tok) Odredite ravninski tok nestlacivog Newtonovog fluida
u ravnoj cjevéici kruznog presjeka radijusa R, u polju sile teZe, pri cemu os cjevcice, 0z-
nacena sa z, gleda u smjeru ubrzanja sile teze g. Izrazite brzinu v srednju brzinu po presjeku
cjevcice kao funkcije gradijenta piezometarske visine. Uputa: brzinu traZiti u cilindricnom
sustavu u obliku v = v,(r)k. Rj.
1 0¢

() = s (B =), (o) =

R?0h L
—— =p—pgz.

Tlak je linearna funkcija od z.

Zadatak 7. U prethodnom zadatku odredite silu po jedinici duljine cjevi kojom cijev djeluge
na fluid. Rj.
oh
F=rnR"—.
™,

Smyjer je suprotan od smjera gibanja.

1.4 Zakon promjene mehanicke energije

Kao i u mehanici materijalne tocke iz zakona sac¢uvanja impulsa (drugi Newtonov zakon)
slijedi zakon sacuvanja energije. U mehanici kontinuuma pored kineticke i potencijalne
energije moramo uzeti u obzir i unutarnju energiju tijela koja dolazi od titranja molekula i
mjeri se temperaturom tijela. Budué¢i da zakon sac¢uvanja impulsa ne uklju¢uje unutarnju
energiju tijela, iz njega mozemo izvesti samo zakon sacuvanja mehanicke energije tijela.

Mnozeéi (1.8) brzinom v dobivamo

~

8(pV)-V+diV(pV®V)-V+Vp-V:diV(T)-V+pf-V.

ot
Uoc¢imo da je primjenom jednadzbe kontinuiteta
0 10 oy 1, ,0p
5 PV) v =55 (V) + SV,
1 1
= ST plvP?) — vl div(pv)

Jednostavnim rac¢unom dobivamo

v|®

div(pv @ v) - v = div(pv)|v|* + pv - V(T)
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Zbrajanjem slijedi

D)yt diviovey) v = 2 (o) + divipn) XL+ v -
ot P 20t PV 2
10 [v|?
Qa—(PM )+le(P7V)
Uz evidentne transformacije dobivamo
L0 (o) + div(p¥ ) + div(pv) — div(Ev)
28tpV 1Vp2V 1v{pv 1v A"
=pdivv =T Vv +pf - v. (1.15)

Clan pdivv moze biti pozitivan ili negativan, ovisno o tome radi li se o ekspanziji ili
kompresiji fluida. Drugi ¢lan na desnoj strani je uvijek pozitivan:

~

T -Vv=uVv+(Vv)) -Vv+ (k— %u) div(v)I- Vv
= LTV 4 (T9)) - (T (7)o (5 — ) (iv(v)?
= UV (V) - % div(V)I + r(div(v))

Konacno, ako je vanjska sila potencijalna, f = —VU, U = U(x) (potencijal ne ovisi o
vremenu) onda primjenom jednadzbe kontinuiteta dobivamo

pf v = —%(pU) — div(pUv).

Time dolazimo do jednadzbe:

[v[?

+U))+ div(p(T

v]®

0t(p( 5 + U)v) + div(pv) — div(Tv) = pdivy = T-Vv. (1.16)

Ovdje se pojavljuje gusto¢a ukupne mehanicke energije F,, = |v|?/2 + U. Interpretacija
clanova je sljedeca:

. %(p(% + U)) = brzina povecanja ukupne mehanicke energije po jedinici volumena;

. —div(p(% + U)v) = brzina dodavanja ukupne mehanicke energije konvektivnim
transportom po jedinici volumena;

e —div(pv) = brzina kojom okolina vrsi rad nad fluidom kroz tlak;

e div(Tv) = brzina kojom viskozne sile vrse rad nad fluidom;

pdivv = brzina reverzibilne konverzije kineticke energije u unutarnju energiju;
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e —T - Vv = brzina ireverzibilne konverzije kineticke energije u unutarnju.

Uoc¢imo da ¢lan pdivv moze biti pozitivan i negativan, tj. moze dodavati ukupnoj
mehanickoj energiji ili od nje oduzimati. Clan —T - Vv, s druge strane, uvijek je negativan
tj. on on umanjuje mehanicku energiju, konvertirajuci ju u unutarnju energiju tijela.

Zadatak 8. Velicina v = 1/p naziva se specificni volumen (volumen po jedinici mase).
Pokazite da je
v =divv.

1.5 Zakon saCuvanja energije

Ukupna energija tijela je zbroj kineticke, potencijalne i unutarnje energije tijela. Pod
unutarnjom energijom (ili toplinskom energijom) razumijevamo makroskopsku veli¢inu ko-
ja reprezentira kineticku energiju molekula tijela racunatu u koordinatnom sustavu koji se
giba brzinom v. Kako makroskopska brzina v predstavlja srednju vrijednost brzina mole-
kula unutarnjoj energiji doprinose vibracije molekula oko te srednje vrijednosti. Unutarnja
energija se zadaje svojom volumnom gusto¢om e i pretpostavlja se da je ona funkcija tlaka
i temperature tijela, e = e(p, 0).

U sljede¢em ¢emo racunu ukupnom energijom zvati sumu unutarnje i kineticke energije,
a rad vanjskih sila ¢emo ostaviti na desnoj strani jednadzbe, Sto dozvoljava i nekonzerva-
tivne sile.

brzina (brzina povecéanja brzina povecanja
povecanja | | ukupne energije unutarnje energije
ukupne [ konvektivnim molekularnim
energilje [ transportom transportom
( brzina vrienja brzina vrenja
rada na sustavu rada na sustavu
T . 7 (1.17)
molekularnim vanjskim
| mehanizmima silama

Ukupna energija kontrolnog volumena je

1
/Q (5oIVE + pe) .

gdje smo s e oznacili gustoéu unutarnje energije (po jedinici mase). Transport ukupne
energije racunamo kako je objasnjeno ranije:

brzina povecanja
ukupne energije
konvektivnim
transportom

1
— /aﬂ(§p|v|2 + pe)v - ndS.
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Molekularni transport toplinske energije modeliramo na ovaj nacin:

brzina povec¢anja

unutarnje ene{rgije =— | q-ndS
molekularnim o0
transportom

gdje je q toplinski fluks. Toplinski fluks je nova veli¢ina koju moramo uvesti, slicno kao sto
smo uveli kontaktno polje, kako bi opisali molekularni transport unutarnje energije.

brzina vrsenja
rada na sustavu
molekularnim

= — ¢-VdS:/ Tn - vdsS.
onN oN

mehanizmima

brzina vrsenja

rada na sustavu /
. = | pf-vdx.
vanjskim O

silama

Time dobivamo

d 1

pn Q(ép\v|2+pe) dx+/ q-ndS

[2/9]

1
+/ (—p|v|2+pe)v-ndS—/ Tn-vdS:/pf-VdX.
o0 2 o9 Q

Lokalizacijom dolazimo dao jednadzbe za energiju:

0 1 1
Z(SpIvP + pe) + div (<5p|v|2 + pe)v) + div(q) — div(Tv) = pf - v,

ot 2
odnosno
S (GpIvI + pe) + div ( (GpIvE + pev ) +div(a) + div(pv) (1.18)

A~

= div(Tv) + pf - v. (1.19)

Oduzimanjem zakona sa¢uvanja mehanicke energije (1.15) dobivamo jednadzbu za unutar-
nju energiju:

%(pe) + div (pev) + div(q) = —pdivv + T - Vv. (1.20)

Vidimo da su disipativni ¢lanovi ponovo na desnoj strani, kao i u jednadzbi (1.16), ali sa
suprotnim predznakom.
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Dobivenu jednadzbu potrebno je upotpuniti konstitutivnim jednakostima koje odreduju
ponasanje matreija. Te jednakosti vezu unutarnju energiju s tri varijablama p, pi 6 (tempe-
ratira) i daju izraz za toplinski fluks. Sve one moraju biti odabrane tako da zadovoljavaju
zakon entropije.

Za toplinski fluks se koristi Fourierov zakon:

q = —kVo, (1.21)

gdje je koeficijent toplinske vodljivosti & > 0 jer toplina prijelazi s mjesta vise na mjesto
nize temperature. Kao najjednostavniji promjer ostalih konstitutivnih jednakosti je primjer
idealnog plina u kojem se uzima da je

e=e(l)=chl, p= Cg.

U tom slucaju jednadzba (1.20) postaje
a0 : N
pcv(a +v-V0) — kA = —pdivv +T- Vv,

gdje su koeficijenti ¢, i k uzeti kao konstante. Ako zanemarimo viskoznost i kompresibilnost
dolazimo do jednadzbe za temperaturu

0
pcv(% +v-V0) — kA =0,

koja nije vezana s ostatkom sustava.

1.6 Povrsinska napetost i Young-Laplaceov zakon

Kada se dva dovoljno razli¢ita fluida (kao npr. voda i zrak) nalaze u dodiru na provrsini
koja ih razdvaja dolazi do pojave poursinske napetosti. Razlog za novu pojavu vezanu uz
plohu razvajanja fluida nalazi se u razlicitim stanjima u kojima se nalaze molekule unutar
fluida i na njegovoj povrsini. Rezultirajuca je sila koja dolazi od sila medumolekularnog
djelovanja na molekulu u unutrasnjosti fluida jednaka nuli, buduéi da je svaka molekula
ravnomjerno okruzena drugim molekulama fluida. Na povrsini fluida ta je ravnoteza na-
rusena i te dolazi do dvije pojave: 1) ploha razdvajanja nije ravna veé¢ dobiva odredenu
zakrivljenost; 2) ploha razdvajanja djeluje kao napeta membrana.

Posljedice povrsinske napetosti su brojne (kao npr. sposobnost nekih kukaca da hodaju
po vodi) i imaju veliku vaznost u brojnim fizikalnim pojavama, a posebno u gibanju fluida
kroz poroznu sredinu.

Povrsinska napetost je rezultat molekularnog djelovanja i stoga ju na makroskopskoj
razini modeliramo kontaktnom silom. Budué¢i da kontaktna sila djeluje izmedu molekula
na povrsini razdvajanja fluida, povrsinska kontaktna sila se definira kao sila po jedinici
duljine kojom materijal je jedne strane zamisljene krivulje na plohi razdvajanja djeluje na
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materijal s druge strane te krivulje. Kao i kod kontakne sile koja djeluje unutar tijela (kao
sila po jedinici povrsine) zakljucujemo da kontakta sila na plohi razdvajanja ovisi samo o
normali na krivulju na kojoj ju promatramo.

Oznac¢imo sa S plohu razdvajanja dvaju fluida (fluidi 11 2) i n normalu na tu plohu
koja gleda iz fluida 1 u fluid 2. Neka je v C S bilo koja zatvorena krivulja na plohi &
koja omeduje dio plohe S, C §. Kontaktna sila na krivulji v je oblika on, s, gdje je n, s
(vanjska) normala na krivulju v koja lezi u tangencijalnoj ravnini plohe S; o je konstanta
koja predstavlja povrsinsku napetost i mjeri se u sili po jedinici duljine. Ukupna je sila
povrsinske napetosti na komad plohe S, C § jednaka

/an%3 ds=o0 / n,sds.
v ¥

Evidentno je da rezultantna sila povrsinskog naprezanja ima komponentu normalnu na
plohu razdvajanja ukoliko ona nije ravna. Kako u smjeru normale na na plohu separacije
djeluju tlakovi fluida dolazimo do zakljucka da tlakovi fluida u dodiru, u ravnotezi, moraju
biti ekvilibrirani sa silom povrsSinske napetosti. To ima sljedec¢i posljedicu:

e Ako je ploha razdvajanja dvaju fluida zakrivljena, onda tlakovi u fluidima, s dvije
strane plohe razdvajanja nisu jednaki. Razlika tih tlakova uravnotezuje silu po-
vrsinske napetosti na plohi razdvajanja. Drugim rijecima, tlak je diskontinuiran pri
prijelazu iz jednog fluida u drugi.

Razlika tlakova u fluidima u kontaktu ovisit ¢e o zakrivljenosti separacijske plohe. Izvest
¢emo tu zavisnost u pojednostavljenom slucaju kada je ploha razdvajanja sfere.

Odaberimo proizvoljnu tocku na P € S na sferi S koja razdvaja fluide 11 2, i pret-
postavimo da je radijus sfere jednak R. Koordinatnu os z stavimo s ishdistem u centru
sfere, tako da prolazi kroz tocku P (vidi Sliku 1.1). Odaberimo na sferi § kruznicu v, C S,
radijusa r, koja lezi u ravnini okomitoj na os z, tj. na spojnicu centra sfere i tocke P, i
ima centar na osi z. Ta kruznica omeduje sfernu kapicu centriranu u tocki P koju ¢emo
oznaciti sa S,.

Neka je n normala na sferu. Tada se ravnoteza sila na sfernoj kapici S, moze zapisati
u obliku:

/(pz—pl)ndS:/ on, sds. (1.22)
r Yr

Prema definiciji kontaktne sile (kao sile koja djeluje s pozitivne strane plohe - one na koju
pokazuje jedini¢na normala - na materijal na negativnoj strani) ako je p; tlak izvan kugle,
a po tlak unutar kugle, onda treba uzeti normalu koja gleda prema sredistu kugle.

Prijelazom na limes u (1.22), kada r — 0, dobivamo trazeni odnos tlakova i povrsinske
npetosti u tocki P. Stoga prvo aproksimirajmo integral na lijevoj strani,

n(P)- | (5= pndS = (1(P) ~ pa(PISI = (0a(P) = (P)r? + Or)
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0Ss Z

Fluid 1, p,

P

r

Fluid 2, ps v
7i(P)

Slika 1.1: Pojednostavljeni dolaz Laplace-Youngova zakona.

dok desni integral mozemo izracunati:
n(P) - / on, sds = 2rro cos(g —0) =2rmosinb,
Ir

gdje je n(P) -n, s =sinf i je kut iz odnosa sin = r/R. Time smo dobili
(p2(P) — p1(P))7r® 4+ O(r®) = 2rmo sin 6,
ili

sin 0 5 o
= 2T —.
R

(pQ(P) —Pl(P))W+ O(T) =210 "

Prijelazom na limes kada r — 0 dobivamo

20
P2 —pP1 = —-

R
To je specijalan sluc¢aj Young-Laplaceovog zakona. Uocimo da je 1/R zakrivljenost sfere
radijusa R. Kako je izraz na desnoj strani pozitivan vidimo da je tlak ps veci od tlaka py,
sto je u skladu s geometrijskom konfiguracijom.
Da bi se ovaj zakon generalizirao na proizvoljnu plohu razdvajanja izmedu dva fluida
porebno je upotrijebiti alat diferencijalne geometrije. Sam generalizacija je vrlo prirodna:
Za proizvoljnu plohu Young-Laplaceovog zakon glasi

p2—p1 =204, (1.23)

gdje je o povrsinska napetost, a H je srednja zakrivljenost plohe. Jednakost vrijedi u svakoj
tocki separacije dva fluida.

Ostaje nam jo$ objasniti pojam srednje zakrivljenosti plohe u nekoj tocki. Uzmimo da
se ploha § moze lokalno, u okolini tocke P, u nekom pravokutnom koordinatnom sustavu
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prikazati parametrizacijom (u,v) — r(u,v). Tako nesto je moguce za svaku glatku plohu,
te neka je P = r(ug,vo) za neki par (ug,vp). Uzimajuéi u (u,v) ravnini pravce oblika
(v — ) = a(u — ug), koji prolaze kroz (ug, vy), dobivamo krivulje na plohi S koje prolaze
kroz tocku P. Svaka takva krivulja v, ima svoju zakrivljenost k, i glavnu normalu n,, koje

su definirane kao
dt dt
na:pOc%a /{a:|%|7
gdje je t vektor jedini¢ne tangente na krivulju, parametriziran duljinom luka krivulje s (tzv.
prirodna parametrizacija krivulje). Glavna normala na krivulju n, ne mora nuzno lezati u
tangencijalnoj ravnini plohe na kojoj se krivulja nalazi (osim ako krivulja nije ravninska) pa
stoga ima komponentu u smjeru normale na plohu. Stoga definiramo normalnu zakrivljenost

krivulje v,

Pa = 1/'%047

dt
Ka,s = = 1N = KoNy - N1 = Kq COS g,

ds

gdje je ¢, kut izmedu normale na plohu S i glavne normale na krivulju n,. Recipro¢na
vrijednost normalne zakrivljenosti je radijus normalne zakrivljenosti.

Kada se promatra u tocki P zakrivljenost r, s kao funkciju smjera o onda se pokazu-
je da postoje dva smjera u kojima zakrivljenost postize minimalnu, odnosno maksimalnu
vrijednost. Pripadni smjerovi se nazivaju glavnim smjerovima, a pripadni radijusi zakriv-
ljenosti se oznacavaju obicno s R; i Ry i nazivaju glavnim radijusima zakrivljenosti plohe u
danoj tocki. Srednja zakrivljenost plohe se tada definira kao

111

H=-(—4+ _—
2(R1+R2

),

i Young-Laplaceov zakon se najces¢e zapisuje u obliku

1 1
—pr=0(=—+ —=). 1.24
b2 — D1 ( R, Rg) ( )
Napomena 8. Srednja zakrivljenost plohe je invarijanta plohe. Ona ne ovisi o nacinu
uvodenja lokalnog koordinatnog sustava kojim se parametrizira ploha. Nadalje, pokazuje
se da su glavni smjerovi medusobno okomiti v da je suma zakrivljenosti u proizvolyna dva
ortogonalan smjera jednaka sumi zakrivijenosti u glavnim smjerovima, tj. 2H .

Napomena 9. Kontaktna sila ima jedinicu sila/duljina, Sto je isto kao energija/povrsina.
Pokazuje se da plohi razdvajanja fluida mozZemo pridruziti energiju koja je proporcionalna
povrsini plohe, a o je konstantna proporcionalnosti. U ravnoteZi tada kontaktna ploha
zauzima poloZaj minimalne energije, a to je poloZaj minimalne povrsine. Kapljica vode u
zraku je stoga uwvijek sfericna (ako zanemarimo uthecaj sile teze). Young-Laplaceov zakon
se, jednako tako, moZze izvesti polazeci od principa minimizacije energije.

Neka se dva fluida razdvojena kontaktnom plohom nalaze u zatvorenoj posudi i neka
se kontaktna ploha proteze sve do stijenke posude. U svakoj tocki dodira dva fluida i
krute stijenke sve sile povrsinskih naprezanja moraju biti uravnotezene. Pri tome moramo
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Fluid 2

Slika 1.2: Kut vlazenja izmedu krute stijenke i fluida 1.

racunati sa silama povrsinskog naprezanja izmedu fluida 1 i 2, izmedu fluida 1 i krute
stijenke te izmedu fluida 2 i krute stijenke. Bitna velicina koja odreduje ravnoteznu kon-
figuraciju je kut vlaZenja (ili kut mocenja) 6. Radi se o kutu koji zatvara razdijelna ploha
fluida s krutom stijenkom, a mjeri se kroz fluid ve¢e gustoée mase (vidi Sliku 1.2).

Uzmimo primjer kontakta vode, zraka i krute stijenke. Oznacimo pripadne povrsinske
napetosti sa 0,,, 0.5 1 0,5 (v=voda, z=zrak, s=stijenka). Kut vlazenja 6 mjerimo kroz
vodu. U ravnotezi mora vrijediti:

Oyz COS 0= Ozs — Ouys,

pa vidimo da je kut vlazenja posve odreden povrsinskim napetostima. Ako je 6 < 7/2,
onda kazemo da fluid kroz koji mjerimo kut (voda u ovom primjeru) vlazi stijenku. U
suprotnom ju ne vlazi, veé je drugi fluid (plin) vlazeé¢i. (U sustavu plin-voda, voda je
redovito vlazedi fluid.)

Ravnotezna konfiguracija nije moguca ako je |o,s — 0,s|/0,, > 1. Takva je situacija
npr. u slucaju kontakta vode, nafte i zraka. Ovdje imamo tri fluida od kojih je voda
najve¢e gustoce, zatim nafta te onda zrak. Kapljice nafte se ne mogu formirati na vodi
zbog odnosa povrsinskih napetosti koji je takav da je |0,, —0yn|/0., > 1. U tom slucaju se
nafta prostire po povrsini vode sve dok ne stvori mikroskopski mali sloj nafte na povrsini
vode.

Stvaranje jasne plohe razgranicenja izmedu dva fluida ovisi o svojstvima tih fluida. Ge-
neralno govorimo o nemjedivim fluidima ako je povrsinska napetost medu njima dovoljno

Slika 1.3: Ravnoteza sila u tocki dodira triju faza.
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velika da formira jasnu granicu koja ih separira. U suprotnom govorimo o mjesivim fluidi-
ma. Voda i zrak, voda i nafta, nafta i plin su parovi nemjesivih fluida. S druge strane,
do formiranja plohe razdvajanja. Medu plinovima takoder ne dolazi do pojave povrsinske
napetosti ve¢ se oni mjesaju u svim omjerima.

Kada imamo par nemjesivih fluida, ond aje redovito jedan od njih vlaZeéi, a drugu
nevlazei. Vlazeéi je onaj fluid koji ima kut mocenja manji od 7/2 (mjeren kroz taj fluid).
Ta su svojstva vazna za ponasanje smjese fluida u poroznoj sredini. Konacno, skok tlaka pri
prijelazu kroz granicu dvaju nemjesivih fluida dan je Young-Laplaceovim zakonom (1.24)
u kome se razlika tlakova p, — p; naziva kapilarni tlak.

Zadatak 9. Otvorena tanka cjevéica dijametra a uronjena je u bazen vode gustoce p.
Voda se u cjevcici izdigla za visinu h i primijecuje se kut vlaZenja 6 < m/2 vode na stijenki
cjevéice. Izracunajte povrsinsku napetost vode. Rj. o = pgha/(4sin@).
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