Poglavlje 1
Uvod

U ovom uvodu donosimo neke elemente diferencijalnog racuna koje koristimo kasnije.
Veéinu ovdje iznesenog sadrzaja moze se naci u [3], a ostale korisne reference su [1] i [2].

1.1 Pojam derivacije

Ovdje ¢emo uvesti pojam derivacije funkcije u Sirem kontekstu koji ¢e nam omogucéiti
deriviranje vektorskih i matri¢nih funkcija. Pri tome ¢emo, radi jednostavnosti, promatrati
samo realne prostore.

Neka su X i Y normirani vektorski prostori te {2 C X otvoren skup. Za funkciju
f:Q C X — Y derivaciju u tocki definiramo na sljede¢i nacin:

Definicija 1. Za funkciju f: Q C X — Y kaZemo da je Gateaux derivabilna u tocki x € €2
ako postoji linearan i neprekidan funkcional iz X u Y, koji oznatavamo s D f(x), takav da je
za svako h € X vrijedi

lim (£ + th) — F(x)) = Df(x)[h], (1.1)

t—

pri &emu smo djelovanje linearnog operatora D f(x) na vektor h oznatili s Df(x)[h]. lzraz
D f(x)[h] nazivamo usmjerenom derivacijom funkcije f u to¢ki = (u smjeru vektora h).

Sama definicija zavrijeduje nekoliko napomena.

1) Prije svega, konvergencija u jednadzbi (1.1) je konvergencija u normi prostora Y.
Da bismo razlikovali norme u prostorima X i Y uvest ¢emo za njih oznake || - ||x i | - ||y-
Sada (1.1) znaci:

fim 711z + th) — f(2) ~ 1D (@)l =0,

za svako h € X.
2) Derivacija mora biti linearan operator, odnosno za svako a, § € R te h, k € X vrijedi

Df(z)lah+ k] = aDf(z)[h] + D f(x)[k].
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3) Neprekidnost linearnog operatora ekvivalentna je njegovoj ogranic¢enosti. To znaci
da postoji konstanta C' takva da je za svako h € X, || Df(z)[h]|ly < C|h||x. Minimalna se
takva konstanta oznacava s ||Df(x)|| i predstavlja (operatorsku) normu derivacije u tocki
x. Ako su X i Y konacénodimenzionalni prostori, onda je svaki linearni operator na njima
ujedno i ogranic¢en (neprekidan), pa uvjet neprekidnosti ne figurira u definiciji derivacije.
Ako je X beskona¢nodimenzionalan prostor, onda ogranicenost derivacije treba posebno
zahtijevati te je stoga i uvrstena u definiciju.

4) Gateaux-ova derivacija se ponekad naziva i slaba derivacija. Funkcija je Gateaux
derivabilna na €2 ako je Gateaux derivabilna u svakj tocki x € (2.

5) Uocimo da derivaciju u smjeru racunamo po formuli

d
e+ th)] _, = D ()],
Nadalje, biraju¢i za h vektore kanonske baze dobivamo parcijalne derivacije. Na primjer,
za X = R% u standardnim oznakama imamo

0f (x)

d
— (.ﬁU—f—t@i)‘t:O: al‘z .

dt

Zadatak 1. PokaZite da funkcija f: R? — R zadana formulom

2

_ Ty
f<$’y)_fb4+y2

ima usmjerenu derivaciju u tocki (0,0) u svakom smjeru h = (hy, hs) i ta je derivacija
zadana formulom:

h3
Dr©, 0] = me I F0
0 za hy = 0.

Ta funkcija ipak nije Gateaux derivabilna u (0,0). Zasto?

Zadatak 2. PokaZite da funkcija f: R? — R zadana formulom

I3y

f(%y):x(;—w

ima Gateauxovu derivaciju u tocki (0, 0) koja je jednaka nuli. Ta funkcija ipak nije nepre-
kidna u (0,0). Dokazite?

Gateauxova derivabilnost u tocki ne povlaé¢i neprekidnost u tocki, sto je korisno svojstvo
na koje smo navikli kod realnih funkcija realne varijable. Stoga moramo uvesti ja¢i pojam
derivabilnosti.

Brzina konvergencije u (1.1) moze ovisiti o vektoru h. Ukoliko u definiciji derivacije
zahtjevamo odredenu uniformnost obzirom na h dolazimo da jaceg pojma derivacije, tzv.
Fréchetove derivacije:
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Definicija 2. Za funkciju f: 2 C X — Y kaZemo da je Fréchet derivabilna u to¢ki =z € (2
ako postoji linearan i neprekidan operator iz X u Y, koji oznatavamo s D f(x), takav da vrijedi:

Ve > 0,35 > 0,Vh € X, [hllx < 3= | f(e+h) - f(x) - Df@)H]ly <elllx.  (12)
Za funkciju koja je Fréchet derivabilna u tocki kaZemo jednostavno da je derivabilna u tocki.

U ovoj definiciji h mora biti dovoljno mali da x+ h ostane u 2. Ova definicija predstav-
lja generalizaciju uobicajene derivacije realne funkcije realne varijable. Notaciju mozemo
pojednostaviti ako uo¢imo da (1.2) ustvari tvrdi da je
. |[f(@+h) = f(x) = Df(x)[A]lly

lim
h—0 1Al x

= 0.

Stoga ¢emo uvesti "malo-o oznaku”: Za funkciju F, definirani u okolini nule normiranog
prostora X (i s vrijednostima u normiranom prostoru Y) kazemo da je o(h) kada h — 0 i
pisemo F = o(h), ako vrijedi
IED)
=0 [|h]lx
Ocito je za funkciju derivabilnu u tocki z funkcija h — f(z+h)—f(z)—Df(x)[h] = o(h).
Stoga mozemo (1.2) ekvivalentno zapisati u obliku:

= 0.

f(x+h) = f(x) + Df(x)[h] + o(h).

Napomena. Iz definicije (Fréchetove) derivacije u tocki je vidljivo da je funkcija deri-
vabilna u tocki ujedno i neprekidna u tocki.

Napomena. Pored malo-o notacije korisna je i veliko-O notacija: Kazemo da je funk-
ciju F O(h) kada h — 0 i pisemo F = O(h), ako je izraz

I F () lly
172/l
ogranicen kada h tezi u nulu.

Zadatak 3. Dokazite da je derivacija u tocki jedinstvena, tj. da funkcija ne moZe imati
vise od jedne derivacije u tocki.

Uvedimo u d-dimenzionalni vektorski prostor X jednu ortonormiranu bazu koju ¢emo
oznacavati s {ey,...,es} i njoj pridruzeni koordinatni sustav (z1,...,x4). Tada uvodimo
pojam parcijalne derivacije funkcije f: 0 C X — Y na sljedeé¢i nacin: za x € €,

9f(x) _ o fxAfte) — f(x)
o, Df(x)le;] = lim n :

Uoc¢imo da je parcijalna derivacija vektor ukoliko funkcija f nije skalarna.
Ako je X = R, odnosno imamo funkciju realne varijable f (ali s vrijednostima opéenito
u nekom vektorskom prostoru Y'), onda je derivacije derivacija linearan operator s R u Y.
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Lako se vidi da su svi takvi linearni operatori A: R — X oblika Aa = aa, gdje jea € Y
fiksan vektor (dokazite!). To nam omogucava da derivaciju po jednoj varijabli tradicionalno
(u mehanici) oznacavamo s tockom, koristeci sljede¢i odnos:

Va € R, Df(t)[a] = af(t).

Ovdje je f(t) € Y vektor u Y koji reprezentira derivaciju (koja je linearan operator).

Neka je V konacnodimenzionalni realni vektorski prostor, odnosno V = R? za neki
d > 1. Prostor linearnih (i neprekidnih) operatora sa V u V' ¢emo oznacavati s L(V). U
paru baza svakom takvom operatoru odgovara kvadratna matrica.

Zadatak 4. Neka je ¢: V — R dano formulom ¢(v) = v - v. Pokazite da je Dp(v)h] =
2v - h.

Zadatak 5. Neka je ¢: L(V) — R dano formulom ¢(A) = tr(A). Izra¢unajte derivaciju.

Iz ovog primjera se lako vidi da za svaki linearan operator L: X — Y vrijedi DL(z)[h] =
L(h), odnosno, DL(x) = L. Derivacija linearnog opratora (funkcionala) u bilo kojoj tockiu
je sam taj operator (funkcional).

Zadatak 6. Neka je G: R — L(V) zadana derivabilna funkcija. PokaZite da je Gm(t) =
G(t)” = G7(t). Derivacije deriviranja i transponiranja komutiraju pa je zadnja oznaka
korektna.

Zadatak 7. Neka je G: L(V) — L(V) dano formulom G(A) = A?. Pokazite da je
DG(A)H| = AH + HA.

Zadatak 8. Neka je G: L(V) — L(V) dano formulom G(A) = A®. Pokazite da je
DG(A)[H] = A’H + AHA + HA?.

Ako su X i Y normirani vektorski prostori, onda je i linearan prostor £(X,Y") svih
linearnih operatora sa X u Y normiran na prirodan na¢in pomocu operatorske norme

[Ax]ly

xllx

|Allzx,y) = sup
xeX

Prema tome, ako postoji derivacija funkcije f: 2 C X — Y u svakoj tocki skupa  (ili
nekog njegovog otvorenog podskupa) onda mozemo promatrati preslikavanje x — D f(x)
koje ide iz 2 C X u normirani prostor £(X,Y"). To preslikavanje mozemo ponovo derivirati
i tako dolazimo do pojma druge derivacije, i iterativno, trece i visih derivacija. Druga
derivacija je linearan operator s X u L£(X,Y) pa moze biti predstavljen kao bilinearan
operator. Nadalje se ne¢emo sluziti visim derivacijama osim u nekim posebnim slucajevima.

Zadatak 9. PokazZite da su podskupovi simetricnih odnosno antisimetriénih operatora u
L(V), gdje je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, zatvoreni u normi prostora L(V').
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Napomena. Na konacnodimenzionalnom prostoru sve su morme ekvivalentne, pa je
stoga konvergencija matrica i vektora u svakoj normi jednaka konvergenciji "po komponen-
tama”.

U racunanju s determinantom matrice od velike je koristi karakteristi¢ni polinom ma-
trice. Radi jednostavnosti zapisa pogledajmo samo slucaj d = 3. Imamo:

det(A — wl) = —w® + i1 (A)w? — ix(A)w + i3(A),
pri ¢emu su koeficijenti polinoma tzv. glavne invarijante linearnog operatora:
i1(A) =tr(A), ix(A) = %[(trA)2 —tr(A?)], i3(A) = det(A).
Zadatak 10. Koristeci karakteristicni polinom pokazite da je skup reqularnih operatora u
L(V), gdje je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, otvoren u normi prostora L(V').

Zadatak 11. Koristeci karakteristicni polinom pokaZite da je derivacija preslikavanja A +—
det(A) na skupu regularnih operatora uw L(V') dana formulom:

D det(A)[H] = det(A)tr(A™H).

Kofaktor matrica. Za kvadratnu matricu A reda d kofaktor matricu definiramo na
sljedeci nacin: Cof(A) = (dy;), gdje je d;; = (—1)"* det(Aj;) i gdje je A} ; matrica reda
d — 1 koja se dobiva brisanjem i-tog retka i j-tog stupca matrice A. Za kofaktor matricu
vrijedi

Cof(A)"A = A Cof(A)” = det(A)L.

Ako je matrica A regularna, onda je
Cof(A) = det(A)A™T,
gdje je A= = (A71)7. Derivaciju determinante mozemo stoga izraziti kao
D det(A)[H] = tr(Cof(A)"H) = Cof(A) - H;

(vidi (1.3) za definiciju skalarnog produkta linearnih operatora).
Pretpostavimo da imamo dvije funkcije

[ X=Y g X—2Z

te da je definirana neprekidna bilinearna forman: Y x Z — W gdjesu X, Y i W normirani
vektorski prostori. Tada mozemo formirati funkciju h(x) = 7(f(z), g(z)) koja je definirana
u X iima vrijednosti u W.

Bilinearna forma 7: Y x Z — W je svako preslikavanje sa svojstvom da su za svako
fiksirano yg € Y i 29 € Z preslikavanja

y =y 20), w—m(yo,2)
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linearna. Neprekidnost znaci da postoji konstanta C', takva da je
VyeY,zeZ n(y,wllw < Clyllylzz-

Kao i kod linearnih operatora vidimo da je neprekidnost ustvari ogranicenost i u slucaju
kona¢nodimenzionalnih prostora ona je posljedica bilinearnosti.
Uz gornje oznake i pretpostavke imamo sljedeéi zakljucak:

Lema 1. Neka su funkcije f i g derivabilne u to¢ki x € X. Tada je i funkcija h derivabilna u
tocki x i vrijedi:

Dh(z)[u] = 7(Df(x)[ul, g(x)) + 7(f(x), Dg(x)[ul).
Zadatak 12. DokaZite Lemu 1.

Zadatak 13. Koristecu Lemu 1 dokaZite da je funkcija G: L(V) — L(V) definirana for-
mulom G(A) = A~ derivabilna na skupu regqularnih operatora te da vrijedi

DG(A)H] = —A—'HA .

Pogledajmo sada neke primjere razlicitih produkata. Imat ¢emo sljedece oznake: o, 3 €
R (skalari); u,v € V(R?) vektori; A, B € L(V) operatori (odn. matrice u nekoj bazi, R¥*.
Neki primjeri produkata su sljedeci:

(o, u) = m(a, A) = aA
7(u,v) =u-v, (skalarni produkt)
7(A,u) = Au, (primjena operatora na vektor)

A
AB

, (kompozicija operatora)

m(u

® v, (tenzorski produkt vektora)

(A, B)
V)
(A, B)

Tenzorski produkt vektora je linearan operator definiran formulom:

B, (skalarni produkt operatora).

VaeV, (u®v)a=(v-a)u.
Nadalje, lako se pokazuje da zadovoljava
(uev) =veu, eVv)(wRz) =V -w)(u®z), trluv)=u-v.

Ako je e; ortonormirana baza u V = R? i A € L(V) operator, onda definiramo A, ; =
e; - Ae; i imamo prikaz

d
A= Z Ai’jei X €;.

3,j=1

Pored toga (u®v);; =wv;itrlu®@v) =u-v.
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Zadatak 14.
Au®v)=(Au)®v), (U®Vv)A=u® (A™v).

Skalarni produkt dva linearna operatora A, B € £(V') definiramo sljede¢om formulom:
A -B =tr(A"B). (1.3)

Zadatak 15. Dokazite da skalarni produkt linearnih operatora (1.3) ima sva svojstva ska-
larnog produkta te da u ortonormiranoj (kanonskoj) bazi ima sljedeéi zapis po komponen-
tama:

d

ij=1

Zadatak 16. DokaZite da su simetricni v antisimetricni operatort medusobno ortogonalni u
gornjem skalarnom produktu. Nadalje, svaki operator koji je ortogonalan na sve simetricne
operatore nuzno je antisimetrican. Vriyjedi i suprotna turdnja: operator ortogonalan na sve
antisimetricne operatore nuzno je simetrican.

Za d = 3 imamo jos i vektorski produkt vektora u x v, definiran na uobic¢ajeni nacin.
Taj je produkt vezan uz antisimetricne matrice na sljedec¢i nacin: Svaka se antisimetri¢na
matrica W € L(R?) = R3>*3 moze na jedinstven nacin prikazati pomoc¢u nekog vektora
w € R3 formulom

VueR?, Wu=wxu

Matrica operatora W ima oblik

0 —W3 Wao
W = W3 0 —Wq
— W2 w1 0

Zadatak 17. Neka su ¢, u, v te A i B glatke funkcije s R u skalare, vektore i linearne
operatore, respektivno. Tada vrijedi:

d . .
E(ﬂm) = ¢u+ ¢gu

i(u v)=u-v+u-v
dt B
%(AB):AB+AB

%(A-B):A-B+A-B

%(Au) = Au+ Au
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Teorem 1. Neka su X, Y i Z linearni normirani prostori i {2 C X, €2y C Y otvoreni skupovi.
Zadana su preslikavanja f: Q C X - Y ig: Q CY — Z, pri &emu je slika of f sadrzana u
domeni of g, tako da je kompozicija h = g o f dobro definirana. Ako je f derivabilnou z, a g
derivabilno u y = f(x), onda je h derivabilno u x i vrijedi:

Dh(x) = Dy(y) o Df (x). (1.4
Formulu (1.4) mozemo zapisati u obliku

Dh(z)[u] = Dg(f(z))[Df(z)[u]].
Na primjer, ako je f realna funkcija, onda imamo

d

Z9(f(8) = Dg(F(1)[/ ()]

Zadatak 18. Neka je t — A(t) glatka realna funkcija s vrijednostima v L(V'). Tada je

d 14
7 det(A) = det(A) (A" A).

1.2 Gradijent, divergencija, rotacija

Neka je ¢ skalarna funkcija, derivabilna u tocki x € V', kona¢nodimenzionalnog nor-
miranog prostora V. Tada je njena derivacija D¢(x) linearan funkcional na V' i prema
Rieszovom teoremu o reprezentaciji linearnog funkcionala postoji jedinstveni vektor iz V'
koji dozvoljava da se taj funkcional prikaze kao skalarni umnozak s tim vektorom. Taj
¢emo vektor oznacavati s Vo(x) i zvati gradijenom funkcije ¢ u tocki x. Drugim rijecima,
gradijent je definiran relacijom:

Vh eV, D¢(x)h] =Ve(x)-h
ili
VheV, ¢(x+h)=¢x)+Vo(x)-h+o(h).
Posve se analogno definira gradijent vektorske funkcije u: X — Y, relacijom
Vh € X, Du(x)[h] = Vu(x)h,

s time da je sada gradijent naprosto sinonim za derivaciju. Nas ¢e posebno zanimati
funkcije u: Q@ CV — V za koje je Vu € L(V). Tada definiramo divergenciju kao skalarni
polje

div(u) = tr(Vu). (1.5)
Ta je definicija neovisna o koordinatnim sustavima jer je trag invarijanta linearnog opera-
tora. Zbog invarijantnosti oparatora traga u svakoj ortonormiranoj bazi {e;} imamo

div(u Z Du(x Z aquz

M. Jurak, Radna verzija 8 1. prosinca 2008.



dif-op 9

Zadatak 19. Zadano je "tenzorskog polja” A: Q CV — L(V). Pokazite da vrijedi:
Va,beV, (DA(x)[b])[a] = D(A(x)a)[b],
vaeV, (DA(x)[a])” = D(A(x)")[a]
Divergenciju glatkog tenzorskog polja A: Q C V — L(V') definiramo na sljedeéi naéin:
VaeV, div(A)-a=div(ATa). (1.6)
Uocite da (1.6) definira jedinstveni vektor div(A).

Zadatak 20. Za tenzorsko polje A: Q CV — L(V) mozZemo divergenciju definirati kao
trag derivacije, na sljedeci nacin:

d

div(A(x)) = ) (DA(x)[ei])[e] (1.7)

=1

gdje je {e;} proizvoljna ortonormirana baza. PokaZite da su definicije (1.6) i (1.7) medusobno
ekvivalentne.

Za skalarnu funkciju definiramo Laplaceov operator:
Ag = div(Vo).

Posve ista definicija Au = div(Vu) koristi se i za vektorsku funkciju i tada daje vektor.
Skalarna i vektorska polja koja zadovoljavaju Au = 0 nazivaju se harmonijskim.

Zadatak 21. Neka su ¢, u, v i A respektivno glatka skalarna, vektorska i tenzorska polja.
Dokazite da vrijedi:

V(pu) = pVu+u® Vo (1.8)
div(¢u) = ¢div(u) + u- Vo (1.9)
V(u-v)=(Vu)v+(Vv)u (1.10)
diviu® v) = udiv(v) + (Vu)v (1.11)
div(A"v) = A - Vv +v-div(A) (1.12)
div(¢pA) = ¢ div(A) + AVe. (1.13)

Zadatak 22. Dokazite div((Vu)") = V(divu).
Rotacija vektorskog polja u se definira relacijom:
VaeR? (Vu-—Vu )a=rot(u) x a.
To je dakle aksijalni vektor za tenzor Vu — Vu’.

Zadatak 23. Ako je u glatko vektorsko polje koje zadovoljava divu =0 i rotu = 0, onda
je Au = 0.

Zadatak 24. Nadite koordinatni prikaz svih operatora u kanonskoj bazi u R? (d = 3 za
rotaciju,).
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1.3 Teorem o divergenciji

Teorem o divergenciji vrijedi za ogranicena glatka podrucja. Glatkocu, pri tome ne¢emo
precizirati buduéi da su ti zahtjevi dosta tehnicki. Recimo samo da granica podruc¢ja mora
biri orijentabilna, tj. na njoj se na jedinstven na¢in moze definirati polje jedini¢ne vanjske
normale i lokalno se mora moci dati prikazana kao graf dovoljno glatke funkcije, nakon
eventualno krutog pomaka grafa. Takvo ¢emo podrucje €2 zvati regularnom domenom.

Teorem 2. Neka je Q C R? regularna ogranitena domena i ¢: Q — R glatka funkcija. Tada

vrijedi:
/ ¢ndS—/V¢dx,
o0 Q

gdje je n polje jedini¢ne vanjske normale na 0f2.

Zadatak 25. Dokazite sljedeca dva teorema o divergenciji za glatko vektorsko polje u i

glatko tenzorsko polje A:
/ u-ndS = / divudx,
o0

Q
/ AndS:/divAdx,
o0 Q

Zadatak 26. DokazZite sljedeca dva teorema o divergenciji za glatko vektorska polja u,v 1

glatko tenzorsko polje A:
/ u®ndS:/Vudx,
o0 Q

An ®udS = /[(div A)®@u+ AVu']dx,

o0 Q

/ u~AndS:/[u'divA—|—A'Vu]dX,
o0 Q

/mv(u ‘n)dS — /Q[v divu + (Vv)u] dx.

Zadatak 27. Dokazite teorem o lokalizaciji: Ako je ¢ neprekidno skalarno polje na domeni
Qixzy €, onda je

1
6(0) = lim ———— / bx,
70 | K (%0, 7)| J K (x0.)

gdje je K(xo,r) kugla oko x¢ radijusa r, a |K(Xq,r)| njen volumen. PokaZite zatim da za
glatko vektorska polja u @ glatko tenzorsko polje A imamo:
1
divu(xg) = lim ———
r=0 |K<X07 7")’ 0K (xo,r)
1
div A(xg) = lim ———— Ands.
=0 | K (x0,7)| Jok (xor)

Koja mehanicka interpretacija divergencije slijedi iz tih formula?

u-nds,
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1.4 Ortogonalni krivolinijski koordinatni sustavi

Neka je u trodimenzionalni normiran vektorski prostor V' uvedena ortonormirana baza
(e1,€,€3) i pripadni (pravokutni) koordinatni sustav (z1, x2, z3). Tada svaku tocku x € V
mozemo identificirati s trojkom koordinata (x1, x5, x3) koje joj pripadaju.

Neka su ; € R? i Q C V otvoreni skupovi i neka je %: Q; — Q glatka bijekcija sa
svojstvom da je x~! = @ takoder glatka funkcija (difeomorfizam). Neka preslikavanje &
ima koordinatni zapis

v = 1(q1, 2, 43), T2 = Ta(q1, G2, q3), T3 = T3(q1, G2, @3), (1.14)

gdje je s (q1, g2, g3) oznacena tocka iz skupa €2;. Pomocu gornje formule svakoj tocki x € €
mozemo na jedinstven naé¢in pridruziti trojku koordinata (g1, g2, g3). Stoga kazemo da je
pomocu formula (1.14) u skup €2 uveden krivolinijski ili generalizirani koordinatni sustav,
a koordinate q, ¢2 i g3 nazivamo krivolinijskim ili generaliziranim koordinatama.

Svaka funkcija ¢ definirana na skupu €2 C V moze se promatrati kao funkcija tri vari-
jable tako da se stavi da je ¢(x1, 29, x3) = ¢(x) gdje su (x1, z9, x3) Kartezijeve koordinate
tocke x. Koristeéi formule (1.14) mozemo ¢ promatrati kao funkciju generaliziranih koor-
dinata uzimajuéi da je

¢(C]1,Q2,Q3) = ¢(3A31((117Q2>C]3)>33“2(Q17CJ2:C]3)>§U3((11, Q2,CI3)) = ¢ Of{(%,(h,%);

odnosno ¢ = ¢ o X.
Neka je xo € € neka tocka i neka su (¢?, ¢9, ¢9) njene generalizirane koordinate. Presli-
kavanje (1.14),

X(q1,q2,q3) = Z1(q1, @2, q3)ex + Z2(qu1, @2, g3) €2 + T3(q1, @2, G3)€s.

(ovdje zapisano vektorski) definira tri koordinatne linije kroje prolaze kroz tocku x i dane
su parametrizacijama:

o - x(01,6,49), @ x(¢),¢.6), o %(d), 4. q), (1.15)

gdje se ¢;, (1 = 1,2,3), kre¢e u nekom intervalu oko ¢?.

U slucaju da je x;(q1,q2,93) = ¢; za i = 1,2, 3 krivolinijski sustav je ponovo Kartezi-
jev i koordinatne linije kroz tocku x, su pravci paralelni s koordinatnim osima xq, zs i
x3. U opcenitom sluc¢aju koordinatne linije nisu pravci i zato govorimo o krivolinijskim
koordinatama.

Tangencijalni vektori u tocki xg na krivulje (1.15) dani su formulama

r; = g—;(xg), ro = g—q}z(xo), rz = g—;(xo).

M. Jurak, Radna verzija 11 1. prosinca 2008.
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Ova tri vektora ¢ine bazu u pripadnom vektorskom prostoru buduéi da je

0Ty 0r1 01
dq1  O0q2  Ogs
a([El,CL’Q,ZL‘g) ~ (99?;2 ai'g 8:?:2
- |re, 3] = ———= = det(Dx(q1, ¢a, = 0 1.16
1 [ 2 3] 6(q1,qz,q3) ( (Q1 q2 Q3)) 8¢, Oqa O - ( )
03 0x3 03
01 Oqz  Ogs

zbog difeomorfnosti funkcije x. Prema tome, uvodenjem krivolinijskih koordinata u skup
Q u svakoj tocki x € ) dobivamo bazu vektorskog prostora. Jedini¢ne vektore te baze

oznacavamo S
1 1 1

0o_ ~, 0o_ ~, 0o_ ~,
q]_ hl 1 q2 h2 2 q3 ]'L3 3
gdje su

hi=|ril, ho=|rz|, hs=|rs|,

tzv. Laméovi parametri. Vazno je uociti da su vektori g funkcije koordinata (g1, g2, ¢3) i da
se opc¢enito mijenjaju od tocke do tocke.

Kazemo da je koordinatni sustav u skupu €2 ortogonalan ako su vektori q?, i = 1,2,3
medusobno ortogonalni u svakoj tocki skupa €2. U tom slucaju je matrica operatora T' koji
preslikava bazu (e;) u bazu (gj) ortogonalna. Buduéi da je T'e; = ¢¥ za i = 1,2,3 imamo
da je matrica tog operatora u bazi (e;):

102, 102, 1 0%
hi0qi ha dqa  h3 Jgs
1 029 102y 1 01,

T = — — — . 1.17
hy aﬂh Do 8q2 hs a% ( )

i@fg iafg i@:ﬁg
hi Oq1  he Oqa  hs Ogs

Zbog ortogonalnosti matrica (1.17) “moze se ¢itati” i po stupcima i po recima: tako je npr.
0z; 1 0z 0

) 1.18

9 hZaq] ZMQ% (L18)

Radi lakseg paméenja zapisat ¢emo (1.17) u slijede¢em obliku:

| 4 a3 a3

10y 10z, 101

7 dq1 hydgy  hy gy

1 0ty 1 0%y 1 0iy (1.19)
7 dq1 hadgy  hy gy

103 10x3 1013

h_1 oq h_2 g2 h_3 g3

€1

€2

€3

M. Jurak, Radna verzija 12 1. prosinca 2008.



dif-op 13

Zadatak 28. U ortogonalnom koordinatnom sustavu je | det(Vz)| = hihahs.

Uoc¢imo sada da definiciju baznih vektora mozemo zapisati u sljede¢em kompaktnom
obliku: za ¢ = 1,2, 3 vrijedi:
(Dx)e; = hiqy. (1.20)

Koristedi teorem o inverznoj funkciji koji kaze da je (Dx(q))™! = Dq(x) za x = x(q),
dobivamo:
e; = h;Dq(x)q. (1.21)

Odatle pak slijedi:

(Dax)er =" aflal - (Dax))e) = Y af(Da(x)a -e)

3
1 1
— 0 _ 0
= qu (h_jej -€j) =qj e
7j=1

(2

Time smo dobili: 1
(Dq)"e; = Eq?. (1.22)
Sada mozemo izracunati gradijent skalarne funkcije u krivolinijskim koordinatama. Ne-
ka nam je zadana funkcija ¢: {2 — R te oznac¢imo ¢ = ¢ o x U primjenama krivolinijskih
koordinata mi redovito znamo funkciju ¢ i htjeli bismo gradijent funkcije ¢ izraziti preko
parcijalnih derivacija funkcije ¢ i krivolinijskih baznih vektora qf. Za x = x(q) imamo:

Do(x)[h] = D(¢ o §(x))[h] = D(¢(a))[Da(x))[h]]

odnosno
Vo (x) - h = Vad(q) - (Vxa(x)h = (Vxa(x)) Ved(q) - h.

Time smo dobili Vé(x) = (V,a(x))"Vqé(q). Raspisimo sada V4é(q) kao

Vad(a) =) oola),,

= Ou
i iskoristimo (1.22) da bismo dobili za x = x(q):
= 1 99(q)
Vo) =3 5 A (1.23)

Zadana je vektorska funkcija v(x). Imamo v(x) = v o q(x) i stoga za x = X(q),
Vv(x) = (Vv(a))(Vxa(x))

M. Jurak, Radna verzija 13 1. prosinca 2008.



dif-op 14

Uzmimo v u obliku

=1
Tada je prema formuli (1.8)
3 3
Vav(@) =Y ui(@)Vean + Y af ® Vqui(q)
k=1 i=1
3 3 2
dvi(q
= ka(q)vq g‘f‘zz a( ) ?@eJ
i=1 i=1 j=1 /
stoga koristenjem (1.22) slijedi
- " - dvi(a)
Vv(x) = Y on(@)(Vaa) (Vxa(x) + > ) an P ® (Vxd(x))7e;
k=1 i=1 j=1 J
3 3.3 v:(q)
= 3 o) (Vaa) (Vaa(x) + 303 - T B g g
k=1 i=1 j=1 J q]
Raspisujemo koriste¢i (1.21),
3
(Vaad) (Vxa(x)) = Y [(Vaad) (Vxa(x))a - al(af ® of)
ij=1
1
= > —(Vadi)e; - a7)(a @ af)
ij=1""7
3 3
1 0q 1,
= g[—q“‘ Al eq)=> Tala @ ap),
ij=1 7 J Q=1 "7
gdje smo uveli Christoffelove simbole:
. 8(10
i, =qf —% 1.24
ik = Qi aqj ( )
Sada je
SRl dvi(q)
Vv(x) =) > > Tiu(q) + aij (a4 ®qp). (1.25)

ij=1"J k=1
Uocimo da Christoffelovi simboli ¢ine koeficijente u rastavu derivacija vektora baze:

3

oq? ;
a_qlf => Tiqf (1.26)
J

=1
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Zadatak 29. Pokazite sljedeca svojstva Christoffelovih simbola:
1. T%, = =T% zak#iiza sve j;
2. 1%, =0 za sve i, j;
3. Za sve 1 # j vrijedi

O 1 (9h,-;
¥ h; g,
4. Za svei,j, k za koje i & {j,k} vrijedi
hkF k‘ — h ij,

d. F;k =0 ako su 1, j © k medusobno razliciti.

Zadatak 30. Na osnovu prethodnog zadatka pokaZite da su matrice T = (F;k) dane
sljedecim izrazima:

1 0oh 1 oh 1 oh 1 oh
1 - 851 P ons 2 _1}1_282_(121 ! 1 %h 3 e o 1Oah X
_ _ | L10hg 1 Ohy — Ohy
F=10 o 1Oah SRR Y T "%, | b= 1 %h 1h3<92q3 !
_ 1 0hg _ 1 0hg 1 0hg Ohg
0 0 h1 0q1 0 0 ha Oq2 h1 0q1 ha Ogs 0
Uputa: Tocku 1 iz proslog zadatka treba iskoristiti za k = j, Sto daje dijagonalne c¢lanove:
; ; 1 Oh;
== o
Izracunajmo divergenciju Vektorskog polja. Iz formule (1.25) slijedi
3
1 8vi(q)
tr(Vv) = 2:: i Z I (g e
3
-3 (S
1 i %= e 04k 4i
| ki
3 3 3
1 1 oh; 1 0vi(q)
= — — — 1.27
“— hy, (Z; h; an)Uk<q> - 2 hi  9Oq; (1.27)
= ik 1=
Za prvi ¢lan na desnoj strani imamo:
DE
hy = h; 5%
z;k
1 ah 1 ah 1 <~ 10k
hl Z h; 8q1 hz Z h; 8q2 h3(; h_z‘aQ3>v3<q>
1;1 1‘72 i#3
1 Ohs n 1 Ohs 1 0hy 1 Ohs 1 0hy 1 Ohy

=—(—+— +———+—— +— (= +—=
hy (hz 8611 s ac]1 )U1<q) ho (h1 5’(12 hs 8q2 )U2(q) hs " hy 3Q3 ha 3% U3(q)
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Odavdje je,
3 3
1 1 Oh;
hubahs 3 (O 3 g (@)
i#k
Ohs Ohs ohy Ohs ohy Ohs
= (h +h + (h +h + (hg— 4+ h1——)v:
(et + ha g )on(a) + (gt + b G + (g + i 52 (a)
_ O(hahs) d(h1h3) (h1hs)
B a‘h Ul(q) * aQQ UQ(q * 8(13 vg(q).
Drugi ¢lan u izrazu (1.27) daje
Z 1 0vi(q) _ 109u(q) , 1 0v(q) 1 duvs(q)
h; aQZ hi Oq hy  0qo hs 0Ogs
1 ovi(q) dvs(q) 303((1))
= hah + hihs + hihyg———=
hihahs ( 2 oq 0q2 . 0q3
1 0 0 0
= hahsv + —(hyhsv + —(h1hov
i (b (@) + 5 (b)) + 5 (han(@)
~ e (@ g iah) + wa(@) ) + wa(a) (ki)
hyhaohs 1q6’q1 23 2q8q2 113 3q8q3 112
Zbrajanjem dobivenih izraza izlazi:
1 0 0 0
divv = — hohsv hihsvy) + — (hihov . 1.28
e (aqf shn) + o (hnlsts) + ol 3>) (1.28)

Zadatak 31. Pokazite da za laplasijan skalarne funkcije vrijedi:

1 0 ,hohs 0¢ 0 ,hihs 0¢ 0 ,hihs 0¢
B0 ’ |
1

— )+ — )+ = — 1.29
hihohs hy a(h a612 Do a(h aQ3 hs 393 ( )

Ag=

Zadatak 32. Ispitajte cilindrican koordinatni sustav i izracunajte osnovne diferencijalne
operatore u cilindricnom sustavu.

Rjesenje. Neka je u prostoru E postavljen Kartezijev koordinatni sustav (O; e, €3, €3).
Tada su svakoj tocki prostora pridruzene koordinate (x1, z9, x3) i baza pridruzenog vektor-
skog prostora (e, €3, e3). S druge strane svakoj tocki prostora mozemo pridruziti uredenu
trojku brojevaq = (r, p, 2), r € [0,00), ¢ € [0,27), z € R, prema slici. Veza s Kartezijevim
koordinatama tocke je

Ty =T1Ccosy, Ty=rsing, x3==z. (1.30)

Inverzno preslikavanje je dano s r = \/x? + 23, 2 = 13, a kut ¢ je jednoznaéno odreden
formulama
X1 . T
sinp =

2 2’ 2 2°
]+ 735 VT + T35

M. Jurak, Radna verzija 16 1. prosinca 2008.
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Odavde vidimo da se cilindri¢ni koordinatni sustav ne moze uvesti u cijeli prostor buduéi da
preslikavanje (1.30) nije injektivno pri 7 = 0. Stoga za skup € treba uzeti R*\{(0, 0, z3): x3 €
R}, aza Q skup! (0,00) X [0,27) X R. S prakticnog stajalista ovaj nedostatak cilindri¢nog
sustava ne pravi poteskoc¢e buduéi da su tocke na x3-osi posve odredene z-koordinatom:;
koordinata ¢ za te tocke ostaje nedefinirana.

Neka je xo tocka prostora s koordinatama (79, g, 20), koja se ne nalazi na x3-osi tj.
z-osi. Kroz nju prolaze tri koordinatne linije odredene preslikavanjima:

T (7, 900720)7 2t (TOa%ZO)a Z = (7“07800,2)-

Jedini¢ne tangencijalne vektore na koordinatne linije u tocki x; oznac¢imo respektivno s ry,
@, 1 k. Lako je vidjeti da su r-koordinatna linija i z-koordinatna linija pravci, a da je -
linija kruznica. Kako je z-koordinatna linija pravac paralelan x3-osi to je njen tangencijalni
vektor k = e3. Nadalje, ¢-linija ima parametrizaciju:

X(p) = 1o cos ey + rosinpes + zpes.

Deriviranjem po kutu ¢ dobivamo
dx (
de

Analogno se dobiva

©) = —Trosinpe; +rocospes = @, = —sinpe; + cos pes.

Iy = oS pe; + sin ey,
a Laméovi parametri su
hlzhrzl, ]’LQZhw:T, hgzhzzl

S lakoc¢om se vidi da je baza (rg, ¢, k) ortogonormirana u svakoj tocki prostora (osim,
naravno na z-osi, gdje nije definirana).
Christoffelovi simboli su dani sljede¢im izrazima:

0 0 0 000 000
=10 -1 0|, I'=1{10 0|, I*=1{0 0 0
0 0 0 000 000

Gradijent skalarne funkcije:
—g + —k. (1.31)

Matrica gradijenta vektorske funkcije zapisan u bazi (rg, ¢y, k):

Qup 10v _ 1, ~ Our

687“ r ggo PP 882

— | e 10V 1 e
Vv = or 1 Op + rOr | - (132)

vz 1 0v, (o7

or r Op 0z

LOvako definiran skup €2; nije otvoren, no to ne pravi poteskoce.
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Posebno slijedi:

000 0 -+ 0 000
Vrg= 1|0 £ 0|, Vgo=1]0 0 0|, Vk=1{0 0 0 (1.33)
000 0 0 0 000
Divergencija vektorske funkcije :
10 10v ov
divv = ——(rv,) + - =2 - 1.34
v rar(rv)+r8g0+8z (1.34)
Laplace skalarne funkcije:
10, 0¢ 1 0% 0%
A= — ()Y 4+ — =~ 4 2 7 1.35
¢ r@r(rar) r20p? = 022 (1.35)
Divergenciju tenzorskog polja mozemo izracunati iz formula
divT - g = diV(TTI'()) - T- VI‘O
divT - Yo = le(TTQD()) —T- VQOQ
divT - k = div(T"k)
Pri tome uzimamo da T ima u bazi (ro, ¢,, k) matricu:
Trr T’rcp T'rz
T= T, Ty Top.
Tzr Tz(,p Tzz
Vektor komponenti od div'T u bazi (rg, ¢, k):
9 T T2
LE(T) 4 1 e AT
divT = [L2(rT,,) + a:(pa;’: =22 + 17, (1.36)
LEOT,) + 1 S

Budu¢i da imamo ortonormiranu bazu trag matrice u njoj racunamo kao sumu elemenata
na dijagonali pa Laplace vektorske funkcije ra¢unamo po formuli: Au = div(Vu); vektor
komponenti u bazi (rg, @, k):

19 (,.0v, 1 0%, | v _ 20vp _ w,
r or (7“ or ) + 2 52<P2 + 8222 r2 dp 72
o 10 ov 1 0%v 0%v 2 v, v
Av= 1S + a5t + 5 + 25 —# |- (1.37)
10 (.00 1 6%, | 0%,
r Or (7’ or + r2 9?2 + 022

Zadatak 33. Ispitajte sferni koordinatni sustav i izracunajte osnovne diferencijalne ope-
ratore u sfernom sustavu.
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Rjesenje. Neka je u prostoru E postavljen Kartezijev koordinatni sustav (O; e, e, €3).
Tada su svakoj tocki prostora pridruzene koordinate (xi, s, x3) i baza pridruzenog vek-
torskog prostora (ej, es, ez). Svakoj tocki prostora, koja se ne nalazi na x3-osi mozemo
pridruziti uredenu trojku brojeva (1,0, ¢), r € [0,00), 8 € [0, 7], ¢ € [0,27), kao na slici.
Tada je veza s Kartezijevim koordinatama tocke:

r1 =rsinfcosy, x9=rsinfsiny, x3=rcosb. (1.38)

Lako se provjerava da je preslikavanje (1.38) injektivno, odnosno da je svaka tocka
prostora E koja ne lezi na x3-osi jedinstveno odredena koordinatama (r, 6, ). Formule
kojima se (7,0, ¢) odreduju iz (xy, o, x3) su

L3 ! . )
r=n/r?+a3+13 cosf==", cosp=——, sinp=——.
r rsin 6 rsin 6

Prva jednakost jedinstveno odreduje r, pa je onda drugom jedinstveno odreden kut 6 €
[0, 7]; kut ¢ je odreden s posljednje dvije jednakosti.

Tocke koje se nalaze na x3-osi posve su odredene r-koordinatom i kutem 6. Koordinata
¢ za te tocke ostaje nedefinirana; u ishodistu koordinatnog sustava nije definirana niti
koordinata 6.

Dakle, vidimo da sferni koordinatni sustav ne mozemo uvesti u cijeli prostor ve¢ samo
u skup 2 = R3\{(0,0,23): x5 € R}. Za skup? € treba uzeti (0,00) x (0,7) x [0,27). S
prakti¢nog stajalista ovaj nedostatak sfernog sustava ne pravi poteskoce.

Neka je x¢ proizvoljna tocka prostora s koordinatama (7o, 6y, @o), koja se ne nalazi na
x3-osi. Kroz nju prolaze tri koordinatne linije odredene preslikavanjima:

re (Tv 907@0)? 0 = (7’0,9, @0)7 2 (710790790)'

Jedini¢ne tangencijalne vektore na koordinatne linije u tocki xq oznac¢imo respektivno s ry,
0y i ¢,. Lako je vidjeti da je r-koordinatna linija pravac, a da su f-koordinatna linija i
e-linija kruznice (vidi sliku).

Za -liniju imamo parametrizaciju

X(p) = rosin by cos pey + 1o sin Oy sin peq + ro cos Hpes;

deriviranjem po kutu ¢ dobivamo

dx . . . _
@(90) = ro(—sinfysin pe; +sinfycospes) = @, = —sinpe; + cos pes.

Analogno se dobiva
0y = cos 0 cos pey + cos b sin pey — sin feg, (1.39)

ro = sin # cos peq + sin @ sin peq + cos fes. (1.40)

20vako definiran skup Q; nije otvoren, no to ne pravi poteskoce.
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Odavde je lako vidjeti da su Laméovi parametri
hy =h.=1, hy=hg=r, hs=h,=rsinb, (1.41)

da je baza (ro, 8y, ¢,) ortonormirana u svakoj tocki prostora u kojoj je definirana.
Gradijent skalarne funkcije:

¢ 109 1 8¢
\V. B S e - 7 1.42
#(x) aor 0+7‘89 0+rsm98g0(p0 (1.42)
Matrica gradijent vektorske funkcije zapisana u bazi (rg, 8¢, ¢,):
ovy, 10v. _ 1 1 Ov. _ 1
or r 00 r 0 rsinf Op r Vo
voo & 1k LT, | (19
657;_7? %61)_; rs1n9%U: + UT+ Ctggq}g
Divergencija vektorske funkcije:
10 1 Ovg 1 ov 1 1
divv = rUp) + —— — . + = ctg O vg. 1.44
v r(%“( ) 90  rsind 8<p+rv +ng v (1.44)
Laplace skalarne funkcije:
500 1 0%¢ 1 0% 0p
A + = + 4= = Ct 0 —. 1.45
o= G (97“( 87") r2002  r2sin?6 0p? 12 &% 50 (1.45)
Neka T ima u bazi (r, 89, ¢,) matricu:
Trr TT‘0 Trap
T= [Tp Toe Tp,
Tw Tso9 Tw
Vektor komponenti od divT u bazi (rg, 89, ¢,):
T,
LT R T‘SllngT i + LT, + ctg 0 T — Top — Tip)
divT= | 12(rTp,) + 2 jT“ + rsia 9 + 1+ (Tor + Trg) + 7 ctg 0 (Tog — Tpy) (1.46)
%%<TT‘P7’) + 71‘ 80 + 'rsianaggo + r(TSOT’ + TT‘P) + %Ctge (Tcpﬁ + T@s&)
Vektor komponenti od Au = div(Vu) u bazi (rg, 0y, ¢,):
L?g( ) + 7%2 5:92 + r231n20%2g;T - r%aa%og - 7‘2521n€%_1z‘:_ + 2 Ctge% - % _ %ctg&vg
Av= LQ ( . 9) r12 %91)29 + r2 s11n20(?9<:0 + 7‘22 %ig + Ctg@% o 7’22(:;1%100 6;: T2 siln29ve
198 28_) 1 92 v(p 1 8%v, + 2 Our + 2ctg9 Aug ctg@@v_(,; o 1 v
r2 or or r2 002 7“2 sin? 0 02 r2sinf Op r2sinf Op 72 r2sin? § P
(1.47)

M. Jurak, Radna verzija 20 1. prosinca 2008.



dif-op 21

Bibliografija
[1] Ibrahim Aganovi¢. Uvod u rubne zadaée mehanike kontinuuma. Element, Zagreb, 2003.

[2] Philippe G. Ciarlet. Mathematical Elasticity, Volume I: Three-Dimensional Elasticity.
North-Holland, 1988.

[3] Morton E. Gurtin. An Introduction to Continuum Mechanics. Academic Press, 1981.

M. Jurak, Radna verzija 21 1. prosinca 2008.



