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Uvod

Kako bismo razumjeli strukturu operatora i prostora nad kojima oni djeluju cesto
je korisno promatrati moguénost aproksimacije tih operatora s operatorima jednos-
tavnijeg oblika, kao sto su to npr. operatori konacnog ranga. Pri radu s C*-algebrom
A, za osnovne gradevne blokove prirodno je uzeti operatore obostranog mnozenja
M,y : x — axb (umjesto operatora ranga jedan), gdje su a i b elementi iz mul-
tiplikatorske algebre M(A) od A, dok ulogu operatora kona¢nog ranga preuzimaju
tzv. elementarni operatori, koji su po definiciji kona¢ne sume operatora obostra-
nog mnozenja. Primijetimo da su elementarni operatori na A ogranic¢eni, modularni
nad centrom od M(A) i da cuvaju ideale od A (pod idealom u C*-algebri smatramo
obostrani i zatvoreni ideal). Stovise, nije tesko vidjeti da je svaki elementarni op-
erator T' = Zle M,, », potpuno ogranicen, pri cemu za njegovu cb-normu vrijedi
ocjena
3 3
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Ako s E(A) oznacimo skup svih elementarnih operatora na A i ako algebarski
tenzorski produkt M(A) ® M(A) opskrbimo s Haagerupovom normom
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kontraktivno s obzirom na cb-normu na E(A). Dakle, ako s M (A) ®, M(A) i ICB(A)
redom oznac¢imo pripadni upotpunjeni Haagerupov tenzorski produkt i skup svih
potpuno ogranic¢enih operatora na A koji cuvaju ideale od A, tada dolazimo do tzv.
kanonske kontrakcije © 4 : M(A) ®, M(A) — ICB(A).

Osnovna tri pitanja vezana uz kontrakciju © 4 su pitanja karakterizacije onih A za
koje je © 4 injekcija, izometrija, odnosno surjekcija.

Ukoliko C*-algebra A sadrzi par ortogonalnih ne-nul ideala, tada ocito ©4 nece
biti injekcija. Drugim rije¢ima, nuzan uvjet da bi © 4 bila injekcija je da je A prim



C*-algebra. Mathieu je u [49] dokazao i obrat te tvrdnje. Interesantno je (i vrlo
netrivijalno) da je u tom slucaju © 4 i izometrija. Dakle, vrijedi

O4 je injekcija < ©O4 je izometrija < A je prim.

Dokaz te ¢injenice je najprije proveo Haagerup u svom neobjavljenom radu [37] za
slucaj A = B(H) (C*-algebra svih ograni¢enih operatora na Hilbertovom prostoru
H), a zatim je taj rezultat Mathieu poopéio i na sve prim C*-algebre (vidjeti [5]).
Ako A nije prim, tada je prirodno promatrati centralni Haagerupov tenzorski pro-
dukt M(A) @z, M(A) i induciranu kontrakciju ©% : M(A) @z, M(A) — ICB(A).
Chatterjee i Smith su u [19] pokazali da je ©% izometrija ako je A von Neumannova
algebra ili ako je primitivni spektar od M(A) Hausdorffov. 1z tog rada se ve¢ dalo
naslutiti da se rjesenje problema izometri¢nosti (kao i problema injektivnosti) od ©%
moze iskazati u terminima strukture ideala od M (A). Buduéi da struktura ideala od
M (A) moze biti znatno kompliciranija od one od A, valja se ograni¢iti na klasu uni-
talnih C*-algebri. U tom (unitalnom) slucaju, daljnju generalizaciju je dao Somerset
u [64], gdje je pokazao da je ©% izometrija ako je svaki Glimmov ideal u A primalan.
Takoder, u istom radu Somerset je dao i karakterizaciju C*-algebri A za koje je ©F in-
jekcija; to su tocno one A kod kojih je svaki Glimmov ideal u A 2-primalan. Napokon,
Archbold, Somerset i Timoney su u [12] dokazali i obrat Somersetovog rezultata (s
obzirom na izometri¢nost od ©%) i time je problem izometricnosti od ©4 u potpunosti
rijesen.

S druge strane, problem surjektivnosti od © 4 je tek nedavno proucavao Magajna
u [48]. U tom radu je pokazao da je (za separabilnu A) © 4 surjektivna ako i samo ako
je A konacna direktna suma homogenih C*-algebri kona¢nog tipa (definicija 1.10.8).

U ovoj disertaciji najprije prou¢avamo problem minimalnosti slike od ©4. Pre-
ciznije, cilj nam je naéi karakterizaciju C*-algebri A za koje je slika od © 4 najmanja
moguca, dakle jednaka E(A). Kao §to ¢emo vidjeti, taj problem je vrlo slican prob-
lemu uniformne ogranic¢enosti duljina elementarnih operatora na A. U drugom di-
jelu disertacije proucavamo derivacije koje se nalaze u slici od © 4. Motivacija za
prucavanje takvih derivacija dolazi iz ¢injenice da je svaka derivacija na A operator

iz ICB(A).
Disertacija se sastoji od 5 poglavlja.

Poglavlje 1 je uvodnog tipa. U njemu ¢emo izloziti pregled teorije C*-algebri koju
¢emo koristiti u ostalim poglavljima. Poseban naglasak je stavljen na konstrukciju
Dauns-Hofmannovog izomorfizma, na teoriju Glimmovih i primalnih ideala, kao i na
strukturnu teoriju homogenih C*-algebri.

U poglavlju 2 najprije dajemo kratak pregled teorije operatorskih prostora, pot-
puno ogranic¢enih operatora i Haagerupovog tenzorskog produkta (te njegove struk-
ture ideala) i zatim iznosimo detaljan pregled rezultata iz radova [64] 1 [12] u kojima
su rijeSeni problemi injektivnosti i izometri¢nosti od ©%.

U Poglavlju 3 iznosimo rezultate iz Magajninog rada [48], u kojem je autor
proucavao problem karakterizacije klase C*-algebri A za koje je © 4 surjekcija. Glavni



rezultat tog poglavlja (koji je ujedno i glavni rezultat iz [48]) je dokaz ¢injenice da
je (za separabilnu A) ©4 surjekcija ako i samo ako je A kona¢na direktna suma
homogenih C*-algebri konac¢nog tipa.

U Poglavlju 4 trazimo karakterizaciju C*-algebri A za koje vrijedi jedno od
sljedeca tri svojstva:

(i) A je konac¢no generirani modul nad centrom svoje multiplikatorske algebre;
(ii) Im©4 je najmanja moguca, dakle jednaka E(A);

(iii) E(A) je konacne duljine, tj. postoji cjelobrojna konstanta d takva da svaki
elementarni operator na A ima duljinu manju ili jednaku d.

Pokazujemo da A zadovoljava (i) ako i samo ako je A konac¢na direktna suma unitalnih
homogenih C*-algebri. Takoder pokazujemo da ako separabilna A zadovoljava (ii) ili
(iii), tada je ona nuzno SFT algebra (definicija 1.10.13). StoviSe, u tom slucaju
su i kodimenzije 2-primalnih ideala u A uniformno ograni¢ene s nekom cjelobrojnom
konstantom. Koristeci tu ¢injenicu dajemo primjer unitalne i separabilne SFT algebre
koja ne zadovoljava niti (ii) niti (iii). Takoder, dokazujemo i parcijalni obrat; ako je
primitivni spektar (unitalne) SFT algebre A Hausdorffov, tada A zadovoljava (ii) i
(iii). Veéina rezultata iz ovog poglavlja je originalna i uzeta iz [36].

U Poglavlju 5 najprije iznosimo kratak pregled rezultata iz teorije derivacija na
C*-algebrama i zatim proucavamo derivacije koje se nalaze u slici od © 4. Kako bismo
izbjegli dodatne komplikacije, ogranicavamo se na unitalne C*-algebre (odnosno na
kvazicentralne C*-algebre (definicija 1.7.1), no tada promatramo restrikciju od ©4
na A ®, A). U tom slucaju pokazujemo da je svaka derivacija § € Im©,4 nuzno
unutarnja ako je svaki Glimmov ideal u A prim. Klasa takvih C*-algebri obuhvaca sve
centralne C*-algebre (definicija 1.7.9), kao i sve kvocijente von Neumannovih algebri
(ili opéenitije kvocijente AW*-algebri). Nadalje, dajemo primjer unitalne separabilne
2-subhomogene C*-algebre koja dopusta vanjsku derivaciju ¢ koja je implementirana
s elementarnim operatorom. Veéina rezultata iz ovog poglavlja je takoder originalna
i uzeta iz [35].
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Oznake

Ovaj rad se sastoji od pet poglavlja. Poglavlja su numerirana brojevima. Svako
poglavlje je podijeljeno na tocke koje su takoder numerirane brojevima (npr. 1.2 je
druga tocka u prvom poglavlju). Formule su numerirane od pocetka svakog poglavlja,
a numeracija sadrzi i redni broj poglavlja (npr. (3.9)). Teoremi, propozicije, leme,
korolari, napomene, primjeri i problemi numerirani su od pocetka svake tocke i nu-
meracija sadrzi redni broj pripadnog poglavlja i pripadne tocke (npr. Teorem 3.1.4).

Pod operatorima, ako drugacije nije navedeno, u cijelom radu podrazumijevamo
linearne operatore. Uz standardne matematicke oznake, u ovom radu se upotrebl-

javaju oznake u znacenju kako slijedi.

ALGEBRE

B(H)  Cr*-algebra svih ogranicenih linearnih operatora na H

F(H)  algebra svih operatora kona¢nog ranga na H

K(#H) C*-algebra svih kompaktnih operatora na #H

T(H) algebra svih operatora na H s konac¢nim tragom

A, B C*-algebre

Z(A)  centar od A

A minimalna unitizacija od A

M(A) multiplikatorska algebra od A

A omotacka von Neumannova algebra od A

Ap hermitski dio od A

Al pozitivni dio od A

A spektar od A

M, (A) C*-algebra matrica reda n nad A

D, (A) C*-algebra dijagonalnih matrica reda n nad A

C(A)  Cr-algebra svih neprekidnih kompleksnih funkcija na prostoru A

Cy(A)  C*-algebra svih neprekidnih ogranic¢enih kompleksnih funkcija
na prostoru A

Co(A) C*-algebra svih neprekidnih kompleksnih funkcija na lokalno

kompaktnom prostoru A koje iS¢ezavaju u beskonacnosti



IDEALI

Id(A) skup svih (zatvorenih i obostranih) ideala u A

Id'(A) Id'(A) =1d(A) \ {A}

Idess(A) skup svih esencijalnih ideala u A

1,J ideali u A

I+ anihilator ideala [

Prim(A) primitivni spektar od A

hull(S) {PePrim(A): SCP},zaSCA

ker F’ ({P: P e F}, zaF CPrim(A)

Prime(A) prim spektar od A

PQ primitivni ili prim ideali u A

Max(A) maksimalni spektar od A

M, N maksimalni modularni ideali u A

Primal(A) skup svih primalnih ideala u A

Primal,, (A) skup svih n-primalnih ideala u A

MinPrimal(A) skup svih minimalnih primalnih ideala u A

Glimm(A) skup svih Glimmovih ideala u A

G,H Glimmovi ideali u A.

PROSTORI

V,W vektorski prostori

H, K Hilbertovi prostori

H™ direktna suma n-kopija od H (n je kardinalni broj)

(> Hilbertov prostor svih kvadratno sumabilnih kompleksnih nizova

S’ komutant skupa S C B(H)

X, Y, 7 normirani, Banachovi ili operatorski prostori

M0 (X) prostor svih m x n matrica nad X

Cn(X) M,,1(X)

R,.(X) M, (X)

Coo(X) prostor svih nizova (x,) u X za koje red >~ xz, konvergira
u normi od X

Roo(X) prostor svih nizova (z,) u X za koje red >~ | x,x} konvergira
u normi od X

X topoloski dual od X

B(X,Y) prostor svih ogranicenih linearnih operatora X — Y

B(X) B(X, X)

CB(X,Y) prostor svih potpuno ogranicenih linearnih operatora X — Y

CB(X) CB(X, X)

CB(X xY,Z) prostor svih potpuno ograni¢enih bilinearnih operatora X x Y — Z

IB(A) prostor svih ogranicenih operatora na A koji cuvaju ideale od A

ICB(A) IB(A) N CB(A)

E(A) prostor svih elementarnih operatora na A

Der(A) prostor svih svih derivacija na A

Inn(A)

prostor svih unutarnjih derivacija na A



ELEMENTI I OPERATORI

1,14

id, 1

I, 1,
62"]‘

L, 1

S
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o, B, A p
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x = [;,]
XT
X0y

(€a)

On

jedinica u C*-algebri

jednicni operator

jedini¢na matrica reda n

matri¢ne jedinice za M, (C)

kanonska inkluzija

elementi Hilbertovih prostora

elementi iz H™

operator ¢ — (¢, n)¢ ranga (najvise) 1 na H

skalari

tenzori

matrice iz M, ,(X)

transponirana matrica od x € M, ,,(X)

matrica >, Tik @ Ykj] € Mo (X ®Y), za x = [7;;] € My, (X)
1y = [yij] € M;n(Y)

aproksimativna jedinica C*-algebre (ili Banachove algebre)
ogranicen linearni fukcional

x-homomorfizmi / potpuno ograniceni operatori

operator obostranog mnozenja x — axb

reprezentacije C*-algebri

univerzalna reprezentacija C*-algebre

reducirana atomska reprezentacija C*-algebre

stanje na C*-algebri

GNS-reprezentacija pridruzena stanju w

derivacija na C*-algebri

unutarnja derivacija impelemtirana elementom a
kvocijentni x-epimorfizam A — A/J, za J € Id(A)
inducirani operator IB(A) — IB(A/J) dan s Q,(¢)(qs(z)) = ¢s(é(x)),
za J €ld(A), peIB(A)ize A

operator Q;(¢): A/J — A/J, za ¢ € IB(A) 1 J € Id(A)
adjungirani operator operatora ¢

prosirenje od ¢ do *-homomorfizma M (A) — M (B), za
nedegenerirani *-homomorfizam ¢ : A — M (DB)

operator M,,(X) — M, (Y) dan s ¢,([z:;]) = [¢(zi;)], zap: X =Y

TENZORSKI PRODUKTI

VoW
Ve w
VW
XY
X®,Y
A®zp A
¢ @

algebarski tenzorski produkt vektorskih prostora V' i W

skup svih tenzora iz V ® W ranga manjeg ili jednakog k

algebarski tenzorski produkt desnog C'-modula V' i lijevog C'-modula W
neupotpunjeni Haagerupov tenzorski produkt operatorskih prostora X i Y
upotpunjeni Haagerupov tenzorski produkt operatorskih prostora X i Y
centralni Haagerupov tenzorski produkt C*-algebre A

tenzorski produkt operatora ¢ i ¢



NORME

Il operatorska norma / norma u C*-algebri

|- lle cb-norma operatora

|||~  norma na M,(A) odnosno M, (X)

|-l ~ Haagerupova norma na tenzorskom produktu C*-algebri (operatorskih prostora)
|| - [|zr norma na centralnom Haagerupovom tenzorskom produktu

VEKTORSKI I (ODOZGO POLUNEPREKIDNI) C*-SVEZNJEVI

E,F  vektorski ili (odozgo poluneprekidni) C*-sveznjevi
E|y restrikcijski svezanj od E nad U, gdje je U podskup baznog prostora od F
E(s)  vlakno od E u tocki s
['(E)  skup svih neprekidnih prereza od E
['y(E) skup svih ograni¢enih neprekidnih prereza od E
[o(E) skup svih ograni¢enih neprekidnih prereza od E koji is¢ezavaju
u beskonacnosti

TOPOLOGIJE

SOT  jaka operatorska topologija
WOT slaba operatorska topologija

w* slaba x-topologija

T3 striktna topologija na M (A)

Ts jaka topologija na Id(A)

Tw slaba topologija na Id(A)

T, kvocijentna topologija na Glimm(A)

Ter potpuno regularna topologija na Glimm(A)



OSTALE OZNAKE
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mreza (z,) konvergira prema z u topologiji 7
zatvarac skupa S u topologiji T

kompaktan ili lokalno kompaktan Hausdorffov prostor
Aleksandrovljeva kompaktifikacija prostora A
Stone-Cechova kompaktifikacija prostora A

zatvorena jedini¢na kugla normiranog prostora X
linerna ljuska skupa S

trag operatora T’

zatvara¢ u normi skupa S

zatvaraC u cb-normi skupa S

skalarni produkt Hilbertovog prostora

pravi podskup

disjunktna unija

ulaganje

izomorfnost

klasa (unitarne) ekvivalencije ireducibilne reprezentacije 7
dimenzija pripadnog Hilbertovog prostora reprezentacije m
spektar elementa a (racunat u algebri A)

skup svih stanja C*-algebre A

skup svih cistih stanja C*-algebre A

Geljfandova trasformacija komutativne C*-algebre A
Dauns-Hofmannov izomorfizam Z(M(A)) — Cp(Prim(A))
potpuna regularizacija od Prim(A) — Glimm(A)
kanonska kontrakcija M(A) ®, M(A) — ICB(A)
restrikcija od ©4 na A ®, A



Poglavlje 1

Preliminarni materijali

U ovom poglavlju dat ¢emo pregled definicija i nekih rezultata iz teorije opera-
torskih algebri koje ¢emo koristiti u idu¢im poglavljima. Veéina istaknutih rezultata
iz prve tri tocke moze se naci u nekom od standardnih udzbenika teorije operatorskih
algebri: [14], [16], [21], [26], [40], [41], [52], [56], [68].

1.1 C*-algebre

Definicija 1.1.1 Za Banachovu x-algebru A kazemo da je C*-algebra ukoliko za svaki
a € A vrijedi tzv. C*-identitet

la*al| = {|al|*.
Odgovarajué¢i morfizmi za kategoriju C*-algebri su x-homomorfizmi, tj. multip-
likativna linearna preslikavanja ¢ : A — B koja postuju involuciju (tj. vrijedi
¢(a*) = ¢(a)* za sve a € A). Bitno svojstvo k-homomorfizama je da su oni au-
tomatski ograniceni. Stovise, vrijedi

Propozicija 1.1.2 Neka su A i B C*-algebre i neka je ¢ : A — B *-homomorfizam.
Tada vrijedi:

(i) ¢ je kontrakcija;
(ii) ¢(A) je C*-podalgebra od B, tj. ¢(A) je zatvorena u B;

(iii) Ako je ¢ injektivan tada je ¢ izometrija.

Napomena 1.1.3 Direktna posljedica propozicije 1.1.2 je da na x-algebri A postoji
najvise jedna C*-norma.

Za C*-algebru A kazemo da je unitalna ukoliko ona sadrzi jedinicu. Ako A nije
unitalna, tada postoji jednostavan nacin da se ona ulozi u unitalnu C*-algebru A



Poglavlje 1. Preliminarni materijali 10

koju definiramo na sljede¢i nacin: ako je A unitalna, stavljamo A = A, a inace
A:= A® C. U neunitalnom slucéaju na A definiramo operacije

(a, \) + (byp) == (a+ b, A+ ), ala,N):= (aa,al),

(@A) - (b, 1) = (ab+ Ab+ pa, Ag), (a, A)" = (a*, ),
uz koje A postaje unitalna *-algebra (s jedinicom 14 = (0,1)). Uvijek ¢emo smatrati

da je A C A preko ulaganja a — (a,0).

Propozicija 1.1.4 Neka je A neunitalna C* algebra. Tada A postaje C*-algebra uz
normu

|(a, )| := sup{|lax + A\z|| : = € Ball(A)}

koja proSiruje normu od A.

Definicija 1.1.5 Za C*-algebru A kazemo da je minimalna unitizacija od A.

U kategoriji C*-algebri moguce je definirati produkte i direktne sume. Ako je
{A;}ier familija C*-algebri tada definiramo njihov produkt

[T4 = {t@)s swla <o}

i€l

koji uz operacije po koordinatama i normu ||(a;)|| := sup, ||a;|| postaje C*-algebra.
Direktna suma familije {A;};er definirana je s

PAi= {a, . lim ||ai||:0},
1— 00

i€l

gdje smo I naravno opskrbili sa diskretnom topologijom. Tada je €, ; A; zatvoren

obostran ideal u [[,.; A;. Specijalno, @, ; A; je C*-algebra.

Navedimo osnovna dva primjera C*-algebri.

i€l

1€l i€l

Primjer 1.1.6 (i) Neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov prostor i neka je
A = Cy(A) skup svih neprekidnih kompleksnih funkcija na A koje iScezavaju
u beskonacnosti. Tada A postaje komutativna C*-algebra uz operacije po
tockama, involuciju f*(s) := f(s) (f € Co(A), s € A) te sup-normu

I/II'= sup{lf(s)] : s € A}.

(ii) Neka je H Hilbertov prostor. Tada skup B(#) svih ogranicenih operatora na
‘H postaje C*-algebra uz standardne operatorske operacije i operatorsku normu

IT|| = sup{[|T¢]| - € € Ball(H)} (T € B(H)).

Sljede¢i fundamentalni teorem kaze da su sve komutativne C*-algebre u stvari
oblika A = Cy(A) za neki lokalno kompaktan Hausdorffov prostor A. Naime, ako za
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komutativnu C*-algebru A s A oznacimo prostor svih karaktera na A (koji je lokalno
kompaktan u slaboj #-topologiji, odnosno kompaktan ako je A unitalna) tada vrijedi:

Teorem 1.1.7 (Prvi Geljfand-Naimarkov teorem) Neka je A komutativna C*-
algebra. Tada je Geljfandova transformacija

Ta:A—Co(A), Ta:arma, aly)=x(a) (aeA xeA)

(izometricki) x-izomorfizam.

O

Posebno jednostavnu strukturu imaju i konacno dimenzionalne C*-algebre; to su
tocno konacne direktne sume matricnih algebri:

Teorem 1.1.8 Neka je A netrivijalna kona¢no dimenzionalna C*-algebra. Tada pos-
toje prirodni brojevi nq,...,n; € N takvi da je A *-izomorfna direktnoj sumi ma-
tricnih algebri

M, (C)@-- &M, (C).

O

Opéenito, svaka C*-algebra se moze izometricki uloziti u B(H) za neki Hilbertov
prostor H. Naime, vrijedi sljede¢i fundamentalni teorem:

Teorem 1.1.9 (Drugi Gelfand-Naimarkov teorem) Neka je A C*-algebra. Tada
postoji Hilbertov prostor # i injektivni x-homomorfizam 7 : A — B(H)

O

Ako je A unitalna C*-algebra (ili opcenitije unitalna Banachova algebra) tada
spektar elementa a € A oznacavamo sa sp(a) (ili spy(a) ukoliko zelimo naglasiti
ambijentalnu algebru A). Ukoliko A nije unitalna, tada je spektar od a definiran sa

Za C*-algebre (za razliku od opéenitih Banachovih algebri) vrijedi sljededi rezultat.

Teorem 1.1.10 Neka je A unitalna C*-algebra i neka je B C A C*-podalgebra od A
koja sadrzi jedinicu od A. Tada vrijedi

spa(b) =spp(b) zasve b€ B.

O

Bitni rezultati teorije C*-algebri pocivaju na uredajnoj strukturi te (s njom
vezanim) neprekidnim funkcionalnim racunom koji nam omogucuje da definiramo
neprekidnu funkciju od normalnog elementa. Prisjetimo se, za element a € A kazemo
da je
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normalan, ako vrijedi a*a = aa*;

hermitski, ako vrijedi a* = a;

pozitivan, ako postoji x € A takav da je a = x*x;

unitaran, ako vrijedi a*a = aa* =1 (za unitalnu A).

Skup svih hermitskih elemeata u A oznacavamo s A, i zovemo hermitski dio od A.
Ay, je realan Banachov potprostor od A koji opéenito nije podalgebra.

Napomena 1.1.11 (i) Za svaki hermitski element a € A vrijedi sp(a) C R.

(ii) Svaki element a € A mozemo na jedinstven nacin prikazati u obliku a = a; +ias,
. . . * o, —a* . .
gdje su aj,as € Ap. Oni su dani s a1 = “*2“ 1 ay = %57~ ay zovemo realni dio
od a, a ay zovemo tmaginarni dio od a.

Skup svih pozitivnih elemenata u A oznacavamo s A, i zovemo pozitivni dio od
A. Ekvivalentne karakterizacije pozitivnog elementa u C*-algebri su sljedece:

Propozicija 1.1.12 Neka je A C*-algebra. Za normalni element a € A sljedece
tvrdnje su ekvivalentne:

(i) a € Ay

(ii) a = 22 za neko x € Ap;

)
)

(iii) a € Ay isp(a) C Ry;

(iv) a € Ap i ||IA\L —a| < A, za sve A > |a];
)

(v) a € Api||A\l —a|| < A, za neki A > ||al|.

(]
Neka je A unitalna C*-algebra. Ako je S C A tada s C*(.S) oznacavamo C*-algebru
generiranu sa S U {1} (drugim rije¢ima, C*(S) je najmanja unitalna C*-podalgebra
od A koja sadrzi S. Ako je S jednoclan, tada stavljamo C*(z) := C*({z}). Neka
je a € A normalan. Tada je B := C*(a) komutativna, pa je prema teoremu 1.1.7

Geljfandova transformacija

izometricki x-izomorfizam (buduéi da je B unitalna, prostor karaktera B od B je
kompaktan). No, B mozemo identificirati sa spektrom sp(a) od a (preko homeomor-
fizma @ : B — sp(a)), odakle slijedi da B mozemo identificirati s C(sp(a)). Time
dolazimo do neprekidnog funkcionalnog racuna za normalni element a, kojeg defini-
ramo na sljedeéi nacin: za f € C(sp(a)) definiramo f(a) kao jedinstven element u

B = C*(A) takav da vrijedi
Is(f(a)) = f

Po konstrukciji, imamo ||f]| = ||f(a)]| i f(sp(a))
spektra).

sp(f(a)) (teorem o preslikavanju
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Prethodno razmatranje takoder ima smisla i za neunitalnu A; u tom slucaju sav
racun provodimo u A.

Napomena 1.1.13 (i) Koriste¢i neprekidni funkcionalni racun odmah vidimo da
za svaki a € A, postoji jedinstven b € A, takav da je b* = a. Element b zovemo

G : . . y 1

pozitivni drugi korijen od a i oznacavamo ga s az.

(ii) Za svaki hermitski element a € A; postoje jedinstveni pozitivni elementi

ay,a_ € A takvi da vrijedi @ = ay —a_ i aya_. = a_ay = 0. Oni su
dani s ay = fi(a) i a_ = f_(a), gdje su fy,f- € C(o(a)) definirane s
fi(s) == max{s,0} 1 f_(s) := —min{s,0} (s € sp(a)). Uzevsi u obzir

napomenu 1.1.11 (ii) slijedi da se svaki a € A moze prikazati kao linearna
kombinacija od (najvise) cetiri pozitivna elementa.

(i) Apsolutnu vrijednost elementa a € A definiramo s |a| := a_ 4 ay. Primijetimo
da je |a| = (a*a)?.

Na Aj,, uvodimo parcijalni uredaj < s
a<b:<= b—acA; (a,beA,).
Istaknimo osnovna svojstva tog uredaja:

Propozicija 1.1.14 Neka je A C*-algebra. Tada je Ball(A) = {a € A:a*a < 1}.
Stovise, ako su a,b € Ay takvi da je 0 < a < b, tada vrijedi:

(i) llall < [0l
(ii) c*ac < c*be, za sve ¢ € A;
(iii) a* <b*, zasve 0 < a < 1.

O
Pri radu s neunitalnim C*-algebrama (ili opéenitije s neunitalnim Banachovim alge-
brama) izrazito je koristan koncept aproksimativne jedinice. Prisjetimo se, ako je A
Banachova algebra tada za mrezu (e,) u A kazemo da je aproksimativna jedinica za
A ako vrijedi

lim ||ae, — a|| = lim ||eqa — al| =0 za sve a € A.
(6% «

Ako postoji konstanta M > 0 takva da je ||e,]] < M za sve o tada kazemo da je
(eq) ogranicena. Nadalje, ako vrijedi |le,|| < 1 za sve «a tada kazemo da je (e,)
kontraktivna.

U ovoj disertaciji ¢esto ¢emo koristiti sljedeéi bitan teorem:

Teorem 1.1.15 (Hewitt-Cohenov teorem o faktorizaciji) Pretpostavimo da je
A Banachova algebra koja dopusta ograni¢enu aproksimativnu jedinicom i neka je X
lijevi Banachov A-modul. Tada je X nedegeneriran ako i samo je X = AX, tj. ako
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i samo ako svaki x € X mozemo faktorizirati u obliku = = ay za neke a € A i
y € X. Stovise, Ako je ||z]| < 1 i ako je ta aproksimativna jedinica kontraktivna,
tada mozemo posti¢ii ||lal| <11 |ly|] < 1.

O
Prisjetimo se, za Banachov prostor X kazemo da je lijevi Banachov A-modul ako je
modularno djelovanje A x X — X, (a,z) — ax kontraktivan bilinearni operator.
Za lijevi Banachov A-modul X kazemo da je nedegeneriran ako je njegov esencijalni
podmodul Span 4 X jednak X, tj. ako vrijedi

spany, X = {Zaixi: neN, a; € A, xieX} = X.

i=1

Ako A dopusta ogranicenu aproksimativnu jedinicu (e, ), tada je lijevi Banachov A-
modul X nedegeneriran ako i samo ako je lim, e,z = = za sve x € X.

Jedno od bitnih svojstava C*-algebri je da one uvijek dopustaju kontraktivne
aproksimativne jedinice. Stovise, vrijedi:

Teorem 1.1.16 Neka je A C*-algebra i I obostran ideal u A koji je gust u A. Tada
postoji aproksimativna jedinica (e,) za A takva da vrijedi:

(i) (eq) je kontraktivna;
(i) ey € I za sve q;
(iii) eq > 0 za sve

(iv) (eq) je rastuca, tj. vrijedi e, < ey ¢im je a < /.

Ukoliko je A separabilna, tada mozemo naéi prebrojivu aproksimativnu jedinicu (ey)
za A (tj. (ex) je niz u A) za koju vrijede svojstva (i)-(iv).

O

Napomena 1.1.17 Ako prethodni teorem primijenimo na slucaj I = A, slijedi da
svaka C*-algebra dopusta aproksimativnu jedinicu za koju vrijede svojstva (i)-(iv).
Zbog toga, kada govorimo o aproksimativnoj jedinici C*-algebre A, uvijek ¢emo po-
drazumijevati da je ona izabrana tako da vrijede svojstva (i)-(iv).

Nama ¢e biti posebno interesantna sljedec¢a klasa C*-algebri:

Definicija 1.1.18 Za C*-algebru A kazemo da je o-unitalna ako ona dopusta pre-
brojivu aproksimativnu jedinicu.

Napomena 1.1.19 Primijetimo da iz teorema 1.1.16 slijedi da je svaka separabilna
C*-algebra o-unitalna.
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Prema teoremu 1.1.16 svaki zatvoren ideal I C*-algebre A dopusta approksima-
tivnu jedinicu. Koristeci tu ¢injenicu lako se dokaze da je I x-invarijantan, tj. vrijedi
a* € I, ¢im je a € I. Dakle, I je i sam C*-algebra.

Napomena 1.1.20 Ukoliko drugacije nije receno, od sada pa nadalje ¢emo pod ide-
alom u C*-algebri uvijek podrazumijevati obostran i zatvoren ideal. Skup svih ideala
u A oznacavamo s Id(A).

Ideali su upravo odgovarajuéi podobjekti koji omogucéuju konstrukciju kvocijenata
u kategoriji C*-algebri. Naime, ako je I € Id(A) tada je kvocijent A/I (uz prirodne
operacije 1 kvocijentnu normu) Banachova x-algebra. Nadalje, za kvocijentnu normu
na A/l vrijedi

|la+ I|| = inf{|la —z|| : x € I} =lim ||a — eyal = lim ||a — ae,|, (1.1)

¢im je (e,) aproksimativna jedinica za I. Odavde se lako provjeri da kvocijentna
norma na A/I zadovoljava C*-identitet. Dakle, A/I (opskrbljena sa kvocijentnom
normom) je C*-algebra.

Definicija 1.1.21 Za ideal I € Id(A) kazemo da je modularan ako je A/I unitalna.

Sada ¢emo istaknuti par rezultata iz opce teorije C*-algebri koje ¢emo ¢esto koristiti
u ovoj radnji.

Propozicija 1.1.22 Neka je A C*-algebra. Ako je B C*-podalgebra od A i I ideal
u A tada je skup
B+I:={x+y: x€B, yel}

zatvoren u normi. Specijalno B + [ je C*-algebra. Nadalje, preslikavanje
¢p:B/(BNI)— (B+1)/I, ¢:b+BNI—b+1

je x-izomorfizam.

Propozicija 1.1.23 Neka je A C*-algebra i {I; : i € I} familija ideala u A. Stavimo
I:=(\{L: iel}. Tadaje

|la+ I|| =sup{|la + L] : i €l}.

O

Ako su I'iJ ideali u C*-algebri A tada definiramo njihov produkt I-.J kao najmanji
ideal u A koji sadrzi skup IJ ={zy: z €I, y € J}.

Propozicija 1.1.24 Neka je A C*-algebra.
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(i) Akosul1iJidealiu Atadajel-J=1J=1INJ.
(ii) Ako je I ideal u A tada imamo inkluziju centara Z(I) C Z(A).

Propozicija 1.1.25 Neka je A C*-algebra. Tada je A beskona¢no dimenzionalna
ako i samo ako je svaka maksimalna komutativna x-podalgebra od A beskonaéno
dimenzionalna. U tom sluéaju, postoji ortogonalan niz (e,) pozitivnih elemenata
norme 1 u A, tj. vrijedi

en €Ay, lenl =1 1 epem =e€me, =0 (myn €N, m#n).

Propozicija 1.1.26 Neka su A i B C*-algebre, te neka je ¢ : A — B %
homomorfizam.

(i) Akosua € Ay ib € B, takvi da je b < ¢(a) tada postoji ag € Ay takav da
vrijedi ag < ai ¢(ag) = b.

(ii) Ako je ¢ surjektivan, tada svaki element b € B mozemo podi¢i preko ¢ do
elementa a € A (tj. ¢(a) =b) s ||la]| = ||b||. Ako je b hermitski (pozitivan) tada
mozemo postiéi i da je a hermitski (pozitivan). Nadalje, ako je (b,) ortogonalan
niz pozitivnih elemenata norme 1 u B tada se on moze podi¢i do ortogonalanog
niza (a,) pozitivnih elemenata norme 1 u A (tj. ¢(a,) = b, za sve n € N).

O

Definicija 1.1.27 Neka je A C*-algebra. Za C*-podalgebru B od A kazemo da je
hereditarna ako za sve a € Ay ib € By iz a < bslijedi a € B.

Hereditarne C*-podalgebre su u bijekciji s lijevim zatvorenim idealima u A. Pre-
ciznije, vrijedi:

Teorem 1.1.28 Neka je A C*-algebra i oznac¢imo redom s Id;(A) i Herr(A) skup svih
lijevih zatvorenih ideala u A i skup svih hereditarnih C*-podalgebri od A.

(i) Ako je L € Id;(A) tada je LN L* € Herr(A) (ovdje je L* = {z* : = € L}).
Takoder, ako je B € Herr(A) tada je {a € A: a*a € B} € Herr(A). Nadalje,
preslikavanje ¢ : Id;(A) — Herr(A) dano s ¥ : L — LNL* je bijekcija s inverzom
Vv Y(B)={a€A: a*a € B}.

(ii) Ako je B C*-podalgebra od A, tada je B hereditarna ako i samo ako vrijedi
BAB = {bab' : bt € B,a € A} C B.

Specijalno, svaki zatvoren ideal u A je hereditarna C*-podalgebra.
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Korolar 1.1.29 Neka je A C*-algebra. Ako je a € A, tada je aAa hereditarna
C*-podalgebra od B (generirana s a). Nadalje, za svaku separabilnu hereditarnu

C*-podalgebru B od A postoji a € B, takav da je B = aAa.

O
Bitno svojstvo hereditarnih C*-podalgebri C*-algebre A je da je njihova struktura
ideala dosta povezana s onom od A. Preciznije, vrijedi

Propozicija 1.1.30 Neka je A C*-algebra, B € Herr(A) i I € Id(B). Tada postoji
J €1d(A) takav daje I = BN J.

O

Definicija 1.1.31 Za ideal I C*-algebre A kazemo da je esencijalan ako iz I N J =
IJ = {0} slijedi J = 0, za svaki J € Id(A). Skup svih esencijalnih ideala u A
oznacavamo s Id.ss(A).

Definicija 1.1.32 Neka je A C*-algebra. Anihilator I+ ideala I € Id(A) definiran
je s

It :={ac A: ol ={0}}.
Napomena 1.1.33 Neka je A C*-algebrai I € Id(A).

(i) It € Id(A) i vrijedi
I*={ac A: Ia={0}}.

(i) 1@ I+ € Id.ss(A). Specijalno, I € Id,ss(A) ako i samo ako je [+ = {0}.

Primjer 1.1.34 (i) Neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, A :=
Co(A) 1 U C A otvoren podskup. Tada je ideal

I = {f € Oo(A) . f|A\U = 0}
esencijalan u A ako i samo ako je U gust u A.

(ii) Ako je ‘H Hilbertov prostor tada je ideal K(#) svih kompaktnih operatora na
H esencijalan u B(H).

Definicija 1.1.35 Unitizacija C*-algebre A je unitalna C*-algebra B zajedno sa in-
jektivnim s-homomorfizmom i : A < B od A za kojeg je t(A) esencijalan ideal u

B.
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Ako je A unitalna tada je o¢ito A jedina unitizacija od A (do na izomorfizam). Ako A
nije unitalna, tada su posebno istaknute sljedec¢e dvije njene unitizacije: minimalna
(koju smo ve¢ definirali) i maksimalna, koju definiramo preko sljedeéeg univerzalnog
svojstva:

Definicija 1.1.36 Za unitizaciju ¢« : A — B kazemo da je maksimalna ako za
svako ulaganje 7 : A — C od A kao esencijalnog ideala C*-algebre C' postoji *-
homomorfizam ¢ : C' — B takav da dijagram

B

/4 (1.2)
C

J

A —
komutira.

Teorem 1.1.37 Neka je i : A — B maksimalna unitizacija C*-algebre A i neka
je 7+ A — (C ulaganje od A kao esencijalnog ideala C*-algebre C. Tada je -
homomorfizam ¢ : C' — B za kojeg dijagram (1.2) komutira jedinstven i injektivan.
Nadalje, ako je i j : A — C maksimalna unitizacija tada je ¢ izomorfizam.

O
Sada ¢emo opisati jednu konstrukciju maksimalne unitizacije od A.

Definicija 1.1.38 Dvostruki centralizator na C*-algebri A je par (L, R) funkcija
L,R: A — A zakoje vrijedi

R(z)y = xL(y) (v,y € A).

Propozicija 1.1.39 Neka je A C*-algebra i (L, R) dvostruki centralizator na A.
Tada su L i R ograniceni linearni operatori na A s ||L|| = || R||. Takoder, vrijedi

L(zy) = L(z)y 1 R(zy) = zR(y) (v,y € A).
Nadalje, skup svih dvostrukih centralizatora na A postaje C*-algebra uz operacije
(L1, Ry) + (L2, Ry) == (L1 + La, R1 + Ry)
(L1, Ry)(Lao, Ry) := (L1 Lo, RoRy)
a(L,R) := (aL,aR) (a € C),

involuciju
(L, R)":= (R", L"),
(ovdje smo za operator T : A — A s T* oznacili preslikavanje A — A dano s
T*(a) :=T(a*)*) i normu
(L, R)|| = LI = [|R]].
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Definicija 1.1.40 Za C*-algebru dvostrukih centralizatora iz prethodne propozicije
kazemo da je multiplikatorska algebra od A i oznacavamo ju s M(A).

Propozicija 1.1.41 Neka je A C*-algebra. Ako za a € A definiramo preslikavanja
Ly,Ry: A — As Ly(x) := ax i R,(x) := za, tada je (L., R,) € M(A), te M(A)
postaje maksimalna unitizacija od A uz ulaganje

it A— M(A), i(a):= (La, Ra).

O

Naravno, maksimalnu unitizaciju od A mozemo realizirati na vise nac¢ina. Iz teo-
rema 1.1.37 slijedi da su sve te realizacije medusobno izomorfne. Zbog toga, bilo koju
maksimalnu unitizaciju od A éemo takoder onacavati s M(A). Istaknimo i sljedeéu
realizaciju od M(A) koja ¢e nam biti korisna.

Pretpostavimo da je A ulozena u svoju univerzalnu omotacku von Neumannovu
algebru A** (definicija 1.3.8). Tada M (A) mozemo definirati kao idealizator od A u
A

MA)={z € A : zac€ Aiax € A, zasvea € A}.

Navedimo par primjera multiplikatorskih algebri.

Primjer 1.1.42 (i) Neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov prostor. Tada je
M(Cy(A)) = Cp(A) = C(BA), gdje BA oznacava Stone-Cechovu kompakti-
fikaciju od A.

(ii) Opcenitije, neka je A kao u (i) i neka je Cy(A, M, (C)) skup svih neprekid-
nih kompleksnih funkcija f : A — M, (C) koje is¢ezavaju u beskonacnosti.
Co(A,M,,(C)) postaje C*-algebra uz tockovne operacije nasljedene od M, (C) i
sup-normu

11l == sup{[|f(s)Im.(c) : s € A}.
Tada je M(Cy(A, M, (C))) = Cy(A, M,(C)) = C(BA, M,(C)).

(i) Ako je H Hilbertov prostor tada je M(K(H)) = B(H).

Definicija 1.1.43 Striktna topologija 75 na M(A) je lokalno konveksna Hausdorffova
topologija definirana polunormama .|| - || 1| - || (a € A), gdje je

alle] = llazll i lzfla = [lza] (= € M(A)).

Ako je (z,) mreza u M(A) koja striktno konvergira prema x € M(A), tada pisemo
B
Ty — T.

Istaknimo neka svojstva striktne topologije.
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Propozicija 1.1.44 Neka je A C*-algebra.

(i) Mreza (e,) u A je aproksimativna jedinica za A ako i samo ako vrijedi e, N
La(ay- Specijalno, A je striktno gusta u M(A).

(ii) Involucija na M(A) je striktno neprekidna i (lijevo, odnosno desno) mnozenje
s fiksnim elementom od M (A) je striktno neprekidno.

(iii) Striktna topologija na M (A) je slabija od topologije inducirane normom.
Nadalje, te dvije topologije se podudaraju ako i samo je A unitalna.

Definicija 1.1.45 Neka su A i B C*-algebre. Za x-homomorfizam ¢ : A — M(B)
kazemo da je nedegeneriran ako je

span{¢(a)b: a € A, be B} = B.

Propozicija 1.1.46 Ako su A i B C*-algebre i ¢ : A — M(B) nedegenerirani *-
homomorfizam, tada se ¢ na jedinstven nacin prosiruje do striktno neprekidnog -
homomorfizma ¢° : M(A) — M(A).

|

Napomena 1.1.47 Progirenje ¢° : M(A) — M(B) iz prethodne propozicije je
naprosto restrikcija od ultraslabo neprekdinog prosirenja ¢** : A*™ — B** od ¢ na
M(A).

Ocito je svaki sx-epimorfizam ¢ : A — B nedegeneriran, pa ga prema propoziciji
1.1.46 na jedinstven nacin mozemo prosiriti do striktno neprekidnog *-homomorfizma
@ : M(A) — M(B). Imamo sljedeéi bitan rezultat:

Teorem 1.1.48 (Nekomutativni Tietzeov teorem) Neka su A i B C*-algebre i
¢ : A — B xepimorfizam. Ako je A o-unitalna, tada je progirenje ¢ : M(A) —
M (B) surjektivno.

O

1.2 Reprezentacije C*-algebri

Reprezentacija C*-algebre A na Hilbertovom prostoru H je s-homomorfizam 7 :
A — B(H). Ako pripadni Hilbertov prostor reprezentacije 7 nije istaknut tada ¢emo
ga oznacavati s H,.

Za 1 kazemo da je vjerna reprezentacija ako je ona injektivna. Dimenzija dim
reprezentacije m od A definirana je kao dimenzija pripadnog Hilbertovog prostora H.,.
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Za dvije reprezentacije m : A — B(H) i p: A — B(K) kazemo da su ekvivalentne
i piSemo 7 ~ p ako postoji unitarni izomorfizam U : K — H takav da vrijedi

m(a) =Up(a)U* zasvea € A.

Ako je {74 }aer familija reprezentacija od A tada definiramo njihovu direktnu sumu
.1 Ta kao reprezentaciju m od A na direktnoj sumi @, .; Hr, pripadnih Hilbertovih
prostora s

a€l

m(a)((6)) = (Ta(a)éa) (a € A, (&) € €D Hr,)-

a€l

Za familiju {7m,}eer kaZemo da je wvjerna ako je njihova direktna suma vjerna
reprezentacija.

Neka je 7 reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru H. Za zatvoren pot-
prostor K od H kazemo da je m-invarijantan ako vrijedi m(A)K C K. Tada je s
restrikcijom 7x : @ — m(a)|c definirana reprezentacija mx od A na K koja se zove
subreprezentacija od m. Ako je K m-invarijantan potprostor, tada je i njegov ortog-
onalni komplement K+ 7-invarijantan i vrijedi m ~ mx @ 7. Za reprezentaciju m
kazemo da je ireducibilna ako su {0} i H jedini m-invarijantni potprostori. Vrijedi
sljedec¢i bitan kriterij ireducibilnosti:

Teorem 1.2.1 Reprezentacija w C*-algebre je ireducibilna ako i samo ako su jedini
operatori iz B(H,) koji komutiraju s 7(A) multipli jedini¢nog operatora 1y, .

O
Esencijalni prostor reprezentacije m C*-algebre A je zatvoren potprostor

He* :=span{n(a): a€ Al € Hy} ={m(a)l: a€ A€ € Hyl,

gdje zadnja jednakost slijedi iz Hewitt-Cohenovog teorema fakotrizacije (teorem
1.1.15). Za reprezentaciju m kazemo da je nedegenerirana ako je HE® = H,.. To
je ekvivalentno ¢injenici da je m(1) = 13, ako je A unitalna, odnosno (e, )¢ — & za
sve £ € H,, ¢im je (e,) aproksimativna jedinica za A. Esencijalni prostor HE* od 7 je
uvijek m-invarijantan, subreprezentacija myess je nedegenerirana i vrijedi m ~ myess B0.

Napomena 1.2.2 Neka je m nedegenerirana reprezentacija C*-algebre A na Hilber-
tovom prostoru H. Ako je B C A C*-podalgebra od A takva da je w(B) # {0},
tada je ocito i restrikcija 7|p reprezentacija od B na H. Njen esencijalni potprostor
oznacavamo s Hp. Dakle,

Hp =panir(b)é: be B,E € H} = {x(b)¢: be B, &€ HY,

a pripadnu nedegeneriranu subreprezentaciju (7|g)x, od 7|p ozna¢avamo s 7p.

Za reprezentaciju m od A kazemo da je ciklicka ako postoji vektor £ € H, takav da
je
H,. =span{m(a): a € A} ={n(a)¢: a € A}.
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U tom slucaju za vektor € kazemo da je ciklicki vektor od m. Primijetimo da je svaka
ciklicka reprezentacija nedegenerirana te da je 7 ireducibilna ako i samo ako je svaki
vektor £ € H, \ {0} ciklicki od 7. Za m-invarijantan potprostor K od 7 kazemo da je
ciklicki potprostor od m ako je 7| ciklicka reprezentacija od A. Moze se pokazati da
je svaka nedegenerirana reprezentacija od A ekvivalentna direktnoj sumi neke familije
ciklickih subreprezentacija od A.

Neka je A C*-algebra i I € Id(A). Pretpostavimo da nam je dana nedegenerirana
reprezentacija 7 od I na Hilbertovom prostoru H. Tada nije tesko vidjeti da za svako
a € A postoji jedinstven ogranic¢en operator 7(a) € B(H) takav da vrijedi

7(a)m(b) = w(ab) zasvebe . (1.3)

U tom slucaju je s 7 : a +— 7(a) definirana (nedegenerirana) reprezentacija 7© od A
na H koja proSiruje reprezentaciju .

Napomena 1.2.3 Ako je ideal I esencijalan u A i ako je w vjerna, primijetimo i da
je njeno prosirenje T vjerna reprezentacija od A. Zaista, ako je 7(a) = 0 za neko
a € A, tada iz (1.3) slijedi da je w(ab) = 0 za sve b € I. Bududi da je 7 vjerna,
odavde slijedi da je ab = 0 za sve b € I. Dakle, a € I+ = {0}.

Pretpostavimo sada da nam je dana nedegenerirana reprezentacija m od A na
Hilbertovom prostoru H. Tada je potprostor H; (napomena 1.2.2) m-invarijantan i
Imamo m ~ My, @ Tyt Iz prethodnog rezmatranja slijedi da je reprezentacija my,
jedinstveno odredena djelovanjem od 7 na I (tj. 7y, = 7). S druge strane, imamo
Ty, t(I) = 0, pajes a+ 1+ my1(a) (a € A) dobro definirana reprezentacija
kvocijentne algebre A/I na Hi. To nam pokazuje da ako znamo sve reprezentacije
od I'i A/I tada mozemo rekonstruirati i sve reprezentacije od A.

Ako je rijec o ireducibilnim reprezentacijama tada imamo sljedeéi rezultat:

Teorem 1.2.4 Neka je m ireducibilna reprezentacija C*-algebre A na Hilbertovom
prostoru ‘H i neka je I € Id(A) takav da je w(I) # {0}. Tada je restrikcija 7|; ire-
ducibilna reprezentacija od I na H. Obratno, ako je 7 ireducibilna reprezentacija
od I na H, tada se formulom (1.3) ona na jedinstven nacin prosiruje do ire-
ducibilne reprezentacije 7 na (istom Hilbertovom prostoru) H. Ako su dvije takve
reprezentacije od I ekvivalentne tada su i njihova prosirenja ekvivalentna.

O
Stovise, slican rezultat vrijedi i za hereditarne C*-podalgebre:

Teorem 1.2.5 Neka je B hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A. Ako je w ire-
ducibilna reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru H i ako vrijedi m(B) # {0},
tada je mp ireducibilna reprezentacija od B (na Hilbertovom prostoru Hp).

O
Opcenitije, ako je B C*-podalgebra od A tada svaku nedegeneriranu reprezentaciju
od B takoder mozemo progiriti do nedegenerirane reprezentacije od A, ali na nesto
ve¢em Hilbertovom prostoru. Naime, vrijedi:
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Teorem 1.2.6 Neka je A C*-algebra i B C A njena C*-podalgebra. Ako je 7 nede-
generirana reprezentacija od B, tada postoji nedegenerirana reprezentacija p od A i
zatvoren potprostor K od H, koji je p|g-invarijantan takav da je 7 ~ (p|p)x. Nadalje,
ako je 7 ciklicka (ireducibilna) tada mozemo postiéi i da je p ciklicka (ireducibilna).

O

Reprezentacije na C*-algebrama usko su vezane uz pozitivne linearne funkcionale.

Napomena 1.2.7 Ako je X Banachov prostor tada njegov (topoloski) dual oznac¢avamo
s X*. Dakle, elementi od X* su ograniceni linearni funkcionali na X. Uvijek ¢emo
smatrati da je X C X** preko kanonskog ulaganja ¢x : X — X**.

Neka je A C*-algebra. Za linearni funkcional ¢ na A kazemo da je pozitivan
ako vrijedi p(A;) € R,;. Svaki pozitivni linearni funkcional na A je (automatski)
ogranicen, dakle element od A*. Nije tesko vidjeti da je linearni funkcional ¢ € A*
je pozitivan ako i samo ako vrijedi

Il = lim p(c).

¢im je (e,) aproksimativna jedinica za A. Bitno svojstvo pozitivnih linearnih
funkcionala je da oni zadovoljavaju tzv. SCB-nejednakost!

lp(b*a)|* < (b*b)p(a*a) zasve a,b € A. (1.4)

Nadalje, koristec¢i pozitivne linearne funkcionale, mozemo dati sljede¢u karakteri-
zaciju o-unitalnih C*-algebri (definicija 1.1.18):

Propozicija 1.2.8 Neka je A C*-algebra. Tada je A o-unitalna ako i samo ako
postoji striktno pozitivni element u A (tj. element a € Ay takav da vrijedi p(a) > 0
za svaki pozitivni ne-nul linearni funkcional ¢ na A).

O

Za pozitivni linearni funkcional w na A kazemo da je stanje na A ako vrijedi
|lw|| = 1. Skup svih stanja na A oznacavamo s S(A). S(A) je konveksan podskup
duala A* koji je slabo*-kompaktan ukoliko je A unitalna. Ako A nije unitalna, tada

se svako stanje w € S(A) moze (na jedinstven nacin) prosiriti do stanja @ € S(A),
tako da definiramo

O(la+Al):=wa) + Al (ac A, XeC).
Ako je 7 ciklicka reprezentacija od A s ciklickim vektorom & € H,, tada je s

wr(a) == (m(a)€, )n,

!Schwarz-Cauchy-Bunjakovski
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definirano stanje na A. Obratno, za w € S(A) definiramo
L,:={a€A: w(a*a)=0}. (1.5)

Koriste¢i SCB-nejedakost (1.4), lako se provjeri da je L, zatvoren lijevi ideal u A.
Nadalje, A/L, postaje unitaran prostor uz skalarni produkt

(a+ Ly, b+ L), :=w(ba) (a,b€ A).
Ako za a € A stavimo
mw(a)(b+ Ly) :=ab+ L, (beA),

tada je m,(a) ograni¢en operator na A/L, (s ||m,(a)|| < |lal|), pa se m,(a) na jedin-
stven nacin prosiruje do ograni¢enog operatora (kojeg takoder oznacavamo s m,(a))
na upotpunjenje H, od A/L,. Takoder, nije tesko vidjeti da je s 7, : a — m,(a)
definirana reprezentacija od A na H,,. Stovise, vrijedi:

Teorem 1.2.9 (Geljfand-Naimark-Segal) Neka je A C*-algebra i w € S(A).
Tada postoji jedini¢ni vektor &, € H, koji je ciklicki za reprezentaciju m, takav
da vrijedi

w(a) = (my(a)éy,&w)w zasve a € A. (1.6)

O

Definicija 1.2.10 Zareprezentaciju m, (w € S(A)) kazemo da je GNS-reprezentacija
pridruzenja stanju w, a pripadnu konstrukciju reprezentacije 7, zovemo GNS-
konstrukcija.

Za stanje w € S(A) kazemo da je cisto stanje ukoliko je w ekstremna tocka konvek-
snog skupa S(A). Cista stanja na A su to¢no ona stanja za koja GNS-konstrukcija
rezultira ireducibilnim reprezentacijama. StoviSe, vrijedi:

Teorem 1.2.11 Neka je A C*-algebraiw € S(A). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) w je cisto stanje na A;
(ii) pripadna GNS-reprezentacija m,, je ireducibilna;
(ili) kerw = L, + L}, (ovdje je L} = {z*: z € L,}).

O

Bitno svojstvo cistih stanja je da ona separiraju tocke od A. Naime, koristeci
Krein-Milmanov teorem, moze se pokazati da za svaki a € A postoji Cisto stanje
w na A takvo da je w(a*a) = |lal|?>. Koristeéi tu ¢injenicu, teorem 1.2.11 i GNS-
konstrukciju, dobivamo sljedeéi bitan rezultat:
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Teorem 1.2.12 Neka je A C*-algebra. Tada za svaki a € A postoji ireducibilna
reprezentacija m od A takva da je w(a) = ||al|.

O

Definicija 1.2.13 Neka je A C*-algebra. Za reprezentaciju

Ty, 1= @)ﬂ'w

weS(A

kazemo da je univerzalna reprezentacija od A, a za reprezentaciju

e @

weP(A)
kazemo da je reducirana atomska reprezentacija od A.

Iz teorema 1.2.12 slijedi da je m, (pa onda i 7,) vjerna reprezentacija od A. Odavde
odmah slijedi tvrdnja iz teorema 1.1.9.

Na kraju ove tocke iskazimo jedan bitan rezultat (i njegovu posljedicu) koji je
vezan uz ireducibilne reprezentacije:

Teorem 1.2.14 (Kadisonov teorem tranzitivnosti) Neka je A C*-algebra i neka
je m ireducibilna reprezentacija od A. Tada za svaki operator € B(#,) i kona¢no-
dimenzionalni projektor p € B(H,) postoji element a € A s ||a| = ||z| takav da
vrijedi

7(a)|pr. = Tyt
Ako je x hermitski, tada mozemo postic¢i i da je a hermitski. Ako je A unitalna i x
unitaran, tada mozemo posti¢i i da je a unitaran.

Korolar 1.2.15 Neka je 7 ireducibilna reprezentacija C*-algebre A. Tada je ona
i algebarski ireducibilna, tj. ako je V' C #H, (ne nuzno zatvoren) m-invarijantan
vektorski potprostor od H,, tada je V = {0} ili V = H,..

O

1.3 Von Neumannove algebre

Neka je H Hilbertov prostor. Osim topologije inducirane iz operatorske norme,
na B(#H) postoje i mnoge druge bitne topologije. Nama ¢e posebno biti interesantne
sljedece tri:
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(i) Ultraslaba topologija ili slaba*-topologija na B(H) je lokalno konveksna Haus-
dorffova topologija inducirana kanonskom dualnosti izmedu B(H) i T(H) (gdje
T(H) oznacava algebru svih operatora na H s konac¢nim tragom). Ona je dana
S

(z,y) == tr(zy), (z€B(H), y€T(H)).

S obzirom na tu dualnost B(H) mozemo identificirati s dualom od T(H).

(ii) Slaba operatorska topologija (krace WOT?) na B(H) je lokalno konveksna Haus-
dorffova topologija odredena polunormama

Penla) = [{a&;m|, (&0 € H).

Tipicna WOT-okolina operatora a € B(H) je oblika
{2 € BOH): |((a—2)n)| < e zasve | <i<n),

gdjesu &y, ..., &, m,...,n, € Hie > 0. Lako se provjeri da je WOT najslabija
topologija na B(H) s obzirom na koju su sva vektorska stanja we : a — (a&, &)

(€ € H, ||€]| = 1) neprekidna.

(iii) Jaka operatorska topologija (krace SOT?) na B(H) je lokalno konveksna Haus-
dorffova topologija odredena polunormama

pela) == |lagll, £ €.
Tipiéna SOT-okolina operatora a € B(#H) je oblika
{r € B(H) : |[(a —x)&|| < e, zasve 1l <i<mn},
gdjesu&y,.... 6, e Hie>0.

Ocito je jaka operatorska topologija jaca od slabe operatorske topologije. Ipak, SOT
i WOT duali od B(H) se podudaraju. Naime, vrijedi:

Propozicija 1.3.1 Za linearni funkcional ¢ na B(#) sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne:

(1) (,D(.ZU) = Z?:1<x£iv nl>’ za neke 617 s 7§n7n1a sy Mn € Ha
(ii) ¢ je WOT-neprekidan;
(iii) ¢ je SOT-neprekidan.

(I
Specijalno, WOT-zatvarac i SOT-zatvrac konveksnog skupa se podudaraju. Takoder,
iz prethodne propozicije slijedi da je slaba operatorska topologija na B(#) u stvari

2engl. weak operator topology
3eng1. strong operator topology



27 1.3 Von Neumannove algebre

slaba topologija s obzirom na dualnost (B(#H),F(H)), gdje F(H) oznacava prostor
svih operatora konacnog ranga na H. Ako za vektore £, € H sa £ ® n oznac¢imo
operator (najvise) ranga 1,

E@n: (= (¢,m¢ (C€H),

tada se svaki operator y € F(H) moze zapisati u obliku y = " | & ® n;. Tada je
dualnost (B(H),F(#H)) dana s

n

(w,y) =Y (a&,m) (v €B(H)).

i=1

Primijetimo da odavde odmah slijedi da je slaba operatorska topologija slabija od
ultraslabe topologije. Nadalje, nije tesko vidjeti da se te dvije topologije podudaraju
na ograni¢enim podskupovima od B(H).

Bitno svojstvo jake operatorske topologije je da je ona potpuna s obzirom na uredaj
na hermitskim operatorima. Naime, vrijedi

Teorem 1.3.2 (Vigier) Neka je (a,) mreza hermitskih operatora u B(H). Tada je
(as) SOT-konvergentna, ¢im je ona rastuca i odozgo omedena ili padajuéa i odozdo
omedena.

|

Definicija 1.3.3 Za x-algebru A C B(H) kazemo da je von Neumannova algebra
ako je A SOT-zatvorena (ili ekvivalentno, ako je A WOT-zatvorena).

Ocito je svaka von Neumannova algebra C*-algebra. Nadalje, ako je (e,) aproksi-
mativna jedinica von Neumannove algebre A C B(#), tada prema teoremu 1.3.2
ona SOT-konvergira prema hermitskom operatoru p € A. Tada je o¢ito p jedinica
u A. Specijalno, svaka von Neumannova algebra je unitalna C*-algebra. Takoder
primijetimo da posebno jednostavan oblik imaju SOT-zatvoreni ideali u A:

Propozicija 1.3.4 Neka je A C B(H) von Neumannova algebra i neka je I ideal u A
koji je SOT-zatvoren. Tada postoji jedinstven centralni projektor p € Z(I) C Z(A)
takav da je I = pA = Ap.

O
Naravno, p je jedinica von Neumannove algebre I.

Ako je S C B(H) tada komutant od S definiramo s
S":={rx e€B(H): zy=yz, zasvey e S}
Za skup S” := (S") kazemo da je bikomutant od S. Vrijedi sljedeéi bitan teorem:

Teorem 1.3.5 (von Neumannov teorem o bikomutantu) Neka je A C B(H)
x-algebra takva da je 14 € A. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
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(i) A" = A;

(ii) A je SOT-zatvorena.

Cesto ¢emo koristiti 1 sljede¢i bitan teorem:

Teorem 1.3.6 (Teorem Kaplanskog o gusto¢i) Neka je A C B(H) C*-algebra i
A njeno SOT-zatvorenje. Tada vrijedi:

(i) Ball(A) je SOT-gusta u Ball(A);
(i

) Ball(4},) je SOT-gusta u Ball(A},);
(iii) Ball(A,) je SOT-gusta u Ball(A,);
)

(iv) Ako je A unitalna tada je grupa svih unitarnih operatora u A SOT-gusta u
grupi svih unitarnih operatora u A.

O
Specijalno, ultraslabi zatvara¢ C*-algebre A C B(H) se podudara sa njenim SOT-
zatvaracem (odnosno WOT-zatvaracem).

Neka je A C*-algebra, A** njen bidual, 7 : A — B(H,) reprezentacija od A i
m(A)” von Neumannova algebra generirana s A. Tada se 7 moze na jedinstven nacin
prosiriti do (slabo*,ultraslabo)-neprekidnog linearnog operatora 7 : A** — w(A)”
za kojeg vrijedi m(Ball(A**)) = Ball(7w(A)"). Specijalno, prosirenje 7 je surjektivno.
Ako tu konstrukciju primijenimo na njenu univerzalnu reprezentaciju 7, (definicija
1.2.13), imamo sljede¢i bitan rezultat (koji ujedno opravdava naziv ”univerzalna
reprezentacija”).

Teorem 1.3.7 (Sherman) Neka je A C*-algebra i 7, njena univerzalna reprezentacija.
Tada je jedinstveno (slabo*,ultraslabo)-neprekdino progirenje 7, : A** — m,(A)”
izometricki izomorfizam Banachovih prostora. Specijalno, za svaku reprezentaciju
p : A — B(H,) postoji ultraslabo neprekidni surjektivni *-homomorfizam p :
mu(A)”" — p(A)” za kojeg dijagram

komutira.
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Definicija 1.3.8 Za von Neumannovu algebru 7,(A)"” kazemo da je wniverzalna
omotacka von Neumannova algebra od A.

Napomena 1.3.9 Radi teorema 1.3.7 mi ¢emo ubuduce identificirati 7, (A)"” s A**.

1.4 Spektar i primitivni spektar C*-algebre. Dauns-
Hofmannov teorem

Definicija 1.4.1 Neka je A C*-algebra.

(i) Skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija od A zovemo spektar
od A ioznacavamo s A. Klasu ekvivalencije ireducibilne reprezentacije m od A
oznacavamo s [r].

(ii) Za ideal P € Id(A) kazemo da je primitivan ukoliko postoji ireducibilna
reprezentacija m od A takva da je P = kerw. Skup svih primitivnih ideala
u A oznacavamo s Prim(A) i zovemo primitivni spektar od A.

(iii) Za ideal P € Id(A) kazemo da je prim ako za svaka dva ideala I, J € Id(A) iz
IJ=1nNnJ C Pslijedi I C Pili J C P. Skup svih prim ideala u A zovemo
prim spektar od A i oznacavamo s Prime(A).

(iv) Za ideal M € 1d(A) kazemo da je maksimalan ako je M # A i ako za bilo koji
ideal J € Id(A) iz M C J slijedi J = M ili J = A. Skup svih maksimalnih
modularnih ideala u A zovemo maksimalni spektar od A i oznacavamo ga s

Max(A).

Za S C A definiramo Jjusku hull(S) od S kao skup svih primitivnih ideala koji
sadrze S. Ako je F' bilo koji neprazan podskup od Prim(A) tada definiramo jezgru
ker(F') od F kao presjek svih ideala u F. Takoder stavljamo ker(()) := A.

Propozicija 1.4.2 Neka je A C*-algebra.
(i) Za svaki ideal I € Id(A) vrijedi
I = ker(hull([])).

Drugim rijecima, svaki ideal u A je presjek skupa svih primitivnih ideala u A
koji ga sadrze.

(ii) Prim(A) C Prime(A). Drugim rije¢ima, svaki primitivni ideal u A je prim.
(iii) Max(A) € Prim(A). Drugim rije¢ima, svaki maksimalni modularni ideal u A

je primitivan.

Istaknimo sljedece tri bitne klase C*-algebri:
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Definicija 1.4.3 Za C*-algebru A kazemo da je:
(i) prosta, ako A nema pravih ideala;

(ii) primitivna, ako je {0} primitivni ideal u A (ili ekvivalentno, ako A dopusta
vjernu ireducibilnu reprezentaciju);

(iii) prim, ako je {0} prim ideal u A.

Napomena 1.4.4 Neka je A C*-algebra. Primijetimo da je ideal P u A primitivan
(prim) ako i samo ako je A/P primitivna (prim) C*-algebra. Nadalje, ocito je svaka
prosta C*-algebra primitivna. Iz propozicije 1.4.2 slijedi i da je svaka primitivna
C*-algebra prim.

Ukoliko je A separabilna, tada vrijedi i obrat zadnje tvrdnje.

Teorem 1.4.5 Neka je A separabilna prim C*-algebra. Tada je ona primitivna.

O

Dugo vremena bio je otvoren problem da li je svaka prim C*-algebra primitivna.
Tek nedavno, Weaver je u [71] pokazao da je odgovor na to pitanje negativan.

Istaknimo i sljedeéi rezultat vezan uz prim C*-algebre:

Propozicija 1.4.6 Neka je A C*-algebra A. Tada je ekvivalentno:
(i) A je prim;
(ii) M(A) je prim;
(i) Ako su a,b € A takvi da je aAb = {0}, tada je a = 0ili b = 0.
Nadalje, u tom slucaju vrijedi

C1, ako je A unitalna,

2(4) :{ {0}, inace.

O

Skup Prim(A) mozemo opskrbiti sa prirodnom topologijom koju definiramo na
sljedec¢i nacin:

Definicija 1.4.7 Neka je A C*-algebra. Za podskup F' C Prim(A) definiramo zat-
vara¢ F od F's

F = hull(ker(F)).

Teorem 1.4.8 Neka je A C*-algebra. Tada postoji jedinstvena topologija na
Prim(A) s obzirom na koju je podskup F' C Prim(A) zatvoren ako i samo ako vrijedi
F' = F. Ona ima sljedeca svojstva:
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(i) Prim(A) je To-prostor.

(ii) Preslikavanje I +— hull(7) je bijekcija sa Id(A) na sve zatvorene podskupove od
Prim(A).

(i) Akosu I,J € Id(A) tada je I C J ako i samo ako je hull(J) C hull(]).

Definicija 1.4.9 Topologija na Prim(A) iz prethodnog teorema zove se Jacobsonova
topologija.

Primijetimo da iz teorema 1.4.8 (ii) slijedi da su otvoreni podskupovi u Prim(A)
tocno oni skupovi oblika
{P € Prim(A4): I ¢ P}, (1.7)

za neki I € 1d(A).

Napomena 1.4.10 Opcenito, kao topoloski prostor, primitivni spektar C*-algebre
ne mora zadovoljavati ostale aksiome separacije osim aksioma Tj.

(i) Primijetimo da je Prim(A) Ti-prostor ako i samo ako je svaki primitivni ideal
u A maksimalan.

(ii) Primjer C*-algebre kod koje Prim(A) nije T}-prostor je algebra B(H) za sepa-
rabilan Hilbertov prostor H. Naime, Prim(B(H)) = {{0}, K(H)}, pa {0} nije
maksimalni ideal u B(H).

(iii) U klasu C*-algebri kod kojih je Prim(A) Ti-prostor spadaju sve liminalne (ili
CCR) C*-algebre. Prisjetimo se, za C*-algebru A kazemo da je liminalna ako
je m(A) = K(H,), za svaku ireducibilnu reprezentaciju = od A.

Buduci da ekvivalentne ireducibilne reprezentacije imaju iste jezgre, postoji kanon-
ska surjekcija sa A na Prim(A) dana s [r] — ker 7. Spektar A opskrbljujemo s najs-
labijom topologijom s obzirom na koju je ta surjekcija neprekidna. Ta se topologija
takoder zove Jacobsonova topologija. Primijetimo da je A Ty-prostor ako i samo ako
su svake dvije ireducibilne reprezentacije od A s istim jezgrama ekvivalentne.

Napomena 1.4.11 Ubuduce, kada govorimo o spektru ili o primitivnom spektru C*-
algebre, uvijek ¢emo smatrati da su oni opskrbljeni sa Jacobsonovom topologijom.

Koristeci teorem 1.2.4 nije tesko dokazati sljede¢u tvrdnju:

Propozicija 1.4.12 Neka je A C*-algebra, I € Id(A) i ¢; : A — A/I kvocijentni
x-epimorfizam.

(i) Preslikavanje P +— P N I je homeomorfizam s otvorenog podskupa {P €
Prim(A) : I € P} od Prim(A) na Prim(I). Takoder, preslikavanje 7] — [m/]
je homeomorfizam s otvorenog podskupa {[7] € A : [r;] # 0} od A na I.
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(ii) Preslikavanje @ — ¢;'(Q) je homeomorfizam s Prim(A/I) na zatvoren podskup
hull(Z) = {P € Prim(A) : I C P} od Prim(A) s inverzom P +— P/I. Takoder,
preslikavanje [r] + [ o ¢;] je homeomorfizam s (A/I) na zatvoren podskup
{[x] € A: 7, =0} od A.

O

Napomena 1.4.13 Zbog prethodne propozicije, mi ¢emo ubuduce poistovijetiti
hull(7) s Prim(A/I) (I € Id(A)).

Promotrimo sljede¢a dva jednostavna primjera, koji ujedno opravdavaju prirod-
nost definicije Jacobsonove topologije.

Primjer 1.4.14 Neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov prostor i neka je
A = Cy(A) pripadna komutativna C*-algebra. Izaberimo proizvoljnu ireducibilnu
reprezentaciju m od A. Bududi da komutant w(A)" od 7(A) sadrzi m(A), prema
teoremu 1.2.1 imamo 7(A) C m(A)" = Cly,.. Odavde slijedi da je svaki zatvoren pot-
prostor od H, m-invarijantan, a kako je 7 ireducibilna, mora biti dim H, = 1. Dakle,
7 je karakter na A, pa postoji tocka s € A takva da je m1 = m,; gdje smo s 7w, oznacili
karakter evaluacije u tocki s. Naravno, za razlicite tocke sq, so € A reprezentacije g,
i 7, nisu ekvivalentne, pa je

A={r,: se A} i Prim(4) = {kerm, : s € A}.
Akoje SCA i F = {kermy: s € S}, primijetimo da je
F = hull(ker(F)) = hull{f € Co(A) : f|s =0} = {kerm, : s € S}.

Primjer 1.4.15 Neka jesada A := Cy(A, M, (C)), gdje jen € Ni A lokalno kompak-
tan Hausdorffov prostor (vidjeti primjer 1.1.42 (ii)). Za s € A nekajews : A — M, (C)
evaluacija u tocki s. Ukoliko M,,(C) poistovijetimo s B(C"™), tada svaka evaluacija
s daje ireducibilnu reprezentaciju od A. Primijetimo da ukoliko izabremo neku
drugu identifikaciju od M,,(C) sa B(C"), tada pripadne evaluacije daju ekvivalentne
reprezentacije. Naime, ako su S, T : M,,(C) — B(C") *-izomorfizmi, tada je S o T~*
sx-automorfizam od B(C"), pa je stoga oblika X — UXU* za neki unitarni opera-
tor U na C". Odavde slijedi da U implementira ekvivalenciju izmedu reprezentacija
Tons:aw— T(a(s))iSoms:a— Sa(s)).
Tvrdimo da je

~

A={[r]: s€A), (1.8)

te da je preslikavanje A — A dano s s — [75] homeomorfizam.
Kako bi to dokazali, najprije primijetimo da je centar od A oblika

Z(A) ={f1ln: [ € Co(A)} = Co(A), (1.9)

gdje je s 1, oznacena jedini¢éna matrica iz M, (C). Naime, jedine matrice iz M,,(C)
koje komutiraju sa svim matricama iz M,(C) su skalarne matrice, sto zajedno s
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neprekidnoséu funkcija iz A povlaéi jednakost (1.9).
Neka je 7 ireducibilna reprezentacija od A. Prema primjeru 1.4.14 postoji jedin-
stvena tocka sy € A takva da je 7w(f1,) = f(so)ls,. Tvrdimo da je

Js, :={a € A: a(sg) =0} C kerm.

Zaista, neka su a € Js, i € > 0. Zbog neprekidnosti od a postoji okolina U oko sg
takva da je |la(s)|| < € za sve s € U. lzaberimo neprekidnu funkciju f: A — [0, 1]
takvu da je f(sg) =01 f(s) =1zasve s € A\ U. Tada je |a(s) — f(s)a(s)]| < e
za sve s € A, odakle slijedi ||7(a) — 7(fa)|| < e. Ukoliko a faktoriziramo u obliku
a=(gl,)b, gdje su g € Cy(A)ib € A, tada je fg € Cy(A), pa imamo

m(fa) =m(fgln)m(b) = (fg)(s0)m(b) = 0.

Dakle, ||7(a)|| < e. Kako je e > 0 bio proizvoljan, imamo 7(a) = 0, odnosno a € ker 7.

Buduéi da je J;, C kerm, s 7 : a+ Jg, — m(a) je dana ireducibilna reprezentacija
od A/Jg, na istom Hilbertovom prostoru H,. Primijetimo da je 7 ireducibilna, jer
ima istu sliku kao 7. Buduéi da 7y, : @ = M,,(C) inducira -izomorfizam ¢, s A/ Js,
na M, (C), kompozicija 7 o ¢! daje ireducibilnu reprezentaciju od M, (C). Kako su
sve ireducibilne reprezentacije od M,,(C) ekvivalentne jedini¢noj reprezentaciji, slijedi
da je reprezentacija m = 7 o ¢5_01 oy, ekvivalentna s m,,. Buduci da za s # sy postoji
a € A takav da je a(s) = 01 a(sg) # 0, slijedi da 7, i 75, imaju razlic¢ite jezgre, pa
stoga ne mogu biti ekvivalentne. Time smo dokazali jednakost (1.8).

Dokazimo i da je preslikavanje s — [r,] s A na A homeomorfizam. Buduéi da
je preslikavanje [r,] — ker 7, bijekcija s A na Prim(A), dovoljno je dokazati da je
s — ker m; homeomorfizam s A na Prim(A). Nadalje, kako bi to dokazali, dovoljno
je dokazati da vrijedi

{kerm,: s €V} ={kerm,: s €V} (1.10)

za svaki podskup V' C A. Po definiciji zatvaraca u Prim(A), znamo da je lijeva strana
u (1.10) oblika {kerm, : s € W}, gdje je W := {s" € A: (N, kerm, C kermy}.
Trebamo pokazati da je W = V. Buduéi da su svi elementi iz a neprekidne funkcije na
A, iz aly = 0 slijedi alzz = 0, pa je svakako V C W. S druge strane, ako je s’ € A\ V
tada postoji neprekidna funkcija f € Cy(A) takva da je fli =01 f(s') = 1. Slijedi
da je f1, € kerm, zasve s € Vi f1, & ker 7y, §to povlaci s' € W. Dakle, mora biti
W =V i time je tvrdnja u potpunosti dokazana.

Neka je A C*-algebra. Za element a € A definiramo funkciju norme od a s
a:Prim(A) - R,, a(P):=la+ P|.
Funkcije norme su ocito ograni¢ene. Stovise, iz teorema 1.2.12 slijedi da je
sup{a(P): P € Prim(A)} = ||a|| zasvea € A.

Takoder primijetimo da funkcije norme separiraju tocke od Prim(A).



Poglavlje 1. Preliminarni materijali 34

Propozicija 1.4.16 Neka je A C*-algebra.

(i) Funkcije norme su odozdo poluneprekidne, tj. za svako a € A1 a > 0 skup
{P € Prim(A) : a(P) < a} je zatvoren u Prim(A).

(ii) Ako je {a;} gust podskup u Ball(A) tada skupovi oblika U; := {P € Prim(A) :
a;(P) > 3} ¢ine bazu topologije za Prim(A).

(i) Zaa € Aia > 0skup {P € Prim(A) : a(P) > a} je kompaktan (ali ne nuzno
zatvoren).

Korolar 1.4.17 Neka je A C*-algebra. Tada je Prim(A) lokalno kompaktan Tp-
prostor koji je kompaktan ukoliko je A unitalna. Ako je A separabilna tada Prim(A)
zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

(]
Za primitivni ideal P € Prim(A) kazemo da je separiran ako za svaki @ € Prim(A)

koji nije u zatvaracu od {P} (tj. P ¢ Q) postoje disjunktne otvorene okoline od P i
Q u Prim(A). Vrijedi:

Teorem 1.4.18 Neka je A C*-algebra.

(i) Primitivni ideal P € Prim(A) je separiran ako i samo ako su sve funkcije norme
a (a € A) neprekidne u P. Specijalno, Prim(A) je Hausdorffov ako i samo ako
su sve funkcije norme neprekidne na Prim(A).

(ii) Ako je A separabilna tada je skup svih Hausdorffovih tocaka neprazan i gust u
Prim(A).

Na kraju ove tocke iskazimo fundamentalni Dauns-Hofmannov teorem koji ukratko
kaze da centar multiplikatorske algebre od A mozemo poistovjetiti s C*-algebrom
Cy(Prim(A)) svih ogranic¢enih neprekidnih kompleksnih funkcija na Prim(A). Pre-
ciznije, vrijedi:

Teorem 1.4.19 (Dauns-Hofmann) Neka je A C*-algebra. Za svako P € Prim(A)
neka je gp : A — A/P pripadni kvocijentni s-epimorfizam. Tada postoji -
izomorfizam W, : Z(M(A)) — Cy(Prim(A)) takav da vrijedi

qp(za) = W 4(2)(P)gp(a) zasve z € Z(M(A)), a€ Ai P € Prim(A).

a
Mi ¢emo samo opisati konstrukeiju preslikavanja ¥4 sa Z(M(A)) u Cyp(Prim(A)).
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Neka je 7 ireducibilna reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru H,. Radi
jednostavnosti oznaka, stavimo Z := Z(M(A)), te neka je Z prostor svih karaktera
na Z i Z maksimalni spektar od Z (tj. prostor svih maksimalnih ideala u 7).

Prema teoremu 1.2.4 7 mozemo na jedinstven nacin prosiriti do (ireducibilne)
reprezentacije 7 od M (A) na H,, za koju vrijedi vrijedi (1.3). Kako je 7 ireducibilna,
za svako z € Z imamo 7(z) C w(A) = Cly,. Dakle, 7(z) = wg(2)1ly,, gdje je
wy : Z — C x-homomorfizam i w,(1) = 1. Drugim rije¢ima, w, je karakter od Z.
Zbog (1.3) imamo

kerw, =keriNZ ={z¢€ 2Z: zA Ckern},
pa w, ovisi samo o ker 7. Tada je s
Xa: Prim(A) = Z,  ya(ker7) := ker wy (1.11)
dobro definirano preslikavanje. Tvrdimo da je x4 neprekidno. Za J € 1d(Z)
Oy :={kerw: we ZiJgkerw}

je tipi¢an otvoren skup u Z. S druge strane, neka je AlJ] ideal u A generiran s J, tj.

AlJ] = {Zziai :neNz€eZ a € A} = JA, (1.12)

=1

prema Hewitt-Cohenovom teoremu faktorizacije (teorem 1.1.15). Za njegov pripadni
otvoren skup

Oy = {P € Prim(A) : A[J] € P}
u Prim(A) vrijedi
X1 (0y) = {PePrim(A4): ya(P) €Oy}
= {kerm: [7] € AiJ ¢ kerw,}
= {kerm: [r] € Ai A[J] € ker7}
= Oap-
Dakle, x4 je neprekidno preslikavanje, pa inducira *-homomorfizam

U, Z(M(A)) = Cy(Prim(A)), Ta(z) =209 o xa, (1.13)

gdieje ) : Z — Z, 1 : w > kerw kanonski homeomorfizam i 2 : Z — C Geljfandova
transformacija od z. Eksplicitno, imamo

~

Ua(z)(kerm)ly, = 2(we)ly, =7(2), z€ Z1i[n] €A (1.14)
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Za P € Prim(A) neka je [1] € A takva da je kerm = P. Ako A/P poistovjetimo s
m(A) (preko kanonskog izomorfizma a + P +— m(a)), imamo

qp(za) = m(za) = 7(z)mw(a) = Va(2)(P)m(a) = Va(2)(P)gr(a),

zasve z € Z(M(A))ia € A.
Odavde direktno slijedi injektivnost od ¥ 4. Naime, iz W 4(z) = 0 slijedi gp(za) = 0
zasve a € Ai P € Prim(A), odnosno

za € ﬂ{P : P ePrim(A)} ={0} zasveac A

Dakle, zA = {0}, a kako je A esencijalan ideal u M(A), mora biti z = 0.
Dokaz surjektivnosti od ¥4 moze se naéi u [58].

Napomena 1.4.20 Neka je A C*-algebra i neka je x4 preslikavanje iz (1.11).
(i) Ako je P € Prim(A) takav da Z(A) € P, tada je
xa(P)=PnNZ(A) € Max(Z(A)).

Nadalje, za svaki J € Max(Z(A)) postoji P € Prim(A) takav da je PNZ(A) =
J. Zaista, neka je p ireducibilna reprezentacija (karakter) od Z(A) s jezgrom J.
Prema teoremu 1.2.6 p mozemo prosiriti do ireducibilne reprezentacije m od A
(na nesto ve¢em Hilbertovom prostoru). Buduéi da je za = € J C Z(A), n(z)
skalarni operator i p(z) = 0, mora biti i m(z) = 0. Dakle, J = kerp C ker,
odakle slijedi da je xa(ker m) = kermNZ(A) = J. Specijalno, ako je A unitalna,
X4 je surjekcija i xa(P) = PN Z(A) za sve P € Prim(A).

(ii) Akoje z € Z(M(A)), P € Prim(A), tada iz definicije (1.13) od ¥4 slijedi
(Wa(2)(P)| = ||z + Pl = 2(P.),

gdje je P, jedinstven primitivni ideal od M (A) takav da je P,N A = P. Ukoliko
je z € Z(A) tada je ||z + Pi|| = ||z + P||, odakle slijedi da su sve funkcije norme
Z (z € Z(A)) centralnih elemenata neprekidne na Prim(A). Specijalno, ako je
A unitalna, imamo

C(Prim(A)); = Ua(Z(A)s) = {5: = € Z(A)s}.

1.5 Topologije na idealima i primalni ideali

Neka je T topoloski prostor, neka je §(T') hiperprostor svih zatvorenih podskupova
od T i stavimo §F(T) := F(T)\{0}. Za podskup L C T kazemo da je granic¢an ukoliko
postoji mreza u 1" koja konvergira prema svim tockama iz L.

Napomena 1.5.1 Nije tesko vidjeti da je podskup L C T granican ako i samo ako
svaka konacna familija otvorenih podskupova koja sijece L ima neprazan presjek.
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Oznacimo sa £(7") sve grani¢ne podskupove od 7' i stavimo £(T) := £(T) N F'(T).
Koriste¢i Zornovu lemu lako se vidi da je svaki L € £(7") sadrzan u nekom maksimal-
nom grani¢cnom skupu. Ocito je svaki maksimalan grani¢ni skup zatvoren i neprazan.
Sa M(T') oznacavamo familiju svih maksimalnih grani¢nih skupova.

Pretpostavimo da je T lokalno kompaktan (ne nuzno Hausdorffov) prostor, u smislu
da svaka tocka iz T' ima bazu okolina koja se sastoji od kompaktnih skupova (kao sto
je to slucaj za T = Prim(A)).

Fellova topologija 75 na §(T') je zadana pomoc¢u baze, koju tvore svi skupovi oblika

UK,O)={CeF(T): CNK=0,CNO#D zasve O € O},

gdje je K prolazi po svim kompaktnim podskupovima od 7', a O po svim konacnim
familijama otvorenih podskupova od T'. Uz nju, §F(7) postaje kompaktan Hausdorf-
fov prostor (vidjeti [32]). Ukoliko T" ima prebrojivu bazu topologije, (F(7'),7s) je
metrizabilan (vidjeti [25]).

Michaelova odozdo polukonacna topologija T, na §F(T') zadaje se takoder pomocu
baze, koju tvore svi skupovi oblika U (), O), gdje O prolazi po svim kona¢nim famil-
ijjama otvorenih podskupova od T'. O¢ito je T, slabija od 74 i s obzirom na nju §(7)
je To-prostor. Naime, za svako C € §(T') imamo

{CY" ={C"eF(T): C'cCY,

pa razli¢ite tocke iz §(7T") imaju razli¢ite 7,-zatvarace. Nadalje, u nedavnom ¢lanku
[44] Lazar je dokazao da je §(T) 7,-lokalno kompaktan prostor. Za ostale detalje i
reference vezane uz te topologije ¢itatelja upuc¢ujemo na c¢lanak [44].

Primijenimo sada prethodno razmatranje na slucaj kada je A C*-algebra i T :=
Prim(A). Tada znamo da je preslikavanje I +— Prim(A/I) bijekcija s Id(A) na
§(Prim(A)) (teorem 1.4.8), pa topologije 75 i 7, mozemo prenijeti na Id(A) (koje
takoder redom oznacavamo s 7 i 7,). Eksplicitno, 7, je lokalno kompaktna Tg-
topologija ¢iju bazu okolina tvore svi skupovi oblika

UF):={l €ld(A): JZ I zasve J € F},

gdje F prolazi po svim kona¢nim podskupovima od Id(A). Naravno, relativna 7,-
topologija na Prim(A) se podudara s Jacobsonovom topologijom.

Topologija 7, je kompaktna Hausdorffova i moguce ju je jednostavno opisati preko
konvergentnih mreza. Naime, za mrezu (1,) u Id(A4) i I € Id(A) vrijedi

In "1 & |a+ 1) — |la+1I|, zasveac A.

Dokaz te ¢injenice moze se naéi u [31]. Takoder napomenimo da se u ovom kontekstu
topologije 75 i 7, redom zovu jaka i slaba topologija na Id(A).

Definicija 1.5.2 Neka je A C*-algebra i neka je I € Id(A).

(i) Za I kazemo da je primalan ideal ako je Prim(A/I) granican skup u Prim(A).
Skup svih primalnih ideala u A oznac¢avamo s Primal(A).
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(ii) Za I kazemo da je minimalan primalan ideal ako je Prim(A/I) maksimalan
granican skup u Prim(A). Skup svih minimalnih primalnih ideala u A
oznacavamo s MinPrimal(A).

(iii) Za I kazemo da je m-primalan ideal (n > 2) ako je za sve Py,...,P, €
Prim(A/I) skup {Py,..., P,} granican u Prim(A). Skup svih n-primalnih ide-

ala u A oznacavamo s Primal,,(A).
Takoder stavljamo Primal/,(A) := Primal(A) \ {A} i Primal’(A) = Primal(A) \ {A}.
Napomena 1.5.3 (i) Dogovorno uzimamo da su svi ideali u A 1-primalni.

(ii) Ideal I € 1d(A) je n-primalan ako i samo ako je za sve Py, ..., P, € Prim(A/I)
presjek P, N ---N P, primalan ideal.

Imamo sljedeéu algebarsku karakterizaciju (n-)primalnosti:

Propozicija 1.5.4 Neka je A C*-algebra i I € Id(A). Tada vrijedi

(i) Ideal I je m-primalan ako i samo ako za bilo koju n-torku ideala Jy,...,J, €
Id(A) iz Jy -+ J, = {0} slijedi J; C I zaneko 1 <i <n.

(ii) Ideal I je primalan ako i samo ako je I n-primalan za svako n > 2. Dakle

Primal(A) = ﬂ Primal, (A).

Dokaz. (i). Pretpostavimo da je I nm-primalan i neka su Ji,...,J, € Id(A) takvi
da vrijedi J; € I (1 < i < n). Tada Prim(A4/I) € Prim(A/J;), pa postoji P; €
Prim(A/I) takav da je

PelU;:={PePrim(A): ;£ P} (1<i<n) (1.15)

Kako je I n-primalan, L := {Py,..., P,} je grani¢an podskup od Prim(A). Nadalje,
skupovi U; su otvoreni u Prim(A), a iz (1.15) slijedi da je LNU; # 0 (1 < i < n).
Napomena 1.5.1 povlaci da je (),.;., Ui # 0. Neka je P € (,c,,, Ui Tadaje J; € P
(1 <i<n),akako je P prim ideal (propozicija 1.4.2), mora biti J; - - - J, # {0}.

Obratno, pretpostavimo da I nije n-primalan. Tada postoje Pi,..., P, €
Prim(A/I) takvi da L := {Py,..., P,} nije granican podskup od Prim(A). Prema
napomeni 1.5.1, postoje otvoreni podskupovi Uy, . . ., U, od Prim(A) takvi da U;NL #
0 (1<i<n)i()ce,Ui =0. Nekasu J; € Id(A) takvi da je U; = {P € Prim(A) :
J; € P} (1 <i<n). Tada je ocito Jy -+ J, =0, ali J; € [ zasve 1 <i<n.

(ii). Tvrdnja slijedi direktno iz napomene 1.5.1 O

Propozicija 1.5.5 Neka je A C*-algebra, neka je I € Id(A) i neka je (P,) mreza u
Prim(A). Tada P, —% I ako i samo ako P, — P za sve P € Prim(A/I). Specijalno,

Prim(A) " = Primal(A).
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Dokaz. Pretpostavimo da P, —% [. Tada i P, —% J za sve J € mm. No
{I}"" ={J €1d(A): IC J}, pa P, — P zasve P e Prim(A/I) (naravno, ako je
I = A tvrdnja je trivijalna).

Obratno, pretpostavimo da P, — P za sve P € Prim(A/I) i neka je U(F') bazna
okolina od I. Pretpostavimo da je I # () (u protivnom imamo P, € U(F) = Id(A)
za sve ) i neka su Jy, ..., J, ideali u A takvi da je ' = {Ji,...,J,}. Tada J; € I,
pa postoji P, € Prim(A/I) takav da J; € P, (1 <4 < n). Buduéi da P, — P u
Prim(A), postoji indeks «q takav da J; ,@ P, zasve a > apil < i <n. Tada je
ocito P, € U(F) za sve a > «y.

Napokon, neka je I € Id(A). Prema dokazanom, I € Prim(A) " ako i samo ako je
Prim(A/I) granican skup u Prim(A), odnosno ako i samo ako je I € Primal(A). O

Napomena 1.5.6 Buduéi da je (Id(A),7s) kompaktan (Hausdorffov) prostor i
buduéi da je 7,-topologija slabija od 7s-topologije, slijedi da je Primal(A) 75-zatvoren
(pa onda i 7,-kompaktan) podskup od Id(A).

Sljedeéa propozicija je generalizacija od (i) i (iii) propozicije 1.4.16:
Propozicija 1.5.7 Neka je A C*-algebra i neka je a € A.
(i) Za a > 0 skup
K:={I€ld(A): |la+I]]|>a}={I€ld(A): |la+I| > a}
je Tw-kompaktan.
(ii) Za o > 0 postoji ideal J € Id(A) takav da je
{Ield(4): la+I||>a}={l€ld(A): JZI}.

Specijalno, funkcije norme I — |la + I|| (a € A) su odozdo poluneprekidne na
(Id(A), Tw).

Dokaz. (i) Neka je (U,) otvoreni pokriva¢ od K. Kako je K N Prim(A) kompaktan
podskup od Prim(A) (propozicija 1.4.16), postoje indeksi oy, ..., a, takvi da je

K NPrim(A) C | J(U,, NPrim(A)).

-

=1

Neka je I € K. Tadaje ||a+I|| > «, pa prema teoremu 1.2.12 postoji P € Prim(A/I)
takav da je |ja + P|| > a. Tada je P € U,, za neko 1 < k < n. Kako je I C P,
imamo I € U,,, paje K = J;_, Ua,.

(i) Stavimo S :={I € Id(A) : [ja+I|| < a}inekajeJ :=({[: [ € S} Iz
propozicije 1.1.23 slijedi da je J € 9, pa je stoga

S={leldA): JCI}={J}".
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O

lako je 7,-topologija na Id(A) dosta slabija od Hausdorffove topologije 75, one se
podudaraju ukoliko ih restringiramo na skup MinPrimal(A). Naime vrijedi:

Teorem 1.5.8 Ako je A C*-algebra i neka je I € Primal(A). Identiteta
id : (Primal(A), 7,) — (Primal(A), 75)

je neprekdina u I ako i samo ako je I € MinPrimal(A).

Dokaz. Pretpostavimo da je I € MinPrimal(A) i neka je (/,) mreza u Primal(A)
takva da I, =% I. Neka je (I5) podmreza od (I,). Prema napomeni 1.5.6, Primal(A)
je Ts-kompaktan, pa postoji ideal J € Primal(A) i podmreza (I,) od (I3) takva da
I, =5 J. Neka je a € J. Buduéi da I, =% I, iz propozicije 1.5.7 slijedi

la+I|| <liminf|a+ L,|| =lim |la + 1| = ||la+ J|| = 0.
8! bl
Dakle J C I, pa je po minimalnosti od / nuzno J = I. Slijedi I, =5 I, pa je nuzno
i1, —1.
Obratno, pretpostavimo da je I € Primal(A) \ MinPrimal(A) i neka je J €

Primal(A) takav da je J G I. Tadaje I € {J} " il ¢ {J}" = {J} (, je Hausdorf-
fova, specijalno Tj-topologija). Dakle, id ima prekid u 1. O

Korolar 1.5.9 Neka je A C*-algebra.
(i) Relativne 7, i 75 topologije se podudaraju na MinPrimal(A).
(ii) MinPrimal(A) C Prim(A) ~ C Primal(A)

Dokaz. (i). Tvrdnja slijedi direktno iz teorema 1.5.8 i ¢injenice da je 7, slabija od
Ts.

(ii). Neka je I € MinPrimal(A). Prema propoziciji 1.5.5, postoji mreza (P,)
u Prim(A) takva da P, —% I. Prema teoremu 1.5.9, P, - I, odakle slijedi da
je I € Prim(A)TS. Druga inkluzija slijedi iz ¢injenice da je Primal(A) 7s-zatvoren
(napomena 1.5.6). O

Za ostale detalje 1 rezultate vezane uz primalne ideale citatelja upuéujemo na [7].

1.6 Potpuna regularizacija primitivnog spektra i
Glimmovi ideali

Neka je A C*-algebra. Za P, (@Q € Prim(A) stavljamo

P~ @ akoisamoako f(P)= f(Q) zasve f € Cy(Prim(A)). (1.16)
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Tada je = relacija ekvivalencije na Prim(A) i klase ekvivalencije [Pl (P €
Prim(A)) su zatvoreni podskupovi od Prim(A). Zbog toga, postoji bijekcija izmedu
Prim(A)/ ~ i skupa ideala u A koja je dana s

[Pl = 64(P) == ([Pl

Definicija 1.6.1 Neka je A C*-algebra. Za ideal G € 1d(A) kazemo da je Glimmov
ako je on oblika G = ¢4(P) za neko P € Prim(A). Skup svih Glimmovih ideala
u A oznacavamo s Glimm(A), a za (kvocijentno) preslikavanje ¢4 : Prim(A) —
Glimm(A), ¢4 : P+ ¢a(P) kazemo da je potpuna regularizacija.

Napomena 1.6.2 Buduéi da su klase ekvivalencije [P zatvorene u Prim(A), slijedi
da za G € Glimm(A) i P € Prim(A) imamo ¢4(P) = G ako i samo ako je G C P.

Notacija 1.6.3 Za f € C(Prim(A)) oznacimo s fr : Glimm(A) — C (jedinstvenu)
funkciju za koju dijagram

-]
f
. I~

Glimm(A) —— C

komutira.
Skup Glimm(A) mozemo opskrbiti sa dvije prirodne topologije.

- Kwvocigentna topologija 7, je najjaca topologija na Glimm(A) s obzirom na koju
je potpuna regularizacija ¢4 neprekidna. Uz nju je Glimm(A) Hausdorffov
prostor.

- Potpuno regularna topologija 7., je najslabija topologija na Glimm(A) s obzirom
na koju su sve funkcije fx (f € Cp(Prim(A))) neprekidne. Uz nju je Glimm(A)
Tihonovljev prostor (potpuno regularan Hausdorffov prostor) i inducirano pres-
likavanje f — fx je izomorfizam s Cp(Prim(A)) na Cy(Glimm(A)). Po definiciji
to znaci da je Gimm(A) potpuna reqularizacija od Prim(A) (vidjeti [34]).

Napomena 1.6.4 Primijetimo da je topologija 7, slabija od topologije 7,. Opcenito,
moze se desiti da je 7, ;Cé T4, 1O 1 mnogim slucajevima te topologije se podudaraju.
Npr. ako je A unitalna, tada je prema korolaru 1.4.17 Prim(A) kompaktan pros-
tor. Slijedi da je Glimm(A) = ¢4(Prim(A)) 7,-kompaktan. Buduéi da je slabija
Ter topologija Hausdorffova, mora biti 7., = 7,. Takoder primijetimo da je za svaku
C*-algebru A

Cy(Glimm(A), 7,) = Cp(Glimm(A), 7,) = {f~ : f € Cp(Prim(A))}.

Zbog toga ¢emo ubuduée samo pisati Cp(Glimm(A)). Specijalno, ako je (Glimm(A), 7,)
lokalno kompaktan, 7, se podudara sa slabom topologijom induciranom s Cy(Glimm(A), 7,),
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pa je i u tom slucaju 7., = 7,. Odavde takoder slijedi da je 7., = 7, ¢im je ¢4 74~
otvoreno ili 7..-otvoreno. Naime, tvrdnja je jasna ako je ¢4 T.-otvoreno. Ako je
pak ¢4 T,-otvoreno, onda lokalna kompaktnost od Prim(A) (korolar 1.4.17) prelazi
na Hausdorffov prostor (Glimm(A),7,). Zbog toga mozemo jednoznacno govoriti o
otvorenosti od ¢ 4.

Propozicija 1.6.5 Neka je A unitalna C*-algebra. Ako su P,Q € Prim(A), tada
vrijedi
P~Q@Q & PNnZA)=QnZ(A). (1.17)

Nadalje, ako za J € Max(Z(A)) s A[J] oznac¢imo ideal u A generiran s J (A[J] = JA,
prema Hewitt-Cohenovom teoremu faktorizacije), tada je preslikavanje

Ca: Glimm(A) - Max(Z(A4)), C1:G—GNZ(A) (G € Glimm(A))
homeomorfizam s inverzom (' : J +— A[J] (J € Max(Z(A))). Specijalno, imamo
Glimm(A) = {A[J] : J € Max(Z(A))}. (1.18)
Dokaz. Po definiciji Dauns-Hofmannovog izomorfizma W4 (1.13) imamo

P~Q & [(P)=[(Q) zasve f € Cy(Prim(A))
S Ua(2)(P) =Ua(2)(Q) zasve z € Z(A)
< Z(xa(P)) = 2(xa(Q)) zasve z € Z(A)
< xa(P) =xa(@Q)
& PNZ(A)=0QnZ(A).

Dokazimo i drugu tvrdnju. Najprije primijetimo da je za G' € Glimm(A), (a(G)
zaista maksimalan ideal u Z(A). Naime, fiksirajmo P € Prim(A). Tada je prema
(1.17) PN Z(A) = QN Z(A) za sve Q € Prim(A/G) (jer je P ~ @), a kako je
G = ker Prim(A/G) imamo

GNZA) = ({Q: Q € Prim(A/G)} N Z(A)
= [{QNZ(A): Q€ Prim(A/G)}
= PNZ(A) € Max(Z(A)).

Takoder, ako su G i H razli¢iti Glimmovi ideali u A, tada za P € Prim(A4/G) i
Q € Prim(A/H) vrijedi P % G, pa iz (1.17) slijedi

C4(G) = GNZ(A) = PN Z(A) # QN Z(A) = H N Z(A) = Ca(H).

Odavde slijedi injektivnost od (4. Takoder, iz (1.17) slijedi da je ideal G € Id(A)
Glimmov ako i samo ako vrijedi: G # A, G sadrzi maksimalni ideal od Z(A) i
najmanji je sa takvim svojstvom. Specijalno, svaki Glimmov ideal G je generiran
sa maksimalnim idealom Jg od Z(A), dakle oblika G = A[Jg] (gdje je, naravno,
Jo =GN Z(A).



43 1.6 Potpuna regularizacija primitivnog spektra i Glimmovi ideali

Obratno, ako je J € Max(Z(A)), tada je A[J] € Glimm(A). Zaista, prema
prethodnoj napomeni, dovoljno je dokazati da je A[J] pravi ideal u A. Prema
napomeni 1.4.20 postoji P € Prim(A) takav da je J C P. Tada je J C A[J] C P, pa
je A[J] pravi ideal u A. Odavde odmah slijedi surjektivnost od (4 i jednakost (1.18).

Ostaje nam dokazati da je (4 homeomorfizam. Ocito je (4 neprekidno, jer je takvo
preslikavanje x 4. Da je i inverz (' neprekidan, slijedi iz ¢injenice da je (4 neprekidna
bijekcija s kompaktnog prostora Glimm(A) na Hausdorffov prostor Max(Z(A)). O

Ponekad ¢e nam biti korisna i sljede¢a dva rezultata:

Propozicija 1.6.6 Neka je A C*-algebra.

(i) Funkcije norme
Glimm(A) - Ry, G~ |la+G| (a€A)

su odozgo poluneprekidne na Glimm(A) s obzirom na obje topologije 7, i 7.,
na Glimm(A).

(ii) Funkcije norme
Glimm(A) = Ry, G |la+ G| (a€A)

su 7,-neprekidne (odnosno 7.,-neprekidne) ako i samo ako je ¢4 7,-otvoreno
(odnosno 7.-otvoreno) preslikavanje. Nadalje, u bilo kojem od tih slucajeva
vrijedi 7., = 7.

Dokaz. (i) Neka je a € Aia > 0. Trebamo pokazati da je skup
K :={G € Glimm(A) : |la+ G| > a}

T,-zatvoren i 7..-zatvoren. Kako je 7, slabija od 7,, dovoljno je dokazati da je K 7,-
zatvoren. Neka je ¢4 : Prim(A) — Glimm(A) potpuna regularizacija. Primijetimo
da je K = 64(K"), gdje je

K':={P e Prim(A): |la+ P| > a}.

Zaista, prema teoremu 1.2.12 za svaki G € Glimm(A) postoji P € Prim(A/G) takav
da vrijedi |la + G|| = |la + P||. Nadalje, prema propoziciji 1.4.16 K’ je kompak-
tan podskup od Prim(A). Bududi da je ¢4 neprekidna s obzirom na 7. topologiju
na Glimm(A), slijedi da je K = ¢a(K') 7 ,-kompaktan podskup od Glimm(A).
Napokon, kako je 7., Hausdorffova topologija, slijedi da je K’ 7..-zatvoren. Time
smo dokazali (i).

(ii) Pretpostavimo da je ¢4 7,-otvoreno ili 7.-otvoreno. Iz napomene 1.6.4 slijedi
T, = Ter- Tada je

U:={G e Glimm(A): |la+ G| >a}=pa(U"),
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gdje je

U' ={P ePrim(A): |la+ P| > a}.
Prema propoziciji 1.4.16, U’ je otvoren podskup od Prim(A), pa je U = ¢a(U’)
otvoren podskup od Glimm(A). Time smo pokazali da su funkcije norme odozdo
poluneprekidne, $to zajedno s (i) povlaci njihovu neprekidnost.

Obratno, pretpostavimo da je za svako a € A funkcija G — |la + G| 74
neprekidna odnosno 7.,-neprekidna. Prema napomeni 1.6.4, Cp(Glimm(A),7,) =
(Cp(Glimm(A), 7.r), pa mozemo jednozna¢no govoriti o neprekidnosti tih funkcija.
Neka je U C Prim(A) otvoren i neka je I € Id(A) takav da je U = {P € Prim(A) :
I ¢ P}. Primijetimo da je

v=UU {PGPrim(A) e+ P > %}

a€l neN

pa je zbog neprekidnosti funkcija G +— [ja + G|| (a € A) na Glimm(A)

oaU) = {G € Glimm(A) : |la+ G| > %}

acl neN

Te-otvoren podskup od Glimm(A). Dakle, ¢4 je Te-otvoreno. Iz napomene 1.6.4
slijedi 7, = 7. O

Propozicija 1.6.7 Neka je A C*-algebra i neka je R € Primal,(A). Tada postoji
jedinstven G € Glimm(A) takav da je G C R.

Dokaz. Neka je P € Prim(A/R). Po definiciji od R, za svaki ) € Prim(A/R) skup
{P,Q} je granican u Prim(A), pa je P ~ Q. Zbog toga je

G:=[)Pl~ €[ {Q: Q € Prim(4/R)} = R.

Nadalje, ako je H € Glimm(A) takav da je H C R, tada je H C P, pa iz napomene
1.6.2 slijedi G = ¢4(P) = H. 0

1.7 Kvazicentralne i centralne C*-algebre
Delaroche je u [24] uveo sljedeéu bitnu klasu C*-algebri:

Definicija 1.7.1 Za C*-algebru A kazemo da je kvazicentralna ako nikoji primitivni
ideal od A ne sadzi Z(A) (ili ekvivalentno, ako nikoji Glimmov ideal od A ne sadrzi

Z(A)).

Primijetimo da je svaka unitalna C*-algebra kvazicentralna. Za razliku od opcéenitih
neunitalnih C*-algebri, kvazicentralne C*-algebre imaju neka dobra svojstva koja su
karakteristi¢na unitalnim C*-algebrama.
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Imamo sljede¢u karakterizaciju kvazicentralnih C*-algebri.

Propozicija 1.7.2 Neka je A C*-algebra. Sljedeé¢i tvrdnje su medusobno ekviva-
lentne:

(i) A je kvazicentralna;

)
(ii) A dopusta centralnu aproksimativnu jedinicu?;
) A

Z(A)A;

(iii
(iv) A je unitalna ili je A Glimmov ideal u A.

Dokaz. Ako je A unitalna, tada nemamo nista za dokazati. Zato pretpostavimo da
A nije unitalna.

(i) = (ii). Neka je (z,) aproksimativna jedinica za Z(A). Akoje Wy : Z(M(A)) —
Cy(Prim(A)) Dauns-Hofmannov izomorfizam, primijetimo da tada mreza (V4(z,))
strogo raste prema 1 € Cy(Prim(A)). Zaista, neka je P € Prim(A) i izaberimo
z € Z(A) takav da z ¢ P. Tada je U4(2)(P) # 0 i imamo

Va(2)(P)Wa(2a)(P) = Wa(220)(P) — Wal(2),

odakle slijedi da je lim, ¥4(2,)(P) = 1 za sve P € Prim(A). Prema Dinijevom
teoremu, (W4(z,)) konvergira uniformno prema 1 na kompaktnim podskupovima od
Prim(A). Neka je a € Aie > 0. Tada je prema propoziciji 1.4.16

K :={P € Prim(A): |a+ P| > ¢}

kompaktan podskup od Prim(A). DokaZimo da je lim,, ||az, —al| = 0. Bez smanjenja
op¢enitosti mozemo uzeti da je a # 0 i neka je oy indeks takav da je 1 — U 4(z,)(P) <
e/|lal| za sve P € K i a > «p. Tada za o > ap imamo

|la —az|| = sup{||(a —az,)+ P|: P € Prim(A)}

= sup{(1 — ¥4(24)(P))||la+ P|| : P € Prim(A)}
sup{(1 — ¥4(z4)(P))|la+ P||: P € K}
sup{(1 — Va(z4)(P))|la+ P : P € Prim(A) \ K}
2¢,

AN S VAN

jer je (1 — Wu(z4)(P))|la+ P|| < € za sve P € Prim(A) \ K. Dakle, (z,) je aproksi-
mativna jedinica za A.
(ii) = (iii). Ova implikacija slijedi direktno iz Hewitt-Cohenovog teorema faktor-
izacije (teorem 1.1.15), jer je u tom slucaju A nedegeneriran Banachov Z(A)-modul.
(iii) = (iv). Bududi da A nije unitalna, iz Z(A)A = A slijedi da Z(A) # {0}, pa je
Z(A) maksimalan ideal u Z(A) i Z(A)A = A. 1z (1.18) slijedi da je A € Glimm(A).
(iv) = (i). Pretpostavimo da A nije kvazicentralna. Ako je Z(A) = {0}, tada
je Z(A) = C1, pa je Glimm(A) = {0}. Specijalno A nije Glimmov ideal u A. Ako

4Za aproksimativnu jedinicu (e,) za A kazemo da je centralna ako vrijedi e, € Z(A) za sve a.
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Z(A) nije trivijalan, tada je Z(A) maksimalan ideal u Z(A). Budué¢i da A nije
kvazicentralna, postoji P € Prim(A) takav da je Z(A) C P. Tada je P € Prim(A), a
kako je A maksimalan (primitivan) ideal u A i Z(A) C A (trivijalno), iz (1.17) slijedi
daje P~ Au A. Dakle,

(A~ S P S A,
pa A ¢ Glimm(A). O

Propozicija 1.7.3 Neka je A kvazicentralna C*-algebra i neka je W4 : Z(M(A)) —
Cy(Prim(A)) Dauns-Hofmannov izomorfizam. Tada je

U A(Z(A)) = Co(Prim(A)).

Specijalno, Prim(A) je kompaktan ako i samo ako je A unitalna.

Dokaz. Neka je z € Z(A) i € > 0. Buduéi da je |[V4(2)(P)| = ||z + P|| za sve
P € Prim(A) (napomena 1.4.20), prema propoziciji 1.4.16

{PePrim(A): |Va(z)(P)| >e}={P €Prim(A4): ||z + P| > ¢}

je kompaktan podskup od Prim(A). Dakle, U4(Z(A)) C Co(Prim(A)). Neka je
z € Z(M(A)) takav da je W4(z) € Co(Prim(A)) i neka je (z,) centralna aproksima-
tivna jedinica za A (propozicija 1.7.2). Tada je (Va(z,)) aproksimativna jedinica za
Co(Prim(A)), pa je

lim ||z — 2z4|| = Hm || ¥ 4(2) — Va(2)Pa(24)] = O.

Buduéi da je zz, € Z(A) za sve a, slijedi da je z € Z(A). Dakle, ¥4(Z(A)) =
Co(Prim(A)).

Nadalje, ako je A unitalna tada je Prim(A) kompaktan (korolar 1.4.17). Obratno,
ako je Prim(A) kompaktan, tada je prema dokazanom Z(A) unitalna. Buduéi da je
A kvazicentralna, jedinica od Z(A) mora biti i jedinica za A (propozicija 1.7.2). O

Napomena 1.7.4 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Tada za svaki P € Prim(A)
postoji pozitivni centralni element zp € Z(A), takav daje ||zp|| = 11V a(zp)(P) = 1.
Specijalno, svaki primitivni ideal P od A je modularan, pri ¢emu je element zp + P
jedinica za A/P. Stovise, koriste¢i Geljfandovu transformaciju od Z(A), lako se vidi
da za svaki kompaktni podskup K C Prim(A) postoji z € Z(A), takav da je ||z]| =1
iWu(z)(P)=1zasve P € K.

Napomena 1.7.5 Neka je A kvazicentralna C*-algebra i x4 preslikavanje iz (1.11).
Iz napomene 1.4.20 slijedi xa(P) = PN Z(A) € Max(Z(A)) za sve P € Prim(A), te
X a surjektivno slika Prim(A) na Max(Z(A)).

Lema 1.7.6 Neka je A kvazicentralna C*-algebra i neka su P, Q € Prim(A). Sljedeé¢i
uvjeti su ekvivalentni:
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(i) P~@Q;
(ii) f(P)= f(Q) za sve f € Cyo(Prim(A));
(iii) PNZ(A)=Q N Z(A).

Dokaz. Implikacija (i) = (ii) je trivijalna.
(ii) < (ili). Prema propoziciji 1.7.3, definiciji (1.13) od ¥, i napomeni 1.7.5 , za
P,Q € Prim(A) imamo

f(P)=f(Q) zasve f € Co(Prim(A)) < Wu(2)(P)=V4(2)(Q) zasve z € Z(A)
& 2(xa(P)) = 2(xa(Q)) zasve z € Z(A)
& xa(P) = xa(@Q)

& PNZ(A)=QnZA).

(ii) = (i). Neka je g € Cyp(Prim(A)) u stavimo f := Wa(zp), gdje je zp € Z(A),
kao u napomeni 1.7.4. Tada je f € Cy(Prim(A)) i f(P) = 1. Prema pretpostavci,
imamo £(Q) = 11 (f9)(P) = (f9)(Q) (jer je fg € Co(Prim(4))). Dakle,

9(P) = [(P)g(P) = (f9)(P) = (f9)(Q) = [(Q)9(Q) = 9(Q).

Kako je g € Cy(Prim(A)) bila proizvoljna, slijedi P = Q. O

Ako je A unitalna C*-algebra, tada smo vidjeli da je preslikavanje (4 : G +—
G N Z(A) homeomorfizam s Glimm(A) na Max(Z(A)) (propozicija 1.6.5). Sljedeca
propozicija poopcuje taj rezultat i za kvazicentralne C*-algebre.

Propozicija 1.7.7 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Tada se topologije 7, i 7,
podudaraju i s obzirom na tu topologiju Glimm(A) je lokalno kompaktan Hausdorffov
prostor. Nadalje, preslikavanje

Ca: Glimm(A) - Max(Z(4)), C1:G— GNZ(A)

je homeomorfizam s inverzom (;*(J) = A[J] (gdje je, kao i prije, za J € Max(Z(A)) s
A[J] oznacen ideal u A generiran s J). Specijalno, kao i u unitalnom slu¢aju, imamo

Glimm(A) = {A[J] : J € Max(Z(A))}. (1.19)

Dokaz. Najprije fiksirajmo G € Glimm(A). Buduéi da je A kvazicentralna, postoji
z € Z(A), takav da je ||z + G|| > 0. Prema napomeni 1.4.20, funkcija norme
P — ||z + P|| = ¥4(2)(P) je neprekidna (i naravno ograni¢ena) na Prim(A) i njen
spust ¥ 4(z)~ na Glimm(A) se podudara s funkcijom H — ||z+ H|| (H € Glimm(A)).
Zaista, za H € Glimm(A) neka je P € Prim(A/H). Tada za svaki @) € Prim(A/H)
vrijedi @ =~ P, odakle slijedi da je ||z + Q|| = ||z + P||. Stoga je

Iz + H| = sup{[lz + Q|| : Q € Prim(A/H)} = ||z + P[| = Wa(2)~(H).
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Stavimo

1
U= {H € Glimm(A) : |z + H| > §Hz+GH}.

Primijetimo da je U 7,-kompaktna okolina od G u Glimm(A). Zaista, kako je [H
|z + H||] € Cyp(Glimm(A)), slijedi da je

1
O = {H € Glimm(A) : ||z + H|| > §||2+G||}

T,-otvoren podskup od Glimm(A) i G € O C Y. Drugim rije¢ima, U je 7,-okolina od
G. Nadalje, stavimo

1
U = {P € Prim(A) : ||[z+ P|| > §H2+G||}

Prema propoziciji 1.4.16 U’ je kompaktan podskup od Prim(A). Koristedi slican
argument kao u dokazu propozicije 1.6.6 (i) slijedi U = ¢4(U’). Buduéi da je ¢a
7,-neprekidno, U je 7,-kompaktna okolina od G. Dakle, (Glimm(A),7,) je lokalno
kompaktan Hausdorffov prostor. Iz napomene 1.6.4 slijedi da je 7., = 7,.

Sada dokazimo da je (4 homeomorfizam. Injektivnost od (4 slijedi iz leme 1.7.6,
dok isti arument kao i u unitalnom slucaju (dokaz propozicije 1.6.5) daje surjektivnost
od (a i jednakost (1.19). Kako se topologija lokalno kompaktnog Hausdorffovog
prostora Glimm(A) podudara sa slabom topologijom induciranom s Cy(Glimm(A)),
te kako je Co(Glimm(A))y = {Va(2)~ : 2z € Z(A)4} (propozicija 1.7.3), za mrezu
(Go) u Glimm(A) i G € Glimm(A) imamo

Gy — G <= VU4(2)x(Gy) — VYu(2)~(G) zasve z € Z(A),
= |z+ G| — ||z + G|, forall ze Z(A),
= |z+G.NZA)| — |[z+GNZ(A)| zasveze Z(A),
— G,NZA) — GNnZ(A),

gdje treca ekvivalencija slijedi iz propozicije 1.1.22. Dakle, (4 je homeomorfizam. O

Napomena 1.7.8 Neka je A neunitalna kvazicentralna C*-algebra. Prema propozi-
ciji 1.7.3 Prim(A) i Glimm(A) su nekompaktni prostori. Za J € Id(A) s J. oznacimo
jedinstven ideal u A takav da je AN J. = J. Tada je

Glimm(A) = {G.: G € Glimm(A)} U {A}

i preslikavanje G — G . je homeomorfizam s Glimm(A) na svoju sliku Glimm(A)\{A}
u Glimm(A). Kako je A unitalna, Glimm(A) je kompaktan Hausdorffov prostor, pa

je Glimm(A) Aleksandrovljeva kompaktifikcja od Glimm(A). Sve zajedno, sljededi
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dijagram

Prim(A) —245 Glimm(A) —4— Max(Z(A))

l l l

Prim(A) —A% Glimm(A) —2 Max(Z(A)),
je komutativan, gdje vertikalne strelice oznacavaju kanonska ulaganja.

U klasi kvazicentralnih C*-algebri posebno su istaknute tzv. centralne C*-algebre,
koje je uveo Kaplansky u [42].

Definicija 1.7.9 Za C*-algebru A kazemo da je centralna ako je ona kvazicentralna
i ako je preslikavanje x4 injektivno (tj. ako za sve P,@ € Prim(A) iz PN Z(A) =
QN Z(A) slijedi P = Q).

Napomena 1.7.10 Primijetimo da je kvazicentralna C*-algebra A centralna ako i
samo ako je Prim(A) Hausdorffov. Zaista, ta ¢injenica slijedi direktno iz leme 1.7.6,
buduéi da je lokalno kompaktan prostor Prim(A) Hausdorffov ako i samo ako familija
Co(Prim(A)) separira tocke od Prim(A). U tom slucaju je Glimm(A) = Prim(A), pa
je prema propoziciji 1.7.7 x4 = (4 homeomorfizam s Prim(A) na Max(Z(A)).

Propozicija 1.7.11 Neka je A C*-algebra. Tada je A centralna ako i samo ako je A
centralna.

Dokaz. Ako je A unitalna, tada nemamo nista za dokazati. Zato pretpostavimo da
A nije unitalna.

Pretpostavimo da je A centralna i neka su P, Q) € Prim(A) razliciti primitivni
ideali u A. Tada su PN A1 QN A razgliciti elementi od Prim(A) U {A}. Kako je A
centralna, slijedi da PN A i QN A daju razlicit presjek s Z(A) C Z(A). Dakle, A je
centralna.

Obratno, pretpostavimo da je A centralna. Prema napomeni 1.7.10 Prim(A) je
Hausdorffov. Zato je Glimm(A) = Prim(A), pa je A € Glimm(A). Prema propozi-
ciji 1.7.2 A je kvazicentralna. Nadalje, kako je Prim(A) homeomorfan s (otvorenim)
podskupom Prim(A) \ {4} od Prim(A), Prim(A) je takoder Hausdorffov. Prema
napomeni 1.7.10 A je centralna. 0O

1.8 O homomorfnoj slici centra C*-algebre

Neka su A i B C*-algebre i neka je ¢ : A — B x-epimorfizam. Tada svakako imamo
inkluziju centara

6(Z(A)) € Z(B). (1.20)

U ovoj tocki dajemo pregled rezultata iz clanka [70], u kojem je autor dao karak-
terizaciju (unitalnih) C*-algebri A za koje vrijedi jednakost u (1.20) za svaki x-
epimorfizam ¢ : A — B.
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Najprije uvedimo sljedeé¢u notaciju. Ako je ¢ kao gore, tada ¢emo s ¢ oznacavati
inducirano preslikavanje s Prim(B) — Prim(A), koje je dano s

o(P)=¢~'(P) (P € Prim(B)).

Iz propozicije 1.4.12 slijedi da preslikavanje ¢ ulaze Prim(B) kao zatvoren podskup
od Prim(A). Nadalje, s ¢, ¢emo krace oznacavati resktrikciju ¢|za) : Z(A) = Z(B).
Ukoliko je A kvazicentralna, tada primijetimo da je za svaki karakter w € Z(B)"
S Wy = w o ¢z definiran karakter na Z(A). Zaista, kako je A kvazicentralna, ona
dopusta centralnu aproksimativnu jedinicu (z,) (propozicija 1.7.2). Buduéi da je ¢
surjektivan, on slika aproksimativne jedinice za A u aproksimativne jedinice za B.
Odavde slijedi da je (¢(z,)) centralna aproksimativna jedinica za B (pa je nuzno i B
kvazicentralna). Kako je w # 0, mora biti i wy # 0. Takoder, preslikavanje w — wy
s Z(B)" u Z(A)" je neprekidno u paru slabih x-topologija koje je injektivno ako i
samo ako je ¢z surjektivno. Kako je

¢, (kerw) = (wo ¢z) 1(0) = kerwy
maksimalan ideal u Z(A), slijedi da je s
¢z : Max(Z(B)) = Max(Z(4)), ¢z(J) = ¢;'(J) (J € Max(Z(B)))

dobro definirano neprekidno preslikavanje, koje je injektivno ako i samo ako je ¢4
surjektivno.

Propozicija 1.8.1 Neka je ¢ : A — B x-epimorfizam izmedu C*-algebri A1 B. Ako
je A kvazicentralna, tada su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(i) ¢(Z(A)) = Z(B);
(ii) ¢z je injektivno;
(iii) Ako su P,Q € Prim(B) takvi da je P % Q u Prim(B) tada je i ¢(P) % ¢(Q)
u Prim(A).

Dokaz. Dovoljno je dokazati ekvivalenciju (ii) < (iii). Primijetimo da sljedeéi dija-
gram

Prim(B) LN Prim(A)
v ul (121
Max(Z(B)) —*2 Max(Z(A))

komutira. Zaista, za proizvoljni P € Prim(B) imamo

(xacd)(P) = xalo™ (P)=9¢ " (P)NZ(A) = ¢~ (P) ¢~ (Z(B)) N Z(A)
= ¢ (PNZ(B))NZ(A) = ¢z(P N Z(B))
= (¢ZOXB)(P)
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Stoga, koristedi lemu 1.7.6, za P,Q € Prim(B) imamo

HP) = Q) & HP)NZ(A) = HQ) N Z(4)
3(P)) = xald(@))
xs(P)) = ¢z(x5(Q))
Dakle, ¢, je injektivno ako i samo za sve P,Q € PI_‘im(B) iz §(P) ~ &(Q) (u

Prim(B)) slijedi x5(P) = x5(Q), sto je ekvivalentno s P ~ @) (u Prim(A)). O

Korolar 1.8.2 Neka je A centralna C*-algebra. Ako je B C*-algebrai ¢ : A — B
x-epimorfizam, tada je i B centralna, te vrijedi

6(Z(4)) = Z(B). (1.22)

Dokaz. Zaista, iz komutativnosti dijagrama (1.21) slijedi x4 0 ¢ = ¢z o x5. Prema
pretpostavci x 4 je injektivno (Stovise homoeomorfizam, prema napomeni 1.7.10), pa
je ¢ o xp takoder injektivno. Odavde odmah slijedi i da je x5 injektivno (tj. B je
centralna), dakle homeomorfizam, pa je nuzno i ¢ injektivno. Iz propozicije 1.8.1
slijedi jednakost (1.22). O

Sada ¢emo pokazati da jednakost centara (1.22) vrijedi i za 8iru klasu tzv. slabo
centralnih C*-algebri. Prije nego li damo definiciju, prisjetimo se da je svaki primitivni
ideal kvazicentralne C*-algebre A modularan (napomena 1.7.4), pa je stoga sadrzan
u nekom maksimalnom modularnom idealu od A. Specijalno, Max(A) je neprazan
Ti-prostor.

Definirajmo preslikavanje
na : Max(A) = Max(Z(A)), na(M):=MnZ(A) (M € Max(A)).

Iz propozicije 1.7.7 slijedi da je na surjektivno (o¢ito neprekdino) preslikavanje.
Misonou je u [51] uveo sljedeéu klasu C*-algebri, koja prosiruje klasu centralnih
C*-algebri:

Definicija 1.8.3 Za C*-algebru A kazemo da je slabo centralna ukoliko je A kvazi-
centralna i ako je preslikavanje 14 injektivno.

Napomena 1.8.4 Ako je C*-algebra A slabo centralna, tada iz istog argumenta kao
u dokazu propozicije 1.7.7 slijedi da je n4 zapravo homeomorfizam.

Napomena 1.8.5 Ocito je svaka centralna C*-algebra slabo centralna, dok je C*-
algebra B(#) (za separabilan beskona¢no dimenzionalnan Hilbertov prostor H) prim-
jer slabo centralne C*-algebre koja nije centralna. Naime, B(H) sadrzi jedinstven
maksimalni ideal; ideal K(?) svih kompaktnih operatora na H. Naravno, svaka uni-
talna C*-algebra A koja sadrzi jedinstven maksimalni ideal je nuzno slabo centralna.
Nadalje, koriste¢i tzv. Dixmierovo aproksimacijsko svojstvo (vidjeti [41]), moze se
dokazati da je svaka von Neumannova algebra slabo centralna (vidjeti [51]).
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Koriste¢i Glimmove ideale, imamo sljede¢u jednostavnu karakterizaciju slabo central-
nih C*-algebri:

Propozicija 1.8.6 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Tada je A slabo centralna
ako i samo je svaki Glimmov ideal u A sadrzan u jedinstvenom maksimalnom idealu

od A.

Dokaz. Pretpostavimo da je A slabo centralna. Za G € Glimm(A) neka su M, N €
Max(A) takvi da je G € M,N. Tada je M ~ N, pa iz leme 1.7.6 slijedi da je
na(M)=MnNZ(A) = NNZ(A) =na(N). Injektivnost od n4 povlaci M = N.
Obratno, ako A nije slabo centralna, tada postoje M, N € Max(A) takvi da je
M#NiMNZ(A) = NN Z(A). Prema lemi 1.7.6 M ~ N, pa je G := ¢a(M) =
¢a(N) € Glimm(A) sadrzan u M N N. 0

Sada napokon iskazujemo (i dokazujemo) glavni rezultat ove tocke.

Teorem 1.8.7 (Vesterstom) Pretpostavimo da je A kvazicentralna C*-algebra.
Tada je A slabo centralna ako i samo ako vrijedi

za svaku C*-algebru B i x-epimorfizam ¢ : A — B.

Dokaz. Pretpostavimo da je A slabo centralna i promotrimo sljedeéi dijagram

bIMax(B)

Max(B) Max<A)
Prim(B) —"»  Prim(A) (1.23)

XBJ/ XAl
Max(Z(B)) %z, Max(Z(A)),

gdje su ¢4 i ¢p inkluzije. Tada je ocito (1.23) komutativan. Prema pretpostavci,
preslikavanje n4 = x4 o t4 je injektivno, pa je takvo i x4 014 0 65|Max(B)- Iz komuta-
tivnosti od (1.23) slijedi i da je bz onp = ¢ 0 xp o g injektivno. Odavde odmah
slijedi injektivnost od np (drugim rije¢ima, B je slabo centralna), pa je np homeo-
morfizam (napmena 1.8.4). Slijedi da je b injektivno, pa je prema propoziciji 1.8.1
6(Z(A)) = Z(B).

Obratno, pretpostavimo da za svaku C*-algebru B i svaki *-epimorfizam ¢ : A —
B vrijedi ¢(Z(A)) = Z(B). Neka su M, N € Max(A) razli¢iti maksimalni ideali u A.
Stavimo B := A/(M N N) i neka je ¢ := qunn : A — B kvocijentni x-epimorfizam.
Bududi da su jedini primitivni ideali u A koji sadrze M N N totno M i N (bududi da
su primitivni ideali prim, za P € Prim(A) iz MN = M NN C P slijedi M C P ili
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N C P, odnosno (zbog maksimalnosti od M i N) P =M ili P = N ), slijedi da je
Prim(B) = Max(B) = {M/(M N N),N/(MNN)}.

Kako je Max(B) Ti-prostor, Prim(B) je diskretan, odakle slijedi da M /(M N N) %
N/(M N N) u Prim(B). Prema propoziciji 1.8.1

M = ¢(M/(MNN))# ¢(N/(MNN)) =N

u Prim(A), odnosno, M N Z(A) # NN Z(A). Kako su M i N bili proizvoljni, slijedi
da je n4 injektivno, tj. A je slabo centralna. O

Primjer 1.8.8 Neka je B := C(|0, 1], M3(C)) C*-algebra svih neprekidnih funkcija
f:[0,1] = M2(C) i neka je A C B njena C*-podalgebra koja se sastoji od svih f € B
za koje je f(1) dijagonalna matrica, dakle oblika

=" 0| e xnun e,

Stavimo J = Cy([0,1),M3(C)) (J je tzv. 2-homogeni ideal u A). Kako su sve sve
ireducibilne reprezentacije od J (do na ekvivalenciju) evaluacije u tockama iz [0,1)
(primjer 1.4.15) , te kako je A/J = C & C dvodimenzionalna (komutativna), imamo

~

A={[ry]: s€0,1)}U{\,[ul},

gdje je ms : A — My(C) evaluacija u tocki s € [0,1), te A i u jednodimenzionalne
reprezentacije od A dane s A : f — A(f) i p : f — p(f). Naravno, kako je A
liminalna, imamo

Max(A) = Prim(A) = {kerm, : s €[0,1)} U {ker \, ker ut}.
Buduc¢i da je
) 1] recwm},

slijedi da je

kermZ(A):kemmZ(A):{H H : feCo([O,l))}.

Dakle, ker A = ker p1, pa A nije (slabo) centralna. Stavimo B := C @ C i definirajmo
x-epimorfizam

¢p: A= B s o(f) = A),ulf) (feA).

Tada iz propozicije 1.8.1 slijedi ¢(Z(A)) & Z(B), sto naravno mozemo i provjeriti i
eksplicitnim racunom. Naime, imamo

$(Z(A) ={(\\): A eC} S Z(B)=B=CaC.
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1.9 C(y(A)-algebre i odozgo poluneprekidni C*-sveznjevi

Definicija 1.9.1 Neka je A C*-algebra i neka je A lokalno kompaktan Hausdorf-
fov prostor. Za A kazemo da je Cy(A)-algebra ako postoji nedegenerirani -
homomorfizam ®4 : Co(A) — Z(M(A)).

Napomena 1.9.2 Ako je A Cy(A)-algebra tada iz Hewitt-Cohenovog teorema fak-
torizacije (teorem 1.1.15) slijedi

A= (I)A(Co(A))A = {@A(f)a < Co(A), a € A}

Ako je A Cy(A)-algebra tada za je svaki ideal J € Id(Cy(A)), Pa(J)A ideal u A
(zatvorenost od @ 4(J)A ponovno slijedi iz Hewitt-Cohenovog teorema faktorizacije).
Ukoliko je J; maksimalni ideal od Cy(A) koji se sastoji od svih funkcija koje iscezavaju
u tocki s € A tada za I, := ®4(Js)A kvocijent A(s) := A/I; zovemo vlakno od A
nad s. Ako je a € A tada njegovu sliku (po kvocijentnom preslikavanju A — A/Jy)
oznacavamo s a(s) i na a gledamo kao na funkciju

a:A— |_|A(s), a:s— a(s).

SEA

Sada ¢emo ukratko objasniti kako dana C*-algebra postaje Cy(A)-algebra. Pret-
postavimo da je v : Prim(A) — A neprekidna funkcija i neka je W4 : Z(M(A)) —
Cy(Prim(A)) Dauns-Hofmannov izomorfizam (teorem 1.4.19). Tada je A Cy(A)-
algebra, gdje je @4 : Co(A) — Cp(Prim(A)) dan s

Ca(f)=T3" o (fov) (f€Co(A)).
Zaista, trebamo pokazati da je ®4(Cy(A))A = A. Neka je P € Prim(A). Tada je
Pa(flat P=fw(P)at+P (acA,fecCA)),

pa ocito ®4(Co(A))A € P. Bududi da je ®4(Co(A))A (zatvoren) ideal u A, odavde
odmabh slijedi nedegeneriranost od ® 4. Dakle, A je Cy(A)-algebra i time smo dokazali
prvi dio sljedece propozicije.

Propozicija 1.9.3 Neka je A C*-algebra i neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov
prostor. Ako postoji neprekidna funkcija v : Prim(A) — A tada je A Cy(A)-algebra,
gdje je
Cu(f) =05t o (fov) (feCo(d)). (1.24)
Obratno, ako je A Cy(A)-algebra s &4 : Cy(A) — Z(M(A)) tada postoji neprekidna
funkcija v : Prim(A) — A takva da vrijedi (1.24).
Posebno, svaka ireducibilna reprezentacija od A je dobivena podizanjem neke ire-
ducibilne reprezentacije od vlakna A(s) za neko s € A. Preciznije, ako je [1] € A, tada
jeideal I, (ker(r)) sadrzan u ker m i 7 je dobivena podizanjem ireducibilne reprezentacije
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od A(v(kerm)). Dakle, mozemo identificirati
A=|]A(s) i Prim(A)=| | Prim(A(s)).
s€EA SEA

O
Ubuduée necemo isticati pripadni *-homomorfizam & 4, nego ¢emo samo pisati f - a
umjesto ®4(f)a (f € Co(A), a € A). Dakle, A je nedegeneriran Cp(A)-bimodul za
kojeg je
fra=a-f i (f-a)=fa".

Primjer 1.9.4 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Prema propoziciji 1.7.7
Glimm(A) je lokalno kompaktan Hausdorffov prostor (uz 7, = 7., topologiju). Tada
A postaje Co(Glimm(A))-algebra, gdje je v = ¢4 potpuna regularizacija.

Imamo sljedeéu (svojevrsnu) generalizaciju propozicije 1.6.6:
Propozicija 1.9.5 Neka je A Cy(A)-algebra.

(i) Za svako a € A funkcija s — ||a(s)| je odozgo poluneprekidna i iS¢ezava u
beskonacnosti.

(ii) Funkcije s — |la(s)|| su neprekidne za svako a € A ako i samo ako je preslika-
vanje v : Prim(A4) — A otvoreno.

(iii) Za svako a € A vrijedi ||a|| = sup{|la(s)|| : s € A}.
(iv) Akoje f € Chp(A)ia € A, tadaje (f-a)(s) = f(s)a(s) za sve s € A.

Co(A)-algebre su usko vezane uz odozgo poluneprekidne C*-sveznjeve.

Definicija 1.9.6 Odozgo poluneprekidni C*-sveZanj je trojka (F,A,q), gdje je A
lokalno kompaktan Hausdorffov prostor (tzv. bazni prostor), E topoloski prostor (tzv.
totalni prostor) i q : E — A neprekidna otvorena surjekcija, zajedno s operacijama i
normama uz koje je svako vlakno E(s) := ¢ '(s) C*-algebra, tako da vrijede sljede¢i
uvjeti:

(i) Preslikavanje a — ||la|| s £ u R, je odozgo poluneprekidno.
(ii) Involucija a +— a* s F' u E je neprekidna.

(iii) Preslikavanja (a,b) — a+bi (a,b) — abs E® := (a,b) € E x E: q(a) = q(b)
u E su neprekidna.

(iv) Za svako A € C je preslikavanje a — Aa s E' u E neprekidno.

(v) Ako je (a,) mreza u F takva da ||a.|| — 01 ¢(a,) — s u A, onda a, — 0,
u F (gdje 05 oznacava nul-element C*-algebre E(s)).
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Za odozgo poluneprekidni C*-svezanj kazemo da je neprekidni C*-svezanj (krade,
C*-svezanj) ukoliko je preslikavanje iz (i) neprekidno.

Napomena 1.9.7 Cesto éemo samo reéi da je E odozgo poluneprekidni C*-svezanj
nad A, pri cemu necemo isticati preslikavanje q.

Definicija 1.9.8 Za (odozgo poluneprekidne) C*-sveznjeve F i F' nad A kazemo da
su izomorfni i pisemo F = F ako postoji homeomorfizam A : E — F takav da je
A(E(s)) = F(s) i za kojeg je restrikcija Alg : E(s) — F(s) *-izomorfizam za sve
s € A.

Primjer 1.9.9 (i) Osnovni primjer C*-sveznja je tzv. trivijalni svezanj. To je
svezanj oblika F = A x A (s produktnom topologijom), gdje je A C*-algebra i
q : F — A projekcija na prvu koordinatu.

(ii)) Ako je E (odozgo poluneprekidni) C*-svezanj nad A i U C A otvoren ili
zatvoren podskup, tada definiramo restrikcijski svezanj od E nad U kao trojku
(Elv,U,qu), gdje je Ely = | |,cy £(s) snabdjeven s relativnom topologijom i
qlv : Ely — U restrikcija od ¢. O¢ito je Ey (odozgo poluneprekidni) C*-svezan]
nad U.

Istaknimo neke jednostavne posljedice koje slijede iz definicije 1.9.6.
Propozicija 1.9.10 Neka je E odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A.
(i) Mnozenje skalarom (A, a) — Aa s C x E u E je neprekidno.
(ii) Ako je (a) mrezau E takvadaa, — 0s u E (zaneko s € D), tada ||a,|| — 0.

(iii) Neka je (a,) mreza u E takva da q(a,) — ¢(a) za neko a € E. Pretpostavimo
da za svako € > 0 postoji mreza (b,) (indeksirana istim skupom) u Eibe E
takva da

(a) by — bu E,
(b) q(bs) = q(a,) za sve a,
()

(d) ||aa — bal| < € za dovoljno velike a.

la =0l <&,

Tada a, — a.

Definicija 1.9.11 Neka je E odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A. Za funkciju
e: A — E kazemo da je prerez od E ako vrijedi e(s) € E(s) za sve s € A. Skup svih
neprekidnih prereza od E, skup svih ogranic¢enih neprekidnih prereza od E' i skup

D(E), Ty(E) i To(E).
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Napomenimo da nije ocito da svaki odozgo poluneprekidni C*-svezanj uopce dopusta
neprekidni prerez razlicit od nul-prereza. Ipak, vrijedi sljede¢i rezultat:

Teorem 1.9.12 Neka je E odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A. Tada za svako
s€ Aiac€ E(s)postoji e € I'(E) takav da je e(s) = a.

O

Napomena 1.9.13 Neka je £ odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A.

(i) Skup svih neprekidnih prereza I'(E) od E postaje x-algebra uz operacije po
tockama. Takoder, za neprekidnu funkciju ¢ : A — C i e € I'(EF) imamo
g-e€(E), gdje je (g-e)(s) == g(s)e(s) (s € A).

(ii) S obzirom na normu

le]] = sup{[le(s)]| : s € A}
I'y(E) postaje C*-algebra.

Propozicija 1.9.14 Neka je £ odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A. Tada je
[o(E) C*-podalgebra od I'y(E). Stovise, I'g(E) je Cy(A)-algebra i vrijedi

Fo(E)(s) ={e(s): eey(E)} = E(s) zasveseA.

Cesto je koristan i sljedeéi rezultat:

Propozicija 1.9.15 Neka je E odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A. Neka je
[ CTy(FE) takav da vrijedi:

(i) akojeeeI'i g e Cy(A) tadaje g-e €T}
(ii) zasve s € A, I'(s) = {e(s) : e € I'} je gust podskup od E(s).
Tada je T' gust u I'y(E).
O
Prirodno je pitati se vrijedi li i obrat propozicije 1.9.14. Drugim rije¢ima, da
li svaku Cy(A)-algebru mozemo dobiti kao C*-algebru prereza nekog odozgo pol-

uneprekidnog C*-sveznja? Odgovor na to pitanje je potvrdan (ali netrivijalan) i u
glavnom koraku za dokaz te ¢injenice se koristi sljedeéi bitni teorem:

Teorem 1.9.16 (Fell) Pretpostavimo da je E skup, A lokalno kompaktan Haus-
dorffov prostor i ¢ : E — A surjekcija takva da je svako vlakno F(s) := ¢ !(s)
C*-algebra. Neka je I' x-algebra prereza od F takva da vrijedi

(i) funkcija s+ ||e(s)]| je odozgo poluneprekidna za svako e € T',
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(ii) za svako s € A skup {e(s): e € A} je gust u E(s).

Tada postoji jedinstvena topologija 7 na E s obzirom na koju je (F,A,q) odozgo
poluneprekidni C*-svezanj i I' C I'(F). Nadalje, ako su sve funkcije u (i) neprekidne,
tada je (E, A, q) (neprekidni) C*-svezan].

O
Netrivijalni dio prethodnog teorema je dokaz egzistencije takve topologije 7. Ona je
opisana svojom bazom koju tvore svi skupovi oblika

Ue,Uje)={a € E: qla) eUila—e(q(a))] <e},

gdjesue € I', U C A otvoren i € > 0. Naravno, sada ostaje provjeriti da je uz
tu topologiju (F,A,q) zaista odozgo poluneprekidni C*-svezanj i da je I' C I'(E).
S druge strane, dokaz jedinstvenosti takve topologije 7 je vrlo jednostavan. Naime,
pretpostavimo sa su 71 i 7o dvije topologije za koje vrijedi tvrdnja Fellovog teorema i
neka je (a,) mreza u E takva da a, — a, zaneko a € E. Prema (i), za & > 0 postoji
e € I' takav da je |le(¢(a)) —al| < e. Stavimo b, := e(g(a,)) i b := e(¢q(a)). Tada ocito
vrijedi: by, — bu E, q(bs) = q(as) za sve a, |la—b|| < €1 ||aa — ba|| < € eventualno.
Prema propoziciji 1.9.10 imamo a, —= a. Dakle, 7» C 7. Zbog simetrije imamo
jednakost 7 = 5.

Ukoliko saberemo dosadasnje rezultate iz ove tocke, dobivamo sljedeé¢i fundamen-
talni teorem:

Teorem 1.9.17 (Lee) Neka je A C*-algebra i neka je A lokalno kompaktan Haus-
dorffov prostor. Tada su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(i) A je Co(A)-algebra;
(ii) postoji neprekidno preslikavanje v : Prim(A) — A;

(ili) postoji odozgo poluneprekidni C*-svezanj E nad A i Cy(A)-modularni izomor-
fizam C*-algebri A = I'y(E).

Stovige, ako je A Cy(A)-algebra, tada je preslikavanje v : Prim(A) — A otvoreno ako
i samo ako je F (neprekidni) C*-svezanj nad A.

O
Mi éemo samo opisati kako iz dane Cy(A)-algebre A konstruirati odozgo pol-
uneprekidni C*-svezanj E za kojeg vrijedi (iii). Potpuni dokaz Leejevog teorema,
kao i dokazi svih tvrdnji iz ove tocke, mogu se naéi u [73].
Neka je

E .= |_| A(s)
SEA
i neka je ¢ : E — A kanonska surjekcija. Stavimo I' := {[s — a(s)] : a € A}. Prema
Fellovom teoremu (teorem 1.9.16) postoji jedinstvena topologija na E s obzirom na
koju on postaje odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad A i za koju vrijedi I' C T'(E).
Prema propoziciji 1.9.5 (i) I' C I'g(E). Prema propoziciji 1.9.15 ' je gust u I'y(E).
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Nadalje, prema propoziciji 1.9.5 (iii) i (iv) preslikavanje a — [s +— a(s)] je Co(A)-
modularni x-izomorfizam s A na I'(E). Dakle, I' je u normi zatvoren, pa je nuzno

I'=Ty(E).

Napomena 1.9.18 Neka je A C*-algebra sa Hausdorffovim primitivnim spektrom
A := Prim(A). Tada je trivijalno A Cy(A)-algebra, pa iz Leejevog teorema slijedi
egzistencija (neprekidnog) C*-sveznja E nad A takvog da vrijedi A = I'y(E) (Cy(A)-
modularni izomorfizam.)

Na kraju ove tocke, istaknimo i sljedeci bitan rezultat iz teorije C*-sveznjeva kojeg
¢emo Cesto koristiti:

Teorem 1.9.19 (Tietzeov teorem za C*-sveznjeve) Neka je F (neprekidni) C*-
svezanj nad lokalno kompaktnim Hausdorffovim prostorom A. Ako je ¢ C A
zatvoren podskup i e € Tg(E|c), tada postoji f € To(E) takav da je flc = e.
Specijalno, ako je Io ideal u I'o(E) koji se sastoji od svih e € T'o(E) za koje je
ele = 0, tada je preslikavanje g : T'o(E) — I'o(E|c) dano s g(e) = e|c surjektivni
s-homomorfizam. Specijalno, I'o(E)/Ic = To(E|c).

(]
Dokaz teorema 1.9.19 moze se naéi u [33] (gdje je formuliran za opéenitije Banachove
sveznjeve).

1.10 Homogene i subhomogene C*-algebre

Definicija 1.10.1 Za C*-algebru A kazemo da je n-homogena (n € N) ako su sve
njene ireducibilne reprezentacije iste dimenzije n.

Iz primjera 1.4.15 slijedi da je svaka C*-algebra oblika Cy(A, M, (C)) (gdje je A
lokalno kompaktan Hausdroffov prostor) n-homogena. Stovise, dokazat éemo da je
svaka n-homogena C*-algebra lokalno tog oblika.

U tu svrhu, najprije primijetimo da homogene C*-algebre imaju Hausdorrfov prim-
itivni spektar. Zaista, to slijedi iz sljedeceg (dobro poznatog) rezultata, ¢iji se dokaz
moze nadi npr. u [26]:

Teorem 1.10.2 Neka je A C*-algebra cije su sve ireducibilne reprezentacije konacno
dimenzionalne. Za svako n € N s A,, i Prim,(A) redom oznacimo skup svih n-
dimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija od A i skup svih njihovih jezgara. Tada
vrijedi:

(1) Up<, Primg(A) je zatvoren podskup od Prim(A);
(ii) Prim,(A) je otvoren podskup od |J,., Primy(A);

(ili) Prim,(A) je lokalno kompaktan Hausdorffov prostor (u relativnoj Jacobsonovoj
topologiji);
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(iv) funkcije traga A — R., [1] — tra(a) su odozdo poluneprekidne za svako
a € A,. Nadalje, relativna Jacobsonova topologija na Prim,(A) se podudara
sa slabom topologijom induciranom funkcijama traga.

(]
Specijalno, prema napomeni 1.9.18, za n-homogenu C*-algebru A postoji C*-svezanj
E nad A := Prim(A) takav da je A = I'o(F) (Co(A)-modularni izmorfizam). Nar-
avno, sva vlakna od E su izomorfna matricnoj algebri M, (C). Stovise, pripadni
svezanj E' od A je lokalno trivijalan, tj. oko svake tocke s € A postoji otvorena
okolina U oko s takva da je restrikcijski svezanj F|y izomorfan trivijalnom sveznju
U x M, (C) (kao C*-svezanj). Kako bi dokazali tu ¢injenicu, najprije ¢emo trebati
par pomo¢nih rezultata.

Lema 1.10.3 Neka je F C*-svezanj nad lokalno kompaktnim Hausdorffovim pros-
torom A, neka je sg € A i neka su pq,...,p, medusobno ortogonalni ne-nul pro-
jektori u vlaknu E(sg) razliciti. Tada postoji otvorena okolina U oko sy i prerezi
e1,. .., e € Io(E) takvi da je vrijedi

(i) ei(so) =ps (1 <i <),

(ii) e1(s),..., e (s) su medusobno ortogonalni projektori za sve s € U.
Dokaz. Prema propoziciji 1.1.26 projektore py, ..., p, mozemo redom podi¢i do poz-
itivnih medusobno ortogonalnih elemenata €/,...,e. € T'o(F). Kako je €i(sg) =

pi = p? = €j(s0)?, za 0 < & < 1 postoji otvorena okolina U oko s takva da vrijedi
lei(s)?—€l(s)]| < e,zasve s € Uil <i <r. Prema teoremu o preslikavanju spektra,
postoje % < 01 < 1< 9y takvi da je

Sp(e;) - <1 — 09,1 — (51> U <51,52> (1 <3< r)_
Neka je v : R — R, neprekidna funkcija takva da vrijedi

0, zat€(1—52,1—51)
1, zat € <(51,(52>.

Tada ocito elementi e; := ¥(e;) € T'o(E) (1 <i < r) zadovoljavaju trazene uvjete. O

Lema 1.10.4 Neka je E C*-svezanj nad lokalno kompaktnim Hausdorffovim pros-
torom A i neka je sp € A. Pretpostavimo da su ¢; i go projektori u vlaknu E(sp) i
a € E(sp) takav da je a*a = ¢; 1 aa* = ¢o. Ako je U otvorena okolina oko s u A i
p1,p2 € To(E) takvi da vrijedi

(i) pi(so) =q (1<i<2)i
(i1) p1(s) i p2(s) su projektori za sve s € U,

tada postoji otvorena okolina V od sg i g € I'g(F) takav da vrijedi ¢(so) = a i

(¢"q)(s) = pi(s), (qq")(s) =pa(s) zasveseV.
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Dokaz. Neka je b’ € T'y(E) takav da je h'(sg) = a i stavimo h := pyh/p;. Kako je a
parcijalna izometrije, imamo aa*a = a, pa je

h(s0) = gaq = a. (1.25)

Takoder imamo
(p2h)(s) = (hp1)(s) = h(s) zasveseU. (1.26)

Stavimo g := |h| = (h*h)z. Iz (1.25) slijedi

= (a*a)% = q1 = p1(S0). (1.27)

N

9(s0) = (h(s0)"h(s0))
Iz (1.26) slijedi da je
(h*h)(s) = p1(s)(R*h)(s)pi(s) zasves e U,
a kako je p;(s) projektor za sve s € U, imamo
g(s) =p1(s)g(s)pi(s) zasveseU. (1.28)

Iz (1.27) slijedi da je (g — p1)(so) = 0, pa suzavanjem skupa U (ako je potrebno),
mozemo pretpostaviti da vrijedi

1
(g —p1)(9)] < g rasvesc U. (1.29)

Neka je ¥; : R — R, neprekidna funkcija takva da vrijedi

Definirajmo ¢ := h - ¢;(g). Tada je

a(s)"q(s) = 1(g(s)h(s)"h(s)¥r(g(s)) = (¥r(g(s))g(s))” = ¥2(g(s))* za sve 5(163%)
gdje je .
Un(t) ==t (1) :{ ? o Tt:_()” <1 (1.31)

Koristedi teorem 1.1.10 iz (1.28), (1.29) i (1.31), dobivamo da je 12(g(s)) = pi(s) za
sve s € U, pa iz (1.30) slijedi da je

q(s)"q(s) = p1(s) zasve s e U. (1.32)

Kako je
q(s0) = h(s0)v1(g(s0)) = aq = a, (1.33)

imamo (qq*)(so) = aa* = g2 = p2(so), odnosno

(9" — p2)(s0) = 0. (1.34)
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S druge strane, iz (1.26) slijedi

p2(s)(qq*)(s) = h(s)Y1(g(s))q"(s) = (qq")(s) zasve s € U. (1.35)

Iz (1.32) slijedi da je ¢(s) parcijalna izometrija za sve s € U. Dakle (¢q¢*)(s) je
projektor, a iz (1.35) da je (¢q¢*)(s) < pa(s) za sve s € U. Tvrdimo da je (qq*)(s) =
pa(s) za sve s iz neke okoline sg € V' C U. Pretpostavimo suprotno i neka je (s,)
mreza u U koja konvergira prema sq takva da je (¢q*)(sa) # p2(Sa) za sve a. Tada je
|(p2 — qq*)(sa)|| = 1 za sve «, pa iz neprekidnosti funkcije s — ||(p2 — qq*)(s)]| slijedi

1(aq” = p2)(s0) | = lim [[(p2 = ¢4™)(s0) || = 1,
sto je u kontradikciji s (1.34). Dakle, postoji otvorena okolina V' oko sy takva da
vrijedi
q(s)"q(s) = pi(s) q(s)q(s)” = pa(s) zasveseV,

sto zajedno s (1.33) zavrsava dokaz leme. 0

Teorem 1.10.5 Neka je F C*-svezanj nad lokalno kompaktnim Hausdorffovim pros-
torom A. Pretpostavimo da je so € A i B kona¢no dimenzionalna C*-podalgebra
vlakna E(sg). Tada postoji otvorena okolina U oko sy u A i injektivni morfizam
C*-sveznjeva A : U x B — E|y takav da vrijedi A(sg,b) = b za sve b € B.

Dokaz. 1z teorema 1.1.8 slijedi da je A = By ® --- @ B,, gdje su By minimalni ideali
u B takvi da je By = M, (C) (1 <k <r). Neka su (e} ;)1<ij<n, Matricne Jedlmce
u By. Koristedi leme 1.10.3 i 1.10.4 dobivamo otvorenu okolinu U oko sg, prereze pf
(1<k<r 1<i<ng)i qz’fl (1<k<r 2<i<ng) uly(F) takve da vrijedi:

(i) pf(so) = 6?@ C]f@(so) = eﬁl;

(i) p(s) (1 <k <7, 1 <i < nyg) su medusobno ortogonalni ne-nul projektori za
sve s € U;

(i) zasve s € U, 1 <k <ri2<i<nyg vrijedi
Q£1(5>*Q§1(5) = p(s),
sz,l (3>q2k,1 (s)" = p?(s).
Stavimo ¢f; := ¢}, (¢},)*. Ako definiramo A : U x B — Ely s

klz]l k=1 i,5=1

tada se lako provjeri da je A injektivni morfizam C*-sveznjeva. O
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Teorem 1.10.6 (Fell) Neka je A n-homogena C*-algebra. Tada postoji lokalno triv-
jjalni C*-svezanj F nad A := Prim(A) ¢ija su sva vlakna izomorfna s M,,(C) takav
da je I'o(F) = A.

Dokaz. Prema korolaru 1.4.17 i teoremu 1.10.2 A := Prim(A) je lokalno kompak-
tan Hausdorffov prostor. Prema napomeni 1.9.18 postoji C*-svezanj F nad A takav
da je A 2 TI'h(E). Ako je so € A bilo koja tocka, tada iz teorema 1.10.5 slijedi
egzistencija otvorene okoline U oko sy u A i injektivnog morfizma C*-sveznjeva
A U x E(sg) — FEly takvog da je A(sg,a) = a za sve a € E(sg). Kako je
E(s) = E(sg) = M,(C) za sve s € A, slijedi da je A izomorfizam. Dakle, E je
lokalno trivijalan. O

Korolar 1.10.7 Neka je A n-homogena C*-algebra. Tada je A centralna.

Dokaz. Kako je A := Prim(A) Hausdorffov, prema napomeni 1.7.9 dovoljno je
dokazati da je A kvazicentralna. Neka su E' i A kao u teoremu 1.10.6. Za s € A neka
jee € I'o(E) takav da je e(s’) = 1p(y) za sve s’ iz neke okoline U od s u A (egzistencija
takvog prereza slijedi iz lokalne trivijalnosti od E). Neka je V kompaktna okolina
od s u A takva da je V' C U i izaberimo neprekidnu funkciju g : A — [0, 1] za koju
vrijedi gly = 11 g(s') = 0 za sve s’ izvan nekog kompaktnog podskupa od U. Tada
jeg-ee€ Z(I'y(E)) ig(s) =1. Dakle, A je kvazicentralna. O

Definicija 1.10.8 Neka je F lokalno trivijalni C*-svezanj nad lokalno kompaktnim
Hausdorffovim prostorom A s vlaknima M,,(C). Ukoliko postoji konac¢an otvoreni
pokrivac {U; }1<j<m od A takav da je E|y, = U; x M,(C) (izomorfizam C*-sveznjeva)
za sve 1 < j < m tada kazemo da je E konacnog tipa (kao C*-svezanj).

Takoder, Za n-homogenu C*-algebru A kazemo da je konacnog tipa ako je njen
pripadni C*-svezanj F iz teorema 1.10.6 kona¢nog tipa.

Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad lokalno kompaktnim Hausdorffovim
prostorom A s vlaknima M, (C). Tada je naravno E (lokalno trivijalni kompleksni) n?-
dimenzionalni vektorski svezanj nad A (pri ¢emu zaboravljamo dodatnu strukturu).
Ako je E konacnog tipa (u smislu definicije 1.10.8) tada je on naravno kona¢nog tipa
i kao vektorski svezanj. Interesantno je (i netrivijalno) da vrijedi i obrat prethodne
tvrdnje, tj. C*-svezanj E je konacnog tipa kao C*-svezanj ako i samo ako je on
konacnog tipa kao vektorski svezanj. Preciznije, vrijedi:

Teorem 1.10.9 (Phillips) Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad lokalno
kompaktnim Hausdorffovim prostorom A s vlaknima M, (C). Sljedece tvrdnje su
medusobno ekvivalentne:

(i) E je konacnog tipa kao C*-svezanj;
(ii) FE je kona¢nog tipa kao vektorski svezanj;

(iii) postoji lokalno trivijalni C*-svezanj F' nad Stone-Cechovom kompaktifikacijom
BA od A takav da je F|a = E (izomorfizam C*-sveznjeva);
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(I
Dokaz teorema 1.10.9 moze se nac¢i u [57]. Zbog prethodnog teorema mozemo jed-
nozna¢no govoriti o konac¢nom tipu od E. Dakle, kako bi provjerili da je M, (C)-
svezanj E konacnog tipa (u smislu definicije 1.10.8), dovoljno je provjeriti da je pri-
padni n?-dimenzionalni vektorski svezanj kona¢nog tipa. Nadalje, kako bi provjerili
da je pripadni vektorski svezanj konacnog tipa, ¢esto ¢emo koristiti sljede¢u jednos-
tavnu karakterizaciju:

Lema 1.10.10 Neka je E n-dimenzionalni lokalno trivijalni vektorski svezanj nad
parakompaktnim Hausdorffovim prostorom A. Tada je E konacnog tipa ako i samo
ako postoji konac¢an skup ogranic¢enih neprekidnih prereza {es, ..., e} C I',(E) takav
da vrijedi

span{ei(s),...,en(s)} = E(s) zasve s € A. (1.36)

Dokaz. Ako je E konacnog tipa, tada tvrdnja slijedi direktno koristeéi konacnu
particiju jedinice podredenu kona¢nom lokalno trivijaliziraju¢em pokriva¢u od A.

Obratno, pretpostavimo da su ey, ..., e, € [',(E) takvi da vrijedi (1.36). Tada je
preslikavanje A : A x C™ — E definirano formulom

A(s, Ap,y ooy A) == Z Aje;(s),
j=1

surjektivni morfizam vektorskih sveznjeva. Slijedi da je E izomorfan podsveznju
(ker A)t trivijalnog sveznja A x C™, pa je kao takav konacnog tipa (vidjeti [38]
ili [43]). O

Kao direktnu posljedicu teorema 1.10.6, teorema 1.10.9 i leme 1.10.10 dobivamo
sljede¢u karakterizaciju o-unitalnih homogenih C*-algebri kona¢nog tipa:

Korolar 1.10.11 o-unitalna n-homogena C*-algebra A je konacnog tipa ako i samo
ako postoji konacan broj elemenata aq,...,a,, € A za koje vrijedi

span{a; + P,...,a,, + P} = A/P zasve P € Prim(A).

Definicija 1.10.12 Za C*-algebru A kazemo da je n-subhomogena (n € N) ako
vrijedi sup{dim = : [7] € A} = n.

Neka je A n-subhomoegena C*-algebra. Stavimo

J = ﬂ{kerw . [n] € A, dim7 < n}.

Tada je J ideal u A kojeg zovemo n-homogeni ideal u A. Naime, J je najvedi ideal u
A koji je n-homogen kao C*-algebra. Tada je oc¢ito A/J k-subhomogena C*-algebra,
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gdje je k < n. Koristec¢i induktivni argument, dolazimo do kona¢nog rastuceg niza
0=JCLhC---CJ=A (1.37)

ideala u A takav da je svaki subkvocijent J;/J;_1 (1 < i < p) homogena C*-algebra.
Za (1.37) kazemo da je (konacan) kompozicijski niz za A. Primijetimo da je ideal J;
u (1.37) pripadni n-homogeni ideal u A.

Definicija 1.10.13 Za C*-algebru A kazemo da je n-subhomogena konacnog tipa
(krace n-SFT algebra®) ako je A n-subhomogena i ako je svaki subkvocijent J;/J; 4
(1 <i < p) u komporzicijskom nizu (1.37) za A homogena C*-algebra konacnog tipa.

Na kraju ove tocke istaknimo da omotacka von Neumannova algebra subhomogene
C*-algebre ima vrlo jednostavan oblik:

Teorem 1.10.14 Neka je A n-subhomogena C*-algebra. Tada postoje prirodni bro-
jevi 1 < ky < kg < --- < k; = n i kompaktni Hausdorffovi prostori Xy, ..., X; takvi
da je

A" = C(X1, My, C) @ C(X2, My, (C)) @ - - - & C(X;, My, (C)).

Specijalno, A** je n-subhomogena.

Dokaz teorema 1.10.14 moze se naéi u [16].

Korolar 1.10.15 Ako je A n-subhomogena C*-algebra, tada je i M (A) n-subhomogena.

Dokaz. Kako svaku ireducibilnu reprezentaciju od A mozemo podiéi do ireducibilne
reprezentacije od M(A) na istom Hilbertovom prostoru (teorem 1.2.4), slijedi
sup{dim7 : [r] € M(A)"} > n. S druge strane, neka je 7 ireducibilna reprezentacija
od M(A). Kako je M(A) C A™, prema teoremu 1.2.6 7 mozemo podiéi do ire-
ducibilne reprezentacije p od A** na nesto ve¢em Hilbertovom prostoru. Prema teo-
remu 1.10.14 A** je n-subhomogena, pa je dim 7 < dim p < n. O

Ssubhomogeneous of finite type



Poglavlje

Potpuno ograniceni operatori i
Haagerupov tenzorski produkt

2.1 Operatorski prostori i potpuno ograniceni op-
eratori

Neka je V' vektorski prostor. Za m,n € N neka je M,,, (V) vektorski prostor
svih m X n matrica s vrijednostima u V. Naravno, M,, (V') mozemo poistovijetiti
s algebarskim tenzorskim produktom M,,,(C) ® V. Standarno, pisemo M, (V) :=
My (V), te Ry (V) := My, (V) 1 Cp (V) := M, 1 (V).

Ako je x € M,, (V) tada njenu (4, j)-tu vrijednost oznacavamo s z;; i pisemo
X = [2;;]. Zax = [1;;] € M,,,(V) s X7 ozna¢avamo transponiranu matricu [z, ;] €
M, (V). Stadardnu bazu matriénih jedinica za M,,,(C) oznacavamo s {e; ;}.

Neka je #H Hilbertov prostor. Za n € N neka je H™ direktna suma n kopija od
H. Tada M, (B(H)) mozemo identificirati sa C*-algebrom B(#H (™) svih ogranicenih
operatora na H™, preko #-izomorfizma koji matrici [T;;] € M,(B(H)) pridruzuje
operator iz B(H™) koji na vektoru £= (&) € H™ djeluje s

Ty Ty -+ Ty, &1 > e T ik
Toy Too -+ Tan & || X Tk
Tn,l Tn,2 e Tn,n gn Zzzl Tn,kgk

Preko te identifikacije M,,(B(#)) postaje C*-algebra. Normu na M,,(B(#)) oznacavamo
s || - |ln- Eksplicitno, norma matrice [T} ;] € M,,(B(#)) je dana s

—

1T 51l = sup{[T35)€]l = € € Ball(H™)}.

Buduéi da normu vektora ¢ Hilbertovog prostora K mozemo rac¢unati prema formuli

1€]F = sup{|(&, m)| : n € Ball(K)},

66
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imamo

(7230l = supf| 3 (st md| = €= (€),77= () € Ball(H™)}.

ij=1

Slicni identiteti vrijede i za pravokutne matrice. Zaista, ako su H, X Hilbertovi
prostori i m,n € N, tada vektorskom prostoru M,, ,,(B(C, H)) pridruzujemo normu
| - |lm.n tako da prirodni izomorfizam

M, (B(K, H)) =2 B(K™, #H ™)

postaje izometricki izomorfizam.

Neka su V' i W vektorski prostori, te ¢ : V' — W linearni operator. Za n € N
definiramo n-tu amplifikaciju od ¢ kao operator ¢, : M, (V) — M, (W) koji matrici
[z;;] € M, (V) pridruzuje matricu [¢(x;;)] € M,(W). Naravno, na ¢, mozemo
gledati kao na tenzorski produkt operatora idy, ¢y ® ¢. Slicno definiramo i operatore
Gt My (V) = My, 0 (W).

Definicija 2.1.1 Neka su X i Y normirani prostori. Pretpostavimo da je svaki
matricni prostor M, (X) i M, (Y) snabdjeven s normom || - ||,. Za linearni operatori
¢ : X — Y kazemo da je potpuno ogranicen ako je

|8l := sup [|gnlln < oo
neN

i u tom slucaju za ||¢||s kazemo da je cbh-normal od ¢. Ukoliko su svi operatori ¢,
kontrakcije / izometrije / kvocijentni operatori, tada redom kazemo da je ¢ potpuna
kontrakcija | potpuna izometrija | potpuno kvocijentni operator. Skup svih potpuno
ogranic¢enih operatora s X u Y oznacavamo s CB(X,Y’), odnosno s CB(X) ako je
X=Y

Definicija 2.1.2 Konkretan operatorski prostor je zatvoren potprostor od X C
B(H), gdje je H Hilbertov prostor. Apstraktan operatorski prostor je par (X,{| -
|l }nen), gdje je X vektorski prostor i || - ||, potpuna norma na M, (X) (n € N) takav
da postoji Hilbertov prostor H i potpuna izometrija ¢ : X — B(H). U tom slucaju
za niz {|| - ||,} kazemo da definira strukturu operatorskog prostora na vektorskom
prostoru X.

Napomena 2.1.3 Neka je A C*-algebra. Izabravsi vjernu reprezentaciju od A,
mozemo pretpostaviti da je A C*-podalgebra od B(#H). U tom slucaju M, (A)
nasljeduje normu ||-||,, od M,,(B(#H)) = B(H™) i lako se provjeri da je M, (A) u normi
zatvorena podalgebra od M,,(B(#H)), dakle C*-algebra. Naravno, dana konstrukcija ne
ovisi o izboru vjerne reprezentacije, buduéi da je C*-norma na C*-algebri jedinstvena.
Slijedi da je (s obzirom na te norme) A operatorski prostor. Ukoliko je A komuta-
tivna, recimo A = Cy(A) za lokalno kompaktan Hausdorffov prostor A, tada su te

lengl. completely bounded
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matri¢ne norme odredene preko kanonskog izomorfizma M,,(Cy(A)) = Co(A, M,,(C)).
Eksplicitno, ako je [fi ;] € M,,(Co(A)), tada imamo

1fisllln = sup{[[[fi;($)]lne) = s € A} (2.1)

Napomena 2.1.4 Ako su A i B C*-algebre tada je ocito svaki x-homomorfizam
¢ : A — B potpuna kontrakcija. Naime, ¢, : M, (A4) — M, (B) (n € N) je takoder
x-homomorfizam, pa je kao takav kontrakcija. Nadalje, ako je ¢ injektivan, tada je
on potpuna izometrija (jer su svi ¢, injektivni x-homomorfizmi, dakle izometri¢ni).
Takoder istaknimo da su za homomorfizam ¢ : A — B sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) ¢ je kontrakcija;
(ii) ¢ je potpuna kontrakcija;
(iii) ¢ je *-homomorfizam.
Propozicija 2.1.5 Neka je X operatorski prostor.

(i) Svaki ograni¢en linearni funkcional ¢ € X* je potpuno ogranicen i vrijedi
lelles = llll-

(ii) Opcenitije, ako je A komutativna C*-algebra tada je svaki ogranicen linearni
operator ¢ : X — A potpuno ogranicen i vrijedi [|¢||s = ||o||-

(iii) Takoder, svaki ograni¢en linearni operator ¢ : X — M, (C) je potpuno
ogranicen i za njegovu ch-normu vrijedi

Plles = Nl < nll]l-

Napomena 2.1.6 Neka je X C B(H) operatorski prostor.
(R1) M, (X) je Banachov M, (C)-bimodul, uz ocita djelovanja. Drugim rijecima,
vrijedi

[SXT [l < [IS[x[n TN (S, T € Mn(C), x € My (X)).

(R2) Zasve x € M, (X) iy € M,(X) vrijedi

Il 7]

¢esto ¢emo gornju matricu oznacavati s x D y.

= max{ |||, [[y[|n}-

m-+n

Istaknimo sada neke posljedice prethodne napomene.
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Iz (R1) slijedi da zamjenom redova ili stupaca ne mijenjamo normu matrice iz
M,,(X). Opcenitije, ako je U € M, (C) unitarna matrica tada za x € M, (X)
imamo

1Ux[| < Ix[| = |U"Ux][| < [[Ux].

Dodavanjem (brisanjem) nul-redova ili nul-stupaca ne mijenjamo normu matrice
iz M,,(X). Specijalno, norme || - ||, pravokutnih matrica nije potrebno speci-
ficirati, budué¢i da na M, ,(X) mozemo gledati kao na potprostor od M, (X),
gdje je r = max{m,n}.

Ako su x = [x1,...,2,] € Ry(X) 1y = [y1,...,ys)” € C,(X) tada je prema
C*-identitetu

xr1 Lo - T,
O 0 --- 0 n 2
I[z1, ..., x| = L : = Zmzxf ,
: : : P
i 0 0 0
Y1 O . 0 1
i ¥ 0 -+ 0 n . 2
||[y177yn] || = : . . = Zyzyz
Do : —

Ako je X operatorski prostor tada su kanonski izomorfizmi
My, (Mi, (X)) 2= My, (M (X)) & My (X)
izometrije.

Ako je X operatorski prostor tada i M,,(X) postaje operatorski prostor ako ga
opskrbimo sa strukturom operatorskog prostora s obzirom na koju su kanonski
izomorfizmi M,,(M,, (X)) = M,,,,(X) izometrije.

Ako je T € B(H) i [as;] € M,,(C), tada je |[[a;;T]| = ||[cvi]]|[|T]]. Specijalno,
za matricu [z; ;] € M,,(X) imamo

< o < o
Jmax il < fllwigll. < n max |zl

odakle slijedi da niz matrica (x;) u M, (X) konvergira prema matrici z ako i
samo ako (i, j)-ta vrijednost od xj konvergira prema (i, j)-toj vrijednosti od z.

Primjer 2.1.7 Kanonski primjer ogranicenog operatora koji nije potpuno ogranic¢en
je operator transponiranja ¢ : x +— 27 na C*-algebri K(¢?) svih kompaktnih op-
eratora na (separabilnom) Hilbertovom prostoru ¢2, pri ¢emu operator x € K(¢?)
poistovjecujemo s beskonénom matricom [z; ;], gdje je x; ; := (x€;, &) (1,7 € N) i (&)
kananoska ortonormirana baza za 2. Kako bi to dokazali, najprije primijetimo da
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je ¢ izometricki linearni x-antiizomorfizam. Zaista, za vektore 2’ = (z;), @ = (w;) €
Ball(¢?) imamo

< Mz lll;

o0 oo
(6@)Z @) = | 3 ajazim| = | Y wigwiz

i,j=1 t,j=1

pa je ¢ kontrakcija. Nadalje, buduéi da je ¢ simetrija (¢! = ¢) ona je i izometrija. Za
fiksno n € N neka su (e; ;) standarne matri¢ne jedinice za M,,(C) i sa p : M, (C) —
K(£?) oznac¢imo ulaganje u gornji lijevi kut (tj. p(z) := z @ 0). Primijetimo da
je p injektivni *-homomorfizam, dakle potpuna izometrija. Stavimo z, = [e;;] €
M,,(M,,(C)) = M,2(C) i neka je y, := pu(x) = [p(e;;)] € M,,(K(H)). Npr. zan =2

imamo

To =

o O O =
o= OO
O O = O
_ o O O

Tada je x,, permutaciona matrica, pa je

[Ynlln = llon(za)lln = [l2nll = 1.

S druge strane,

Pn(yn) = [op(esi)] = [pleis)] = palleis)),

pa je ||on(yn)lln = ||[ei;]]]. Brisanjem nul-redaka i nul-stupaca vdimo da je
11 --- 1
11 - 1
el =\ . . .. . ||=m
11 -+ 1

gdje zadnja jednakost slijedi koristenjem C*-identiteta. Dakle ||¢,|| > ||¢n(yn)|ln > n,
a kako je n € N bio proizvoljan, zakljucujemo da ¢ ¢ CB(K(£?)).

Uvjeti (R1) i (R2) iz napomene 2.1.6 zovu se Ruanovi aksiomi. Ruanov teorem govori
da uvjeti (R1) i (R2) karakteriziraju operatorsku strukturu na vektorskom prostoru.
Preciznije, vrijedi

Teorem 2.1.8 (Ruan) Neka je X vektorski prostor i pretpostavimo da je za svako
n € N dana potpuna norma na M, (X) koja zadovoljava (R1) i (R2). Tada je X pot-
puno izometricki izomorfan konkretnom operatorskom prostoru, tj. postoji Hilbertov
prostor H i zatvoren potprostor Y C B(#H) takav da je X = Y (potpuno izometricki).

O

Dokaz Ruanovog teorema moze se naci npr. u [27].

Napomena 2.1.9 Direktna posljedica Ruanovog teorema je da su apstraktni opera-
torski prostori toéno oni vektorski prostori X ¢ije matri¢ne norme zadovoljavaju (R1)
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i (R2).

Osim sto je Ruanov teorem od velikog teorijskog znacaja, on nam takoder omogucuje
mnoge konstrukcije u kategoriji operatorskih prostora. Mi ¢emo istaknuti samo jednu
takvu konstrukciju.

Napomena 2.1.10 Neka je X operatorski prostor i ¥ C X njegov zatvoren pot-
prostor. Tada matri¢ni prostor M,,(X/Y") mozemo opskrbiti sa normom koja dolazi
iz identifikacije M,,(X/Y") = M, (X)/M,(Y), pri ¢emu je M, (X)/M,(Y) snabdjeven
s kvocijentnom normom. Eskplicitno, za [z; ;] € M,,(X) imamo

[zij + Y]lln = inf{||[zi; — yijllln: vij € Y}

Tada nije tesko provjeriti da ovako definirane matri¢ne norme zadovoljavaju Ruanove
aksiome. Dakle, X/Y je operatorski prostor. Nadalje, primijetimo da je po definiciji
matri¢nih normi (kanonski) kvocijentni operator ¢ : X — X/Y potpuno kvocijentni
operator.

U teoriji operatorskih algebri bitnu ulogu igraju i tzv. potpuno pozitivni operatori.

Definicija 2.1.11 Nekasu A i B C*-algebre. Za linearni operator ¢ : A — B kazemo
da je potpuno pozitivan ukoliko su svi inducirani operatori ¢, : M, (A) — M, (B)
pozitivni, tj. ako vrijedi ¢, ([a;;]) € M, (B)+ za sve [a; ;] € M,(A)+

Iz teorije potpuno pozitivnih operatora mi ¢emo samo koristiti sljedec¢i jednostavan
rezultat:

Propozicija 2.1.12 Neka su A i B unitalne C*-algebre. Ako je ¢ : A — B potpuno
pozitivan operator, tada je on i potpuno ogranicen, te vrijedi

[@lles = llll = [V

O

Na kraju ove tocke istaknimo da za razliku od opc¢ih ogranic¢enih operatora, pot-
puno pozitivni i potupno ogranic¢eni operatori dijele niz dobrih svojstava. Medu njima
su posebno istaknuti tzv. Stinespringov teorem o reprezentaciji pozitivnog (odnosno
potpuno ograni¢enog) operatora, te Arvesonov i Wittstockov teorem o prosirenju
potpuno pozitivnog (odnosno potpuno ograni¢enog) operatora. Svi ti rezultati (kao
i mnogi drugi) mogu se naci npr. u [27] i [54].

2.2 Haagerupov tenzorski produkt

Kao sto znamo, multilinearna preslikavanja mozemo linearizirati tako da prijedemo
na tenzorski produkt, a odgovaraju¢u tenzorsku normu biramo tako ona da bude
kompatibilna s uvjetima neprekidnosti danih preslikavanja. U slucaju potpuno
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ogranicenih multilinearnih preslikavanja odgovarajuci tenzorski produkt je Haagerupov
tenzorski produkt.

Neka su X 1Y operatorski prostori. Za x = [z; ;] € My,.(X) iy = [yi;] € M0 (Y)

definiramo
XOy = [Z Tik O Yrj
k=1

€ M, (X ®Y). (2.2)

Primijetimo da za svaku matricu S € M,.(C) vrijedi

(x-S)ey=x0(S"-y). (2.3)
Definicija 2.2.1 Neka su X i Y operatorski prostori. Haagerupova norma || - |5 na
X ®Y definirana je s
Iwh:=iﬁﬂMWﬂItTX®%X€RMX%y€CMXH (2.4)
= inf zn:xle 2 Xn:yfyi 2: tzzn:miébyi . (2.5)
i=1 i=1 i=1
Napomenimo da na prvi pogled nije jasno da je || - ||, zaista norma na X ® Y. Ipak,

vrijedi:
Propozicija 2.2.2 Ako su X i Y operatorski prostori tada je || - ||, norma na X ® Y.
O

U dokazu prethodne propozicije koristi se sljede¢a tvrdnja koja ukratko kaze da se
infimum u (2.4) postize.

Lema 2.2.3 Ako su X i Y operatorski prostori, te t € X ® Y, t # 0. Tada postoje
x € R, (X) iy € C,(Y) takve da je

t=x0y i [tls=I[x[llyl-

Stovise, matrice x i y mozemo izabrati tako da su njihove komponente linearno
nezavisne.

O

Definicija 2.2.4 Ako su X i Y operatorski prostori tada normirani prostor (X ®
Y, |l ||n) oznacavamo s X ®" Y. Njegovo upotpunjenje zovemo Haagerupov tenzorski
produkt od X 1Y i oznacavamo ga s X ®;, Y.

U ovoj radnji ¢emo takoder koristiti i sljedec¢i rezultat, ¢iji se dokaz moze naci npr.
u [19]:
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Lema 2.2.5 Neka su X i Y operatorski prostori. Tada za svako n,d € Niec > 0
postoji konstanta C'(e,n,d) koja ovisi samo o tim varijablama (ali ne o X i Y) sa
sliede¢im svojstvom: Ako su x € R,(X) iy € C.(Y) s ||x|,|ly]] < d i ako je
|x®y|n <1, tada postoji invertibilna matrica S € M,,(C) takva da je ||S||, |7} <
C(e,n,d) i

- STHLIS vl <1+e.

O

Ako su X 1Y operatorski prostori tada mozemo uvesti norme ||- ||, na M, (X®Y)
tako da stavimo

[/l = inf{[Ix[[[[y] : x € Mpi(X), y € Mpu(Y), t =x0y} (t€M,(X®Y)).

Ako je t;; (i,7)-ta vrijednost od t, te ako su x; € Ri(X) i y; € Ci(Y) redom i-ti
redak od x i j-ti stupac od y tada je

lij =% Oy,
pa je [[tijllnn < |I%:illlly;ll, odakle slijedi da je
1t 5llnn < [1t]]4-
Specijalno, ||t||, = 0 ako i samo ako je t = 0. Takoder nije tesko vidjeti da je || - ||5n

zaista norma na M, (X ® Y'). Slitno kao i prije, normirani prostor (M, (X ® Y), | -
|n.n) 0znacavamo s M,,(X ®"Y), a njegovo upotpunjenje s M, (X ®; Y). Nije tesko
provjeriti da norme || - ||, (n € N) zadovoljavaju Ruanove aksiome (R1) i (R2)
(napomena 2.1.6). Prema Ruanovom teoremu (teorem 2.1.8) imamo

Propozicija 2.2.6 Ako su X i Y operatorski prostori tada je i X ®; Y operatorski
prostor.

O
Kao sto smo ve¢ napomenuli, Haagerupov tenzorski produkt linearizira potpuno

ogranicene bilinearne operatore.

Definicija 2.2.7 Neka su X, Y i Z operatorski prostori i neka je & : X x Y — 7
bilinearni operator. Za svako n € N definiramo n-te amplifikacije ®,, : M,(X) ®
M, (Y) = M,(Z) s

(o i) = [ @i

Kazemo da je ® potpuno ogranicen bilinearni operator ukoliko je

[ @]y = sup [|Pn|| < oo
neN

i u tom slucaju za |®||, kazemo da je cb-norma od ®. Nadalje, za ® kazemo da je
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potpuna kontrakcija ako je ||®|ls < 1. Skup svih potpuno ogranicenih bilinearnih
operatora s X X Y u Z oznacavamo s CB(X x Y, 7).

Napomena 2.2.8 Analogno se definira pojam potpuno ograni¢enog multilinearnog
operatora ® : X7 x --- x X,, = Y, gdje su Xy,...,X, 1Y operatorski prostori.

Primjer 2.2.9 Neka su X i Y operatorski prostori te ‘H Hilbertov prostor. Ako su
¢: X = B(H)iv:Y — B(H) potpuno ogranic¢eni operatori tada je s

d: X xY = B(H), ®(z,y) = d(x)(y)

definiran potpuno ograni¢en bilinearni operator. Zaista, za matrice [z;;] € M, (X) i
i ;] € M,,(Y) imamo

‘ [Z ¢(Ii,k)¢(yk,j)]

budud¢i da je B(H) Banachova algebra.

< oz )nlle@ii)lla < 1 @llesllllen i T lnlTyi 5]l

Neka su X, Y i Z operatorski prostori. Prema univerzalnom svojstvu tenzorskog
produkta, za svaki bilinearni operator ® : X x Y — Z postoji jedinstven linearni
operator ¢, : X ® Y — Z takav da vrijedi

P (r@y)=d(x,y) (reX,yeY). (2.6)

Ako je (®.), : M,,(X ® Y) — M, (Z) n-ta amplifikacija od ®,, tada primijetimo da
je
O, (2,y) = (P)n(z Oy)  (x € Mo(X), y € My (Y)). (2.7)

Propozicija 2.2.10 Neka su X, Y i Z operatorski prostori. Bilinearni operator
®: X xY — Z je potpuno ogranicen ako i samo ako je operator ®, : X @"Y — Z
potpuno ogranicen. U tom slucaju vrijedi || Py || = [|P||eb 1 Ps se na jedinstven nacin
prosiruje do potpuno ograni¢enog operatora X ®,Y — Z (kojeg takoder oznacavamo
s ®,). Dakle, preslikavanje ® — &, definira izometricki izomorfizam

CB(X xY,Z) =~ CB(X ®, Y, Z).

Korolar 2.2.11 Neka su X i Y operatorski prostori. Bilinearni funkcional ® : X x
Y — C je potpuno ogranic¢en ako i samo ako je inducirani linearni funkcional ®, :
X ®,Y — C ogranicen. U tom slucaju imamo || Q.|| = ||®||». Dakle, preslikavanje
® — ®, definira izometricki izomorfizam

CB(X x Y,C) & (X ®,Y)*".



75 2.2 Haagerupov tenzorski produkt

Napomena 2.2.12 Iz korolara 2.2.11 slijedi da dual (X ®;,Y")* mozemo identificirati
s prostorom potpuno ogranicenih bilinearnih funkcionala na X x Y.

Dokazi tih rezultata, kao i mnogi drugi rezultati vezani uz potpuno ogranicene
multilinearne operatore, mogu se naéi npr. u [62].

Takoder istaknimo jos neka bitna svojstva Haagerupovog tenzorskog produkta koja

¢emo koristiti u ovoj radnji.

Teorem 2.2.13 Haagerupov tenzorski produkt je funktorijalan, tj. akosu ¢ : X7 —
Y11 ¢y Xo — Y5 potpuno ograniceni operatori izmedu operatorskih prostora, tada
je i inducirani operator ¢; ® ¢o : X1 ®; Xo — Y] ®; Yo potpuno ogranicen i vrijedi

61 @ dalles < @1 len | D2llc-

Specijalno, ako su ¢; i ¢ potpune kontrakcije onda je i ¢; ® ¢o potpuna kontrakcija.
Nadalje, vrijedi

(i) Haagerupov tenzorski produkt je injektivan. Drugim rije¢ima, ako su ¢ i ¢o
potpune izometrije tada je i ¢1 ® ¢o potpuna izometrija.

(ii) Haagerupov tenzorski produkt je projektivan. Drugim rijecima, ako su ¢ i ¢o
potpuno kvocijentni operatori tada je i ¢ ® ¢ potpuno kvocijentni operator.

O

Ako je A C*-algebra i X C A operatorski prostor tada definiramo

Roo(X) = {x = 21, 29,.. ] : lexf konvergira u normi od X}

i=1
te
Coo(X) := {y = [y1,y2,...]": Zy;‘y, konvergira u normi od X}

i=1

Zax = [11,22,...] E R(X) 1y = [y1,%2,...]” € Coo(X) stavljamo

Swar| i lyvll= | Y viw
i=1 =1

Ako je B (neka druga) C*-algebra i Y C B operatorski prostor, tada za x € Ry, (X)
iy € Coo(Y) definiramo

1
2 1
2

x| =

X®y::in®yi. (2.8)

i=1



Poglavlje 2. Potpuno ograniceni operatori i Haagerupov tenzorski
produkt 76

Primijetimo da je x ®y € X ®; Y, buduéi da za sve m,n € N m > n imamo

Z i @ Yi Z T Z Y; Vi
Definicija 2.2.14 Neka je A C*-algebra, neka su V' C X C A operatorski prostori

1y = [y1,99,...|]7 € Cx(X). Kazemo da su komponente od y jako nezavisne nad V
ako za svaki niz A := (\;) € £% iz

X-y::i)\iyizo
i=1

1 1
2 2

<

h

slijedi \; = 0 za sve i € N. Ako je V' = {0}, onda samo kazemo da su komponente od
y jako nezavisne. Analogno definiramo pojam jake nezavisnosti (nad V') za elemente
x € Roo(X).

Imamo sljedeéi bitan rezultat o reprezentaciji tenzora iz X ®j Y:

Teorem 2.2.15 Neka su A i B C*-algebre, X C AiY C B operatorski prostori, te
teEX®@,Y s |t < 1.

(i) Postoje matrice x € Ryo(X) iy € Coo(Y) takve da je

t=xoy i [x[lyll <1

(ii) Stovise, ako je V zatvoren potprostor od Y, tada postoji particija N = Ny U N,

1 reprezentacija
o0
i=1

takva da vrijedi

(a) y; €V zai € Ny;
(b) komponente od [y;];en, su jako nezavisne nad V.

Specijalno (za V' = {0}), postoje x € Roo(X) 1y € Coo(Y) takve dajet = x0Oy
s |Ix|I, [ly]l <1, pri ¢emu su komponente od y jako nezavisne.

Propozicija 2.2.16 Neka su A i B C*-algebre, te X C A 1Y C B operatorski
prostori. Pretpostavimo da su x € R (A) iy € C(B) takve dajet :=x 0y €
XepY.

i) Ako su k()mp(mente od x jako nezavisne tada su sve komponente od y elementi
J
iz Y.
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ii) Ako su komponente od y jako nezavisne tada su sve komponente od x elementi
J P
iz X.

(]
Koristeci prethodnu propoziciju, nije tesko dokazati sljedece bitno svojstvo Haagerupovog
tenzorskog produkta:

Teorem 2.2.17 Neka su ¢; : X; — Y; (1
izmedu operatorskih prostora. Ako su Z;
tada vrijedi

< i < 2) potpuno ograniceni operatori
cY v

Y; (1 < i < 2) zatvoreni potprostori,

(1 ® o) (Z1 @, Zo) = ker ¢ @ Xo + @7 (Z1) @n 93 (Z2) + X1 @) ker do. (2.9)

O
Istaknimo sljedece dvije direktne posljedice teorema 2.2.17 i teorema 2.2.13:

Korolar 2.2.18 Neka su Y; C X; operatorski prostori, ¢; : X; — X;/Y; kvocijentni
operatori (1 <i<2)iq®q : X;®, X = (X1/Y1) ®p, (X2/Y3) inducirani operator.
Tada je

ker(qr ® q2) = Y1 @5 Xo + X1 @4, Ya.

Nadalje, imamo potpuni izometricki izomorfizam operatorskih prostora

(X1 @n Xa)/(Y1 @ Xo+ X1 @, Y2) = (X1/Y1) ®p (X2/Y2).

Korolar 2.2.19 Ako su ¢; : X; — X;/Y; (1 < ¢ < n) kvocijentni operatori opera-
torskih prostora i Z zatvoren potrostor od X; ®;, X5 koji sadrzi Y7 ®;, Xs + X1 ®p, Ya,
tada je (q1 ® q2)(Z) zatvoren potprostor od (X1/Y)) @ (X2 ®p, Y3) 1 vrijedi

(1@ @) (1 ®ae)(2) =2

2.3 Banachova algebra A ®, B

Neka su A i B C*-algebre. Tada njihov algebarski tenzorski produkt A® B dobiva
strukturu algebre uz mnozenje definirano na elementarnim tenzorima s

(a1 ® by)(az ® by) == (araz) ® (bibe), ai,as € A, by,by € B.

Stovise, s obzirom na tu operaciju A ®, B postaje Banachova algebra. Preciznije,
vrijedi:
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Propozicija 2.3.1 Nekasu A i B C*-algebre. Tada je Haagerupova norma tenzorska
i submultiplikativna, tj. vrijedi

la@blln = llalllibll i ltulls < [ftlullulln (a € A, be B, t,ue A" B).

Specijalno, upotpunjeni Haagerupov tenzorski produkt dviju C*-algebri je Banachova
algebra.

Napomena 2.3.2 Opcenito Haagerupov tenzorski produkt A ®, B C*-algebri A i
B nije C*-algebra, osim u trivijalnom sluc¢aju kada je A = C ili B = C. Dokaz te
¢injenice moze se naéi u [17].

Bududi da je za C*-algebre A i B Haagerupov tenzorski produkt A ®; B Banacohva
algebra, ima smisla govoriti o njegovoj strukturi ideala. Analiza strukture ideala od
A ®j, B je detaljno provedena u [4] (takoder vidjeti i [11]). Mi ¢emo samo iskazati

osnovne rezultate iz tog clanka koje ¢emo koristiti. Najprije iskazimo reformulaciju
korolara 2.2.18 i 2.2.19 za C*-slucaj.

Teorem 2.3.3 Neka su A i B C*-algebre, I € Id(A) i J € 1d(B), te neka su redom
qr: A— A/Iiq;: A— A/J kvocijentna preslikavanja.
(i)
ker(q1®qj) = I@hB+A®h J.
Nadalje, ako je K zatvoren obostrani ideal u A®y, B koji sadrzi [ ®, B+ A®y, J,
tada je ideal (¢; ® q;)(K) zatvoren i

(41 ®qs) a1 @ q))(K) = K.
(i)
ker(ida ® q5) = A ®y, J.
Nadalje, ako je K zatvoren obostrani ideal u A ®; B koji sadrzi A ®;, J, tada
je ideal id4 ® ¢y)(K) zatvoren i

(ida ® q7) "' (ida ® qs)(K) = K.

(iii)
ker(qf ® ldB) =1 Xp, B.
Nadalje, ako je K zatvoren obostrani ideal u A ®; B koji sadrzi [ ®;, B, tada
je ideal (¢; ® idg)(K) zatvoren i

(¢ ®idp) ' (gr ®idp)(K) = K.
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O
Kao i u slucaju C*-algebri, pod idealom u A®j, B smatramo zatovren obostrani ideal,
te s Id(A ®,, B) oznacavamo skup svih ideala u A ®;, B. Za ideal K € Id(A ®, B)
kazemo da je produktni ideal ako postoje ideali I € Id(A) i J € I1d(B) takvi da vrijedi
K=1®ydJ.

Teorem 2.3.4 Neka su A i B C*-algebre.

(i) Kona¢na algebarska suma produktnih ideala u A ®; B je (zatvoren) ideal u
A ®p, B. Drugim rije¢ima, ako su Iy,..., 1, € Id(A) i Ji,...,J, € 1d(B) tada
je njihova algebarska suma Y | I; ®, J; (zatvoren) ideal u A ®), B

(ii) Ako je K € Id(A ®;, B) koji nije nul-ideal, tada postoje a € A1b € B takvi da
jea,b#0ia®be K. Dakle, K sadrzi netrivijalan produktni ideal.

O
Za ideal K € Id(A ®j, B) kazemo da je primitivan, ako je on jezgra neke ireducibilne
x-reprezentacije od A ®;, B. Pod x-reprezentacijom od A ®;, B smatramo ogranic¢eni
homomorfizam algebri 7 : A ®, B — B(H,) (gdje je H, Hilbertov prostor) za kojeg
vrijedi

m(a*®@b0") =7m(a®b)" (a€ A, be B).

Ako je njena slika 7(A ®; B) ultraslabo gusta u B(#,) onda kazemo da je 7 ire-
ducibilna. Skup svih primitivnih ideala u A ®;, B oznacavamo s Prim(A ®j, B).

Napomena 2.3.5 U [4] je pokazano da je x-reprezentacija m od A ®,, B ireducibilna
ako i samo ako postoje reprezentacije (C*-algebri) m od A i 7 od B na H, takve da
vrijedi:

(i) m(a ®b) = m(a)ma(b) = ma(b)mi(a), zasve a € A, b € B;
(ii) bikomutanti m1(A)” i mo(B)” su faktori (tj. centar im je jednak Cly, );
(iii) algebra m(A)ma(B) je ultrasabo gusta u B(H,).
Teorem 2.3.6 Neka su A i B C*-algebre i neka je K € Id(A ®;, B).

(i) Ideal K je maksimalan ako i samo ako postoje maksimalni ideali M u Ai N u
B takvi da je
K=M®, B+ A®,N.

(ii) Ako je K € Prim(A ®;, B) tada postoje prim ideali P € Prime(A) i Q €
Prime(B) takvi da je
K=P®,B+A®,Q.
Nadalje, ako su P € Prim(A) i @ € Prim(B) tada je

P®, B+ A®,Q € Prim(A ®, B).
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Specijalno, ako su A i B separabilne, imamo

Prim(A®, B) ={P®, B+ A®,Q: P cPrim(A4), Q € Prim(B)}.

Definicija 2.3.7 Za ideal K € 1d(A ®;, B) kazemo da je gornji ako je on jednak
presjeku primitivnih ideala koji ga sadrze.

Korolar 2.3.8 Ako su A i B C*-algebre, te I € Id(A) i J € 1d(B) tada je ideal
I ®, B+ J ®; B gornji. Stovise,

I@yB+J@,B = {P@yB+A®,Q: P € Prim(A/I), Q € Prim(B/J).} (2.10)

Specijalno, A ®; B je poluprosta Banachova algebra, tj. presjek svih primitivnih
ideala od A ®; B je nul-ideal.

Dokaz. Oznacimo desnu stranu od (2.10) s K. Ocito je
I, B+J®,BCK.

Pretpostavimo da je gornja inkluzija striktna, te neka su q; : A — A/l iq; : B —
B/ J pripadna kvocijentna preslikavanja. Prema teoremu 2.3.3 (¢; ® ¢;5)(K) je netriv-
jjalni ideal u (A/I) ®, (B/J), pa prema teoremu 2.3.4 (ii) on sadrzi netrivijalni
elementarni tenzor. Dakle, postoje a € Aib € B takvi da je

0 # qr(a) ® qs(b) € (g1 ® q1)(K).

Specijalno, a € A\Tibe B\Jia®be (¢®q) (g1 ®qs)(K)) = K. Kako je
svaki ideal C*-algebre jednak presjeku primitivnih ideala koji ga sadrze (propozicija
1.4.2) postoje P € Prim(A/I) i@ € Prim(B/J) takvidaa ¢ Pib ¢ . Promotrimo
kvocijentno preslikavanje

qp ®qq: A®n B — (A/P) @ (A/Q) = (A®, B)/(P @, B+ A®, Q).
Kakojea®be K C PRy, B+ A®, Q, to je

0= (gr ® qq)(a ®b) = qp(a) ® qq(b),

odakle slijedi da je a € P ili b € @Q; kontradikcija. O
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2.4 Kanonska kontrakcija 0,4 : M(A) ®, M(A) —
ICB(A)

Posebno bitnu ulogu u ovoj radnji igrat ¢e operatori koji ¢uvaju ideale od A. Takvi
operatori se dobro ponasaju prema teoriji reprezentacija od A.

Definicija 2.4.1 Neka je A C*-algebra. Za linearni operator ¢ : A — A kazemo da
¢uva tdeale od A ukoliko vrijedi

o(J)CJ zasve J eld(A).

S IB(A) i ICB(A) redom oznacavamo skup svih ogranic¢enih i skup svih potpuno
ogranicenih operatora na A koji ¢uvaju ideale od A.

Napomena 2.4.2 Akoje J € Id(A)iqy : A — A/J kvocijentni x-epimorfizam, tada
svaki operator ¢ € IB(A) inducira operator ¢; € IB(A/J) takav da sljedeé¢i dijagram

A —25 A

qu QJl
A)J =2y ALT
komutira. S @); ozna¢avamo preslikavanje IB(A) — IB(A/J) dano s Q; : ¢ — ¢.

Istaknimo neka osnovna svojstva operatora iz IB(A) (odnosno iz ICB(A)).

Napomena 2.4.3 (i) Koristedi ¢injenicu da za svaki element a € A vrijedi |la|| =
sup{|lgp(a)|| : P € Prim(A)}, nije tesko provjeriti da za svaki ¢ € IB(A) vrijedi

6]l = sup{[l¢p| : P € Prim(A)}. (2.11)
Stovie, ako je ¢ € ICB(A), tada sliéna formula vrijedi i za njegovu cb-normu:

[@lles = supfllplles = P € Prim(A)}. (2.12)

Specijalno, ako je A n-subhomogena (definicija 1.10.12), tada iz (2.12) i propozi-
cije 2.1.5 (iii) slijedi da je ICB(A) = IB(A) i ||¢||la < n||¢|| za sve ¢ € IB(A).

(ii) Svaki operator ¢ € IB(A) je Z(M(A))-bimodularan, tj. vrijedi
o(za) = z¢p(a) zasve z € Z(M(A))iac€ A (2.13)

Zaista, ako je P € Prim(A) tada prema Dauns-Hofmannovom teoremu imamo
qp(za) = W 4(2)(P)gp(a). Kako je W4(2)(P) € C, slijedi

qr(¢(za)) = ¢plgr(za)) = ¢p(Va(2)(P)gr(a)) = Va(2)(P)¢r(gr(a))
= Wa(2)(P)gp(o(a)) = qp(z¢(a)).
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Bududi da je P € Prim(A) bio proizvoljan, tvrdnja je dokazana.

Klasa operatora koji cuvaju ideale od A je dosta siroka. Medu njima su posebno
istaknuti tzv. elementarni operatori koje dobivamo na sljede¢i nacin:

Ako je t € M(A) ® M(A) s reprezentacijom t = a ® b, gdje su a = [ay,...,aq] €
Ry(M(A))ib = [by,...,bg]” € Cq(M(A)), tada definiramo operator O4(t) : A — A

S
d

OA(t)(z) = > amb; (v € A). (2.14)

i=1

Definicija 2.4.4 Neka je A C*-algebra. Za operator T : A — A kazemo da je
elementarni operator na A ako postoji t € M(A) ® M(A) takav da je T' = ©O4(t).
Skup svih elementarnih operatora na A oznacavamo s E(A). Za T € E(A) definiramo
duljinu £(T) od T kao najmanji rang tenzora t za kojeg vrijedi T' = O 4().

Napomena 2.4.5 Ocito je E(A) C IB(A). Stovise, primijetimo da je svaki elemen-
tarni operator potpuno ogranicen s

1©a®)lles < [Itlln (£ € A A).

Zaista, ako jet =a®b (a € Rg(M(A)), b € Cy(M(A))), te akozaxz € Aik e N
s x® ozna¢imo dijagonalnu matricu iz My(A) ¢ije su sve vrijednosti na dijagonali
jednake x, tada najprije dobivamo

d

Z aixbi

=1

1©4() ()]l = = [laxb|| < [lall[x“[[Ibll = [l Dz ] < [Itlla]lz].

(2.15)
Nadalje, neka je n € N. Bududéi da vrijedi jednakost multiplikatorskih algebri
M(M,(A)) = M, (M(A)), primijetimo da za inducirani operator © 4(t),, : M,,(A) —
M, (A) vrijedi

Oa(t)n = On,(([a)”, .. 2] © [bY”, ... bY]7) € E(M,(A)),
pa iz (2.15) slijedi

1©a@)all < ™, - af b, . BT = bl < 1]
Kako je ||©a(t)||le < ||t]|n za sve t € M(A) @ M(A), s ©4 :t — O4(t) je definirana
kontrakcija s M(A) ®@" M(A) u ICB(A), pa ju mozemo po neprekidnosti prosiriti do
kontrakcije A ®, A — ICB(A) koju ¢emo takoder oznacavati s © 4.

Definicija 2.4.6 Neka je A C*-algebra. Za kontrakciju ©4 : M(A) ®, M(A) —
ICB(A) kazemo da je kanonska kontrakcija s M(A) @, M(A) u ICB(A).

Napomena 2.4.7 Za razliku od opéenitih operatora iz ICB(A), operatori iz slike
Im© 4 od ©4 dijele jos neka dobra dodatna svojstva:
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(i) Za ultraslabo prosirenje ¢** operatora ¢ € Im © 4 na A** vrijedi ¢** € ICB(A*).
Preciznije, neka je t € M(A) ®, M(A). Kako je A C M(A) C A*, imamo
M(A)®, M(A) C A* @, A* (injektivnost Haagerupovog tenzorskog produkta;
teorem 2.2.13 (i)), odakle slijedi jednakost operatora

OA()™ = O (1)

na A™, gdje je naravno Oy« : A*™ ®, A™ — ICB(A*) kanonska kontrak-
cija 1 ©4(¢)** ultraslabo prosirenje od ©4(t) na A*. Specijalno, ©4(t)* €
ICB(A*). Nadalje, koristedi teorem Kaplanskog o gustoéi (teorem 1.3.6) dobi-
vamo ||© 4« (t)|| = [|©4(t)]|, a nakon tenzoriranja s M, (C) i

1©4%+ () [lep = [|©a(1)][c-

Specijalno je
1©ar(a) ()|l = [[©a(t)]]co-

(ii) Pretpostavimo da je A o-unitalna. Prema nekomutativhom Tietzeovom teo-
remu (teorem 1.1.48) prosirenje ¢ : M(A) — M(A/J) od g, je surjektivno,
odakle slijedi da sljede¢i dijagram

M(A) @, M(A)  —245  ICB(4)

q?@qﬁl Q.]J

M(A/J) @n M(A)T) <2125 1CB(A/T).

komutira. Zaista, za t = Zle a; @b; € M(A) ® M(A)ix € Aimamo

d

O.4/5((d7 ® 7)) (as(x) = Z () qs () (b))

= CIJ(Z a;vb;) = q;(©a(t)(x))
= Qs(0a(t))(gs(z)).

Prirodno je pitati se uz koje uvjete na A ¢e © 4 biti izometrija ili barem injekcija.
Primijetimo da ako je © 4 injektivna tada A (pa onda i M(A), prema propoziciji 1.4.6)
mora biti prim C*-algebra. Zaista, u protivnom bi postojali netrivijalni ortogonalni
ideali 7, J € Id(A). Akosua € I\ {0} ibe J\{0}, tada je otito a®@b # 0 u A®), A,
dok je ©4(a®b) = 0 u ICB(A). Mathieu je u [49] dokazao i obrat te tvrdnje, tj. ako
je A prim tada je © 4 injekcija. Interesantno je (i vrlo netrivijalno) da je uvjet da je
A prim ujedno i dovoljan za izometri¢nost od © 4. Preciznije, vrijedi:

Teorem 2.4.8 (Haagerup, Mathieu) Neka je A C*-algebra. Tada je ekvivalentno:
(i) A je prim;
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(ii) ©4 je injektivna,
(iii) O©4 je izometrija.
O
Prethodni rezultat najprije je dokazao Haagerup u svom neobjavljenom radu [37] za
slucaj A = B(H), a zatim ga je Mathieu poopéio na sve prim C*-algebre. Dokaz
teorema 2.4.8 moze se naéi u [5] (gdje se ujedno nalazi i orginalan Haagerupov dokaz
za B(H)).
Kao direktnu posljedicu teorema 2.4.8 i formule (2.12), dobivamo sljedeéu bitnu
formulu po kojoj mozemo racunati cb-normu operatora iz Im © 4:

Korolar 2.4.9 Necka je A C*-algebrait e M(A)®, M(A). Tada vrijedi

1©4()|[es = sup{[[(gr. ® qr.)(®)[|n : P € Prim(A)}, (2.16)

gdje je za P € Prim(A) s P, oznacen jedinstven primitivni ideal od M(A) takav da
je P.N A = P (vidjeti teorem 1.2.4). Specijalno, ako je A unitalna, imamo

1©a()lles = supll(gp @ gp)(@)|[n : P € Prim(A)}. (2.17)

O

2.5 Centralni Haagerupov tenzorski produkt

Neka je A C*-algebra. Kako bismo izbjegli dodatne komplikacije (vidjeti primjer
2.5.19), u ovoj tocki ¢emo pretpostaviti da je A unitalna. Ukoliko A nije prim, tada
samo vidjeli da kanonska kontrakcija © 4 nije injektivna. Primijetimo da se u jezgri
od © 4 svakako nalaze tenzori oblika

az@b—a®zb (a,be A, z€ Z(A)), (2.18)
sto nas motivira za sljede¢u definiciju:

Definicija 2.5.1 Neka je A unitalna C*-algebra i neka je J4 zatvoreni ideal u A®;, A
generiran sa svim tenzorima oblika (2.18). Banachova algebra (A ®; A)/J4 snabd-
jevena s kvocijentnom normom ||+ ||z, zove se centralni Haagerupov tenzorski produkt
od A ioznacava s A ®z, A.

Buduéi da je J4 C ker ©4, kontrakcija © 4 inducira kontrakciju ©% : A ®z, A —
ICB(A) danu s
OA(t+ Ja) =0(t), (te A, A). (2.19)

Napomena 2.5.2 Radi jednostavnosti oznaka, ¢esto ¢emo samo pisati ©%(¢) um-
jesto ©4(t + Ja) i ||t]|zn umjesto ||t + Jallzn
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U ovoj tocki iznosimo rezultate iz [66] i [12], vezane uz problem karakterizacije
unitalnih C*-algebri A za koje je ©% izometrija odnosno injekcija.

Najprije se prisjetimo, ako je J € Id(A) i¢q; : A — A/J pripadni kvocijentni
operator, tada je prema teoremu 2.2.13 inducirani operator q; ® q¢; : A ®, A —
(A/J) ®p (A/J) takoder kvocijentni. Nadalje, iz teorema 2.3.3 slijedi

ker(q; @ qy) =J @, A+ ARy, J.
Teorem 2.5.3 Neka je A unitalna C*-algebra it € A ®, A. Tada vrijedi
£z = sup{ll(¢c ® ge)(B)[n : G € Glimm(A)}. (2.20)
Specijalno, imamo
Ja=[HGerA+A®,G: G € Glimm(A)}.

Dokaz. Primijetimo da je formulu (2.20) dovoljno dokazati na tenzorima iz alge-
barskog tenzorskog produkta A ® A. Neka jet € A ® A i oznac¢imo desnu stranu od
(2.20) s a. Primijetimo da je

JyCGER, A+ A®, G, zasve G € Glimm(A)

Zaista, neka su a,b € A, z € Z(A) i G € Glimm(A). Prema propoziciji 1.6.5, postoji
maksimalan ideal J od Z(A) takav da je G = A[J] = JA i neka je ¢ € Z(A)"
karakter na Z(A) s jezgrom J. Tada je z — ¢(z)1 € J, pa imamo

az®@b—a®zb = ((z—¢(z))a)@b—a® ((z— ¢(2)1)b)
€ Ge,A+A®,G.

Zato je ||t||zn > «. Neka je t = a ® b neka reprezentacija od t, gdje su a = [a;] €
Cn(A)ib=[b]" € R,(A). Tada je za G € Glimm(A)

(g ® qa)(t) = [a; + G] © [b; + G,

pa prema lemi 2.2.5 za dano € > 0 postoji invertibilna matrica S € M,,(C) takva da
je za [a}] := [a;]S™1 i [b]7 := S[b]”

n

Z(a;a;* + G)

=1

n

> (WY +G)

=1

< a+e.

9

Kako su funkcije norme G’ — |la+ G'|| (a € A) odozgo poluneprekidne na Glimm(A)
(propozicija 1.6.6), postoji otvorena okolina U oko G takva da je

n

Z(aga'i* +G")

i=1

n

S0+ @)

=1

< a+e.

)
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Kako je A unitalna, Glimm(A) je kompaktan Hausdorffov prostor, pa postoji konacan
otvoreni pokrivac¢ {U; }1<j<m od Glimm(A) i invertibilne matrice {S; }1<j<m iz M, (C)
takve da je za G € Uj

(lal"+G)||, D0+ G| <a+e,
i=1 i=1
gdje je [a]] = la;]S;1 i [0]]7 = S;[b]". Neka je {z;}1<j<m particija jedinice na

Glimm(A) podredena pokrivacu {U;}1<j<pm 1 stavimo

e —Zm:Za’zQ ®22b]
7j=1

=1

Tada je

pa je

Xm:( 2 ®1)(2 2®1—1®z})>.

Dakle t — u € J4. Nadalje, za proizvoljni G € Glimm(A) imamo

[
[

558t + | =[S+ (Soutat v )| <o
j=1 i=1 j=1 i=1
i
DD i+ Gl =)D (2 +G) ( b + G) <a+te.
Jj=1 i=1 j=1 i=1
Kako je
(G : G € Glimm(A)} = {0},
koristeci propoziciju 1.1.23 dobivamo
[tz < llulln < ZZz]a]a] Z ;b b < a+e,
j=1 i=1 j=1 i=1

kao sto smo i htjeli. O
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Propozicija 2.5.4 Neka je A C*-algebra. Za svako t € A ®;, A je funkcija
Id(A) x 1d(A) = Ry, (1, J) = it + (I @ A+ An )| = [[(ar @ ¢5) ()]

neprekidna u produktnoj 7-topologiji na Id(A) x Id(A).
Dokaz. Neka je @ : Id(A) x Id(A) — Id(A ®;, A) funkcija definirana s

O, J) =1, A+ ARy, J
Tvrdnja 1: Funkcija (I, J) — ||t + ®(I, J)|| je odozgo poluneprekidna.

Zaista, neka je (I,, J,) konvergentna mreza u Id(A) x Id(A) i I,J € Id(A) takvi
da I, =+ 11iJ, =+ J. Neka je ¢ > 0. Trebamo pokazati da je

[t + (Lo, Jo)|| < It + (L, J)[ + &

za dovoljno velike a. Neka su cy,...,¢, € I, dy,...,c, € A, e,...,e5 € Ai
fi,-.-, fs € J takvi da je za

UZZC]®d]+Z€k®fk€I®A+A®J

j=1 k=1
€

It = ulln <lit+2(L, D) + 3

[zaberimo ¢ > 0 takav da je
T S c
(St s Yte) <5
j=1 k=1

Kako I, = I i J, =+ J, postoji o takav da

lej +all <0 i |lfi + Joll <,
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zasve a > ap, 1 <7 <ril<k<s. Zaa>aqyimamo

[t + (Lo, Jo)|| < (It = ull + [[u+ (Lo, Jo)|

c T
< e+ +3 + ) e+ L) © (d + Ja)|

j=1

+ Y e+ 1) @ (fi + o)
k=1

r

6 S
< e+ D)+ +6 3 |ld; + | +; llex + L]

J=1

6 T S
< e+ (L) +5+9 <Z sl +> H%H)
j=1 k=1

< t+ @I, J)|| +e.

Tvrdnja 2: Funkcija (I, J) — ||t + ®(I, J)]|| je odozdo poluneprekidna.

Kak je uniformni limes odozdo poluneprekidnih funkcija odozdo poluneprekidna,
dovoljno je dokazati da je funkcija (I, J) — ||t + ®(Z, J)|| odozdo poluneprekidna na
tenzorima iz A ® A. Stoga, neka jet € A ® A s reprezentacijom t = a ® b, gdje su
a=[a;] € R,(A) ib=[b]" € C,(A). Pretpostavimo da postoje Iy, Jo € Id(A) takvi
da (I,J) — |t + ®(I, J)|| nije odozdo poluneprekidna u (I, Jo). Tada postoje mreze

(Io) i (Jo) uld'(A) takve da I, — Ip i Jo —=> Jo i

sup ||t + @(La, Jo)|| < ||t + D (Lo, Jo)||-

Reskalirajuci ¢, mozemo pretpostaviti da je

sup [t + @ (Lo, Jo) || < 1 <[t + @(lo, Jo)|-

Izaberimo € > 0 takav da je
(142)? < ||t + P (1o, Jo)|

1 stavimo

d := max{|[[a] ], [[[b:]7[ }-
Neka su q;, : A = A/l,, q5, + A = AlJs, q1, + A — A/ly i qy,
odgovarajuci kvocijentni operatori. Tada je

max{|[qz, (@a)]ll; gz (0)I"[[} < d,

za sve « 1

=[t+®(a, Jo)|| <1

Z qr, (a;) ® qz, (b;)

h

(2.21)

CA o Al

(2.22)
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u (A/I,) ®n (A/J,). Neka je C := C(e,n,d) > 0 konstanta kao u lemi 2.2.5. Tada
postoje invertibilne matrice S, € M,,(C) takve da je ||S.]| < C, ||S;Y] < C, te

maxc{|[qz, (@), | Salgs, (07} < 1 +-<.

Kako je skup svih invertibilnih matrica S € M,(C) s ||S]],]|S7Y| < C kompaktan,
prelaskom na podmrezu, mozemo pretpostaviti da postoji invertibilna matrica S €
M,,(C), takva da je ||S],[|S7| < Ci Sy — S (pa onda i S;' — S71) u M,(C).
Stavimo a, := (g1, (a;)] € Rn(A/1,). 1z (2.22) slijedi

laaSe* — oS < 1S5 = S7H — 0,

pa onda i [JanS;| — ||aaS™'| — 0. Stavimo [¢;] = [a;]S™! € R,(A4). Kako
I, = I,, imamo
lar (@IS = I1(laz0(a0)]S ™) (lass ()] ST 12

2

[N

= lim
«

n n
a1, (Z Cicy > ar, <Z Cicy )
=1 =1

= lim /(¢S ) (aaS™)*||2 = lim|jaa S~}

= lim a9 <1 +e.

Slicno bismo dobili i ||S[gy, (b:)]7]] < 1+ €. Dakle,

It + (Lo, o)l = || > an(as) © qi (0:) || < llar (@] S~ NISTan B)] < (1 +€)*
i=1 h
kontradikcija s (2.21). O

Koriste¢i prethodnu propoziciju, sada mozemo dobiti pojacanu verziju formule

(2.17)

Propozicija 2.5.5 Neka je A unitalna C*-algebra i neka je t € A®, A. Tada vrijedi

1©4(1) v = sup{l|(¢s ® q)(t)|[n : J € Primal(A)} (2.23)
= sup{||(¢; ® q;)()||n : J € MinPrimal(A)}. (2.24)

Dokaz. Oznac¢imo sa D dijagonalu u Primal(A) x Primal(A), s produktnom 7,-
topologijom. Kako je Primal(A) 7,-kompaktan (napomena 1.5.6), slijedi i da je
D kompaktan. Prema propoziciji 2.5.4, funkcija (J,J) — (¢ @ qs)(@®)||n je
neprekidna na D, pa stoga postize svoj maksimum; o¢ito u nekom (R, R) gdje je
R € MinPrimal(A). Kako je MinPrimal(4) C Prim(A)"" (korolar 1.5.9), imamo

1(qr ® qr)(t)[ln = sup{l[(¢p ® qp(t))|ln : P € Prim(A)}.
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Sada tvrdnja slijedi iz korolara 2.4.9. O

Teorem 2.5.6 (Somerset) Neka je A unitalna C*-algebra. Ako je svaki Glimmov
ideal u A primalan tada je ©% : A ®z;, A — ICB(A) izometrija.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz teorema 2.20 i propozicije 2.5.5. O

Kako bismo dali karakterizaciju C*-algebri A za koje je ©% injektivna, koristit
¢emo sljedec¢u lemu.

Lema 2.5.7 Neka je A unitalna C*-algebra i neka je R € Id(A). Tada je R 2-
primalan ako i samo ako je

ker@AgR@)hA—i—A@hR.

Dokaz. Pretpostavimo da R nije 2-primalan. Tada postoje ortogonalni ideali 7, J €
Id(A) takvidaI ¢ RiJ ¢ R. Nekasuae€ I\Ribe I\ R. Tadaje a®b € ker©4
ia®b¢g Ry A+ A®y R. Dakle, ker©4 € R®;, A+ A®), R.

Obratno, neka je R € Primaly(A) inekajet € A®, A takavdat & R®, A+ A®y R.
Prema korolaru 2.3.8 postoje P,@Q € Prim(A/R) takvida t ¢ P ®, A+ A ®; Q.
No, § := P N @ je primalan, buduéi je R 2-primalan i ¢t € S ®, A+ A ®;, S.
Dakle [|(gs ® gs)(t)|ln > 0, pa je prema propoziciji 2.5.5 O4(t) # 0. Dakle,
ker©Op C R®, A+ A®y, R. (]

Korolar 2.5.8 Neka je A unitalna C*-algebra. Tada je

ker©4 = {R®, A+ A®, R: R € Primaly(A)}. (2.25)

Nadalje, ©% je injektivna ako i samo ako je svaki Glimmov ideal u A 2-primalan.

Dokaz. Oznac¢imo desnu stranu od (2.25) s K. Prema lemi 2.5.7ker ©4 C K. S druge
strane, ako je t € K onda je specijalno it € (\{{J ®, A+ A®;, J: J € Primal(A)}.
Iz propozicije 2.5.5 slijedi © 4(t) = 0. Dakle, ker©4 = R.

Ako je svaki Glimmov ideal u A 2-primalan, tada je prema teoremu 2.5.3 K = Jyu,
pa je ©F injektivna. Obratno, ako je G Glimmov ideal u A koji nije 2-primalan, tada
je prema lemi 2.5.7 ker O4 € G ®;, A+ A®), G, pa ©4 nije injektivna. O

Napomena 2.5.9 Necka je A unitalna C*-algebra. Tada su A ®z, A i (A @
A)/ ker © 4 poluproste Banachove algebre. Zaista, kako je za svaki ideal J € Id(A)
ideal J @, A+ A®, J € Id(A®p, A) gornji (vidjeti definiciju 2.3.7 i korolar 2.3.8),
prema teoremu 2.5.3 i korolaru 2.5.8 Jy i ker ©4 su gornji ideali u A ®, A. Kako
je A ®; A poluprosta Banachova algebra, takve sui A ®z, A = (A®, A)/Ja te
(A®p A)/ ker © 4.
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Sada nam je cilj dokazati obrat teorema 2.5.6. Najprije ¢emo trebati par pomoénih
rezultata.

Lema 2.5.10 Neka je T, : M,,(C) — M,(C) (elementarni) operator dan s

n n

Tz := Z(In —ejj)Tej; =T — Z e;iTe; ;,

j=1 j=1
gdje je I,, jedini¢na matrica u M, (C). Tada je

2(n—1)
1Ty lles = ITw | = ———

Dokaz. Stavimo T := T(y), te primijetimo da je Te;; = (1 — &;;)e;; i T, = 0.
Operator T' mozemo napisati u obliku

—1
Tx:n

xr — S,
n
gdje je
- 1 1
Sz= (e — —l)a(ej; = —1n)

, n
J=1

potpuno pozitivan operator. Prema propoziciji 2.1.12 imamo

n—1

[Slev = ST = IS =

Zato je | T < [|Tw < 222
Dokazimo da je i ||T']] > @ Neka je £ € C" jedini¢ni vektor ¢ije su sve

komponente jednake \/iﬁ i promotrimo projektor 5* ® E ranga 1 s C" na potprostor

razapet s vektorom 5 Ako na 5;* ® 5’ gledamo kao na matricu u kanonskoj bazi za

C", tada je svaka njena komponenta jednaka % Zato je <T(§:k ® E)E, E> =21 paje

n

(T8 &~ 1,)6.6) = 2T(E 0 HEH = 201,

n

Kako je 2(£* @ €) — I,, unitaran operator, on je norme 1, pa je ||T]| > @ O

Lema 2.5.11 Neka su A i B C*-algebre, te neka su by,...,b, € A, ortogonalni
pozitivni elementi norme 1 i dy,...,d, € B ortogonalni pozitivni elementi norme
ne veée od 1. Stavimo X := span{b;,...,b,} 1 Y := span{dy,...,d,}, te neka je
¢ : X — Y linearni operator dan s ¢(b;) :=d; (1 < j <n). Tada vrijedi:

(i) Operator ¢ je potpuna kontrakcija;

(ii) Inducirani operator ¢ ® ¢ : X @, X — Y ®;, Y je (potpuna) kontrakcija;
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(i) Akoje ||d;||=1zasvel <j<ntadajep®¢: X ®, X =Y ®,Y (potpuna)
izometrija.

Dokaz. (i) Neka su C C A1 D C B komutativne C*-podalgebre redom generirane

s X 1Y, te neka su Kx i Ky lokalno kompaktni Hausdorffovi prostori takvi da je

C = Cy(Kx)iD = Cy(Ky). Tada su by,...,b, pozitivne funkcije s disjunktnim

nosacima, pa je ocito

i Aib;

= max [A[[[bi]| = max |\,
Py 1<i<n 1<i<n

za sve \q, ..., \, € C. Koristeéi slican argument za elemente d, ..., d,, dobivamo

H¢ (Z Aibi> ‘ = Z Aid; Z Ay
=1

i=1 i=1
pa je ||¢|| < 1. Kako je operatorski prostor Y sadrzan u komutativnoj C*-algebri D,
imamo ||¢||s = ||¢|| < 1 (propozicija 2.1.5).
(ii) Tvrdnja direktno slijedi iz (i) i teorema 2.2.13, jer je ||¢ @ ||l < ||6]]%, < 1.
(iii) Prema (ii) je [ (¢®¢) Y| = [0 @07 o < 1, pa je ¢®¢ potpuna izometrija.
O

Y

< max |Nl]|di]] < max [\ =
1<i<n 1<i<n

Lema 2.5.12 Neka je B C*-algebra i neka su by,...,b, € B pozitivni ortogonalni
elementi. Stavimo

t .= (Z@) X (Z@) —ij®bj € B® B.
j=1 j=1 j=1

(i) Ako je ||bj|l <1zasvel <j <1, tada je ||t]| < 2(n=1)

n

(ii) Ako je ||bj|| =1 zasve 1 <j <1, tada je ||t]|, = 2n=1)

Dokaz. Stavimo Y := span{b;,...,b,} i neka je D,(C) podalgebra dijagonalnih
matrica u M, (C). Definirajmo operator ¢ : D,,(C) — Y s ¢(e;;) =b; (1 < j <1).
Koriste¢i injektivnost Haagerupovog tenzorskog produkta (teorem 2.2.13), teorem
2.4.8 i lemu 2.5.10 imamo

n

LioL—) ¢;®e,

=1

2(n —2)
=Tl = =——

h

Kako je
u = <¢®¢) <[n®[n —Zej,j®ej7j> s

tvrdnje (i) i (ii) sada direktno slijede iz leme 2.5.11. O
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Sada napokon dolazimo do glavnog rezultata ove tocke.

Teorem 2.5.13 (Archbold, Somerset i Timoney) Neka je A unitalna C*-algebra.
Kontrakcija ©% : A®z;, A — ICB(A) je izometrija ako i samo ako je svaki Glimmov
ideal u A primalan.

Dokaz. Ako je svaki Glimmovi ideal u A primalan, tada je prema teoremu 2.5.6 ©%
izometrija.

Obratno, pretpostavimo da A sadrzi Glimmov ideal G' koji nije n-primalan, za
neko n > 2. Smanjujuéi n, ako je potrebno, mozemo pretpostaviti da je G (n — 1)-
priman ali da nije n-primalan (gdje naravno koristimo standardnu konvenciju da su svi
ideali u A 1-primalni). Prema napomeni 1.5.3, postoje primitivni ideali P, ..., P, €
Prim(A/G) takvi da ideal J := (;_, P nije primalan. Kako je G (n — 1)-primalan,
prema istoj napomeni slijedi da je ideal

Rj = ﬂ P]

1<k<n,k#j
primalan za svako 1 < j < n. Bududi da su svi Ry, ..., R, primalni a J nije, slijedi
P, ¢ B, zasvej#k. (2.26)

Kako J nije n-primalan, prema napomeni 1.5.1 postoje otvorene okoline U; od P; u
Prim(A) (1 < j < n) &iji je presjek prazan skup. Neka su Ji,...,J, € Id(A) takvi
da je U; = Prim(J;) (dakle, U; = {Q € Prim(A) : J; € Q}). Stavimo [; := J;R;
(1 <j < n). Primijetimo da nikoji ideal /; nije sadrzan u J. Zaista, u protivnom bi
za neko 1 < j < n imali J;R; C P}, a kako je primitivni ideal P; prim (propozicija
1.4.2) slijedi J; C P; ili R C P;. Kako je P; € Uj, slijedi J; SZ , pa je nuzno
R; C P;. Kako je P; prost i kako je R; = ngkgmkﬁ P, mora b1t1 Pk Q P; za neko
k 7é J, Sto je kontradikcija s (2.26).

Neka je ¢y : A — A/J pripadni kvocijenti operator i stavimo I, := ¢s(1;). Buduéi
da I; € J, svaki I; je ne-nul ideal u A/.J. Kako je RjRy = J za k # j, slijedi I;I;, = 0
za k # j.

Za svako 1 < 7 < n izaberimo pozitivni element d € I norme 1 i neka je g; € I;

pozitivni element norme 1 takav da je ¢;(g;) = d3 Kako je d3d3 = 0, prema
propoziciji 1.1.26 postoje ortogonalni pozitivni elementl c; €A (1 < j < n) norme

1 takvi da je qs(c;) = qs(g;) = djé Stavimo b; = ¢;g;c; € I; . Tada je bjby = 0,
qs(bj) = d; i |[bjl| =1 (1 <j,k <n, j#k)
Neka je

-(2)- () Boen (50 4)»

kao u lemi 2.5.12. Primijetimo da kanonski kvocijentni operator A/G — A/J, a +
G +— a + J inducira (potpuno) kvocijentni operator (A/G) ®;, (A/G) — (A/J) ®
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(A/J). 1z teorema 2.5.3 slijedi ||t|zn > [|(g¢ ® gg)(t)|[n. Bududi da elementi dy =
qs(b1),...,d, = gs(b,) zadovoljavaju uvjete leme 2.5.12, imamo

ltlze > Iae ® )l > (@ @ @) (Olla
_ ‘ (Zd'j> ® (Zd]) Y dyed,

S druge strane, prema (2.17) znamo da je

2(n—1)

h

10X e = 1Oa(®)les = {ll(ap ® gp) ()l : P € Prim(A)}.

Uzmimo proizvoljni P € Prim(A). Kako je ﬂ?zl U; =0, postoji 1 < k < n takav da
P & Uy. Tada je by, € I, C J, C P. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da je k = n. Prema lemi 2.5.12, imamo

n

1(gr @ qp)(t)lln = (ibj+P> ® (ibj+P> ~> (bj+P)® (b; + P)

Jj=1 h
n—1 n—1 n—1
= (ij‘f‘P) ® (ij+P> = (bj+P)@ (b + P)
j=1 j=1 j=1 b
2(n — 2)
n—1 "
Dakle,
2(n—2) 2(n-—1)
2|l < = ||t
O5e < 2022 202Dy,
pa ©4 nije kontrakcija. 0

Napomena 2.5.14 Primijetimo da iz dokaza teorema 2.5.13 slijedi i jaca tvrdnja:
Ako je A unitalna C*-algebra koja sadrzi Glimmov ideal koji nije n-primalan, tada
postoji tenzor t € A ® A ranga ne veceg od n takav da za pripadni elementarni
operator T := O 4(t) vrijedi ||T||s < |||z

Sljeded¢i primjer vjerno doc¢arava dokaz prethodnog teorema.
Primjer 2.5.15 (” Algebra s Cetiri zbice”) Neka je
T={(z,y) €eR?: zy=0i2"+9*>1}.

Ocito se T sastoji od 4 polupravca i oznacimo ih redom sa Ry, Ry, R3, Ry (s obzirom
na desnu orijentaciju) tako da je Ry = {(z,0) : = > 1}. Sada ¢emo konstruirati
¢etverotockovnu kompkatifikaciju 7' od 7T, na sljedeéi nacin: Dodajmo ¢etiri nove
tocke w; (1 < i@ < 4) prostoru T i proglasimo za baznu otvorenu okolinu tocke w;
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svaki skup oblika
{wiyU J{s€R;: |s| >},
J#

gdje je r > 1. Tada npr. niz ((n,0)) u polupravcu R; konvergira u 7' prema svakoj
tocki we, wsy 1 wy (ali ne i prema wy). Sada ¢emo konstruirati C*-algebru A ¢iji je
primitivni spektar homeomorfan s 7’. Neka je B := C,(T,M;3(C)) i definirajmo A
kao C*-podalgebru od B koja se sastoji od svih funkcija x € B za koje postoje skalari
A(x), A2(z), A3(x), \a(x) € C takvi da je

S_)E)TGR_UC(S) = diag(Aj+1(2), Ajr2(2), Ajas(x)) (1 <j < 4),
gdje su sve operacije u indeksima reducirane modulo 4. Za dane skalare A1, Ay, A3, Ay €
C definiramo konstantni element c(\1, A2, A3, A\s) kao element z € A takav da je

z(s) = diag(Aj11, Ajy2, Ajrs) (s € Ry, 1< j <4).

Tada skup A. svih konstantnih elemenata ¢ini komutativnu C*-podalgebru od A koja
je izomorfna s C* i imamo

A= Co(T,M5(C)) + Ae.

C*-algebru A zovemo ”algebra s cetiri zbice”. O¢ito je A 3-subhomogena s esenci-
jalnim 3-homogenim idealom J = Cy(7T,M3(C)). Dakle, sve 3-dimenzionalne ire-
ducibilne reprezentacije od A su (do na ekvivalenciju) oblika m (s € T), gdje je
s © A — M3(C) dana s ms(z) = x(s). Kako je A/J komutativna dimenzije 4,
sve njene ireducibilne reprezentacije su jedno-dimenzionalne i oblika \; :  — \;(x)
(1 <i<4). Dakle, Prim(A) je kao skup jednak

Prim(A) = {kerms : s € T} U{ker \;,ker Ay, ker A3, ker \s}.

Kao topoloski prostor Prim(A) je homeomorfan s 7’. Na primjer, neka je (s,) mreza
u R; takva da je lim, |s,| = co. Tada (s,) u 7’ konvergira prema svakoj tocki skupa
{wi, ws, w3, wy} \ {w1}. Tvrdimo da mreza (kerm,, ) konvergira u Prim(A) prema
svakom ker \; (i # j). Zaista, fiksirajmo ¢ # j i neka je U otvorena okolina od ker \;
u Prim(A). Tada postoji ideal I € Id(A) takav da je U = {P € Prim(A) : I ¢ P}.
Kako je ker \; € U, postoji x € I takav da je \;(x) # 0. Zbog neprekidnosti funkcija
iz A, postoji r > 1 takav da je x(s) # 0, ¢im je s € R; i |s| > r. Kako |s,| = o0,
postoji ap takav da je |s,| > 7 za sve a > . Tada je kerm,, € U, ¢im je a > «y.
Dakle, ker m,, — ker \; u Prim(A).

Centar Z(A) od A se sastoji od svih elemenata z € A za koje je x(s) multipl je-
dinice (dakle, \;(x) ne ovise o i), pa je Z(A) kanonski izomorfan C*-algebri svih
neprekidnih kompleksnih funkcija na Aleksandrovljevoj kompaktifikaciji T od T.
Dakle,

Goo :=ker Ay Nker Ay Nker A3 Nker \y = J = Cy(T,M;3(C))
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je Glimmov ideal od A i imamo
Glimm(A) = {kerm, : s € TIU{Go} = T.

Tvrdimo da je svaki Glimmov ideal u A 3-primalan, ali da G, nije 4-primalan.
Kako su svi Glimmovi ideali osim G, primitivni, dovoljno je dokazati da je G, €
Primalz(A) \ Primaly(A). Stavimo [; := {x € A : z(s) = 0 za sve s € R;}
(1 < i <4). Tada je 1131, = {0}, ali [; € Go za sve 1 < i < 4. Na prim-
jer, ¢(1,0,0,0) € I \ Go. Dakle, G nije 4-primalan. Kako je Prim(A/Gy) =
{ker A1, ker Ay, ker A3, ker \; }, za dokaz da je G € Primals(A) dovoljno je provjeriti da
je svaki ideal
ker \; Nker \; 11 Nker \;o

primalan (1 <4 < 4). No ve¢ smo dokazali da mreza (ker 7, ) istovremeno konvergira
prema ker A\;; 1, ker \; o i ker \; 3, ¢im je (s,) mreza u R; takva da |s,| — oo.
Za

a; :=¢(0,1,1,1), by :=¢(1,0,0,0)
as = ¢(1,0,1,1), by :=¢(0,1,0,0)
az :=c(1,1,0,1), b3 :=¢(0,0,1,0) (2.27)
az :=c(1,1,1,0), by :=¢(0,0,0,1),

neka je t == Y. a; @b € A® AiT := 04(t) € E(A). Neka je P € Prim(A).
Ako je P =kerm, (s € T), imamo Tp = T(3), pa je | Tplle = 5. Ako je P = ker \;
(1 <i<4)imamo Tp = 0. Dakle

1030l = 1T lles = sup{[|Tplles : P € Prim(A)} =

QO W~

S druge strane, neka je qg_ : A = A/G4 kvocijentni operator. Tada imamo (gg,, ®
go.)(t) = S0 (a; + Go) @ (b + Goo), Pa ako A/G., identificiramo s Dy(C), tada
mozemo uzeti da elementi b; + G odgovaraju elementima e;; € Dy(C), a elementi
a; + G elementima I, — e;; € D4(C). Bududi da je Haagerupova norma injektivna,
normu ||(¢a., ® qa..)(t)||n mozemo racunati u My(C), koja je prema teoremu 2.4.8 i
lemi 2.5.10 jednaka ||T(4)|| = 2. Dakle, prema teoremu 2.5.3

3 4
1tz > [1(96s @ 402 )Olln 2 5 > 5 = I Tlles = [OZ(E) e

Napomena 2.5.16 Koristedi istu ideju iz prethodnog primjera, lako bismo konstru-
irali "algebru s (n + 1)-zbicom” u kojoj su svi Glimmovi ideali n-primalni, ali nisu
svi (n + 1)-primalni.

Ukoliko C*-algebra A nije unitalna, tada mozemo promatrati kontrakciju ©% :
M(A) @zn M(A) — ICB(A) dobivenu iz kontrakcije @f/[(A) : M(A) @z, M(A) —
ICB(M(A)) restrikcijom na A, tj. ©4(t) := @1%4(,4) (t)]a. Naravno, kao u napomeni
2.4.7 imamo [|©4(t)|ls = H@fﬂA)ch, za sve t € M(A) @, M(A). Tada direktno iz
teorema 2.5.13 dobivamo sljededi rezultat.
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Korolar 2.5.17 Ako je A (ne nuzno unitalna) C*-algebra, tada je kontrakcija ©% :
M(A) @z, M(A) — ICB(A) izometrija ako i samo ako je svaki Glimmov ideal u
M (A) primalan.

U ovom trenutku je prirodno pitati se vrijedi li ekvivalencija u
Glimm(A) C Primal(A) & Glimm(M (A)) C Primal(M(A)), (2.28)

tako da odgovor na problem izometricnosti od ©4 mozemo iskazati u terminima
strukture ideala od A. Tako implikacija < u (2.28) uvijek vrijedi, implikacija = u
(2.28) opéenito nece vrijediti.

Propozicija 2.5.18 Neka je A (neunitalna) C*-algebra. Ako je svaki Glimmovi ideal
od M(A) primalan, tada je i svaki Glimmov ideal od A primalan.

Dokaz. Pretpostavimo da A sadrzi Glimmov ideal G koji nije n-primalan i neka
je Wy Z(M(A)) — Cy(Prim(A)) Dauns-Hofmannov izomorfizam (teorem 1.4.19).
Fiksirajmo P € Prim(A/G) i neka je ¢ : Cp(Prim(A)) — C karakter definiran s
o(f) := f(P). Po definiciji Glimmovog ideala G, o¢ito da definicija karaktera ¢
ne ovisi o izboru P € Prim(A/G). Neka je J := ker(y o ¥,4) maksimalni ideal od
Z(M(A)) ineka je H := M(A)J pripadni Glimmov ideal od M (A).

Imamo HNA = M(A)JA=AJ. Nekasua € A, z€ JiQ € Prim(4/G). Tada
u A/Q imamo

za+Q = Va(2)(@)(a+ Q) = (po¥a)(2)(a+ Q) = 0.

Dakle, AJ C G (zapravo je AJ = G, no to nam nece sada trebati).

Pretpostavimo da je H n-primalan i neka su Iy,...,1, C A ¢iji je produkt nul-
ideal. Tada postojineki 1 <i<ntakavdajel; C H,pajeil; CHNA=AJCQG.
Odavde slijedi da je i G n-primalan; kontradikcija. O

Primjer 2.5.19 Neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov prostor koji nije kom-
paktan i ¢iji Stone-Cechov ostatak D \ A ima barem dvije razlicite tocke y i 2
(na primjer, mozemo uzeti A = N ili A = R). Stavimo B := C(SA, My(C)).
Neka je By C*-podalgebra od B koja se sastoji od svih funkcija f € B za koje
postoje kompleksni brojevi A1 (f), Ao(f) 1 A\3(f) takvi da je f(y) = diag(A1(f), Aa(f))
i f(z) = diag(Aa(f), A3(f)) i neka je A C*-podalgebra od B; koja se sastoji od svih
funkcija f € By za koje je A\ (f) = A3(f) = 0. Tada vrijedi

(i) C*-algebra B; sadrzi Glimmov ideal koji nije 2-primalan;

(ii) Prim(A) je Hausdorffov prostor (pa je specijalno svaki Glimmov ideal od A
primitivan, dakle primalan);

(iii) By = M(A).
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Dokaz. (i). Za svako z € A\ {y,z} neka je m, : By — M;y(C) ireducibilna
reprezentacija od By dana s m, : f — f(x), te neka su \; : By — C (1 < i < 3)
pripadne 1-dimenzionalne (dakle ireducibilne) reprezentacije od By dane s \; : f —
Ai(f). Tada je

Prim(B;) = {kerm, : x € A\ {y, z}} U {ker Ay, ker Ay, ker A\3}.
Ocito je ker \; ~ ker Ay &~ ker A3, pa je
Glimm(A) = {kerm, : = € A\ {y,z}} U{G},

gdje je G := ker A\;Nker AyNker A3 (2-homogeni ideal od By). Primijetimo da Glimmov
ideal GG nije 2-primalan. Zaista, neka su U i V' redom disjunktne otvorene okoline od
yizupPAineka su Ky i Ky redom ideali od B; koji se sastoje od svih funkcija iz
B; koje is¢ezavaju van U 1 V. Tada je ocito Ky Ky = {0}, ali Ky, Ky € G.

(ii). Primijetimo da je A= {f € By : M (f) = A3(f) = 0} je zatvoren ideal od B,

ida je

Prim(A) = {kerm, : € A\ {y,z}} U{ker(Aa]a)}.
Kao topoloski prostor, Prim(A) je homeomorfan kompaktnom Hasudorffovom pros-
toru dobivenom iz SA identifikacijom tocaka y i z.

(iii). Stavimo J = Cy(A,My(C)). Tada je M(J) = Cu(A,My(C)) =
Cy(BA,M2(C)) = B. Kako je J esencijalni ideal od A, on je esencijalan i u M (A),
odakle slijedi J C A C M(A) C M(J) = B. Sada se lako direktnim racunom provjeri
da za funkciju f € B vrijedi fA C A1 Af C A ako i samo ako je f € By. Dakle,
M(A) = B;. O



Poglavlje 3

Problem surjektivnosti od O 4

Neka je A C*-algebra i neka je ©4 : M(A) ®, M(A) — ICB(A) kanonska kon-
trakcija (definicija 2.4.6). Kao sto smo veé istaknuli, operatori iz slike od © 4 imaju
neka dobra svojstva koja opéenito ne dijele svi operatori iz ICB(A). Zato je prirodno
pitati se koliko slika od © 4 moze biti velika. Magajna je u svom nedavnom radu [48]
promatrao sljedeé¢i problem:

Problem 3.0.20 Karakterizirati sve C*-algebre A za koje je © 4 surjekcija.

Ocito je da je O 4 surjekcija za sve konacno dimenzionalne C*-algebre, kao i sve
komutativne C*-algebre. Iduca Sira klasa C*-algebri za koje nije tesko ispitati sur-
jektivnost od ©4 je klasa homogenih C*-algebri. Kako bi izbjegli dodatne tehnicke
komplikacije, najprije ¢emo se ograni¢iti na klasu o-unitalnih C*-algebri (a zatim
na klasu separabilnih C*-algebri). Za slu¢aj homogenih C*-algebri, imamo sljede¢i
rezultat:

Propozicija 3.0.21 Neka je A o-unitalna n-homogena C*-algebra. Tada je ©4
surjekcija ako i samo ako je A konac¢nog tipa. Stovise, u tom slucaju vrijedi
ICB(A) =1B(A) = E(A).

Dokaz. Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad prostorom A := Prim(A) ¢ija su
vlakna izomorfna s M,,(C) takav da je A = T'y(FE) (egzistencija takvog sveznja slijedi
iz teorema 1.10.6). Kako je A o-unitalna, A je lokalno kompaktan o-kompaktan
Hausdorffov prostor, stoga i parakompaktan.

Najprije pretpostavimo da je £ kona¢nog tipaineka je {U,}1<;<m konacan otvoreni
pokrivac od A takav da je El|y, = U; x M,,(C) (izomorfizam C*-sveznjeva) za sve 1 <
Jj < m. Kako je A parakompaktan, koriste¢i (konaénu) particiju jedinice podredenu
pokrivacu {U;}i1<j<m, dokaz mozemo reducirati na slucaj kada je m = 1, tako da
mozemo pretpostaviti da je A = Cy(A, M, (C)). Stavimo Zy := Cy(A) = Z(A). Neka
je ¢ € IB(A) = ICB(A) (napomena 2.4.3 (i)). Prema napomeni 2.4.3 (ii), operator ¢
je Zp-modularan. Neka su, kao i prije, (e; ;) standardne matri¢ne jedinice u M,,(C),
te neka su ng; : M, (Zy) = Zo (1 < k,1 < n) operatori definirani s ny,;([2;]) = 2k,
Tada su ' .

B Zo = Zo, di(2) = m(d(zeiy)) (2 € Zo)

99
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Zy-bimodularni operatori (dakle dvostruki centralizatori, jer je Zy komutativna), pa
postoje c,ill € Z = Cy(A) = M(Zy) takvi da je

$ri(2) = bz (2 € Zp).
Tada za [2;;] = Y7, zijei; € Mn(Zp) imamo

n

W[zig) = D b(zijeis) = Y mea(d(zieis))ens = Z B (zi)en

i,j=1 1,5,k,l=1 i,5,k,0=1
n n n
— Cj’l _ rl
- k‘,lzlvjekvl - Zi’j Ck,sekzsei:jer’l
1,3,k,1=1 0,4,k 0=1 r,s=1
n
= Ck Sek: s § Zij€ij | Erl = E Ck Sek s Zz,j €rl-
klr,s=1 3,5=1 k,l,r,s=1

Dakle, ¢ je elementarni operator na A s koeficijentima u multiplikatorskoj algebri
M, (Z) od A.

Obratno, pretpostavimo da FE nije konac¢nog tipa. Prema teoremu 1.10.9 E nije
kona¢nog tipa niti kao vektorski svezanj, pa prema lemi 1.10.10 za svaki konacan
skup {ay,...,a,} prereza iz I'y(E) postoji tocka sg € A takva da je

span{ai(so), ..., am(s0)} S E(s0)-

Tada za svaki elementarni operator 7' € E(A) postoji tocka sg € A takva da je
inducirani elementarni operator Ty, na vlaknu F(sy) = M,(C) duljine ne veée od
n? — 1. S druge strane, promotrimo (normaliziran) centralni trag 7 na A (defini-
ran s 7(z)(s) = Ltra(s), s € A). Ocito 7 cuva sve (primitivne ideale od A, pa
stoga i sve) ideale od A. Dakle, 7 € ICB(A). Za svaku tocku s € A inducirani
elementarni operator 7, na vlaknu F(s) = M, (C) je duljine n?. Naime, imamo
T(z)(s) = 237 € ;x(s)ej;. Uzevsi u obzir prethodno razmatranje, zakljucéujemo
da je udaljenost od 7 do E(A) je veéa ili jednaka od (pozitivne) udaljenosti od 7
do (zatvorenog) skupa elementarnih operatora na M, (C) duljine ne veée od n? — 1.

Specijalno, 7 ¢ E(A), a pogotovo 7 € Im © 4. O
Naravo, iz prethodne propozicije odmah slijedi:

Korolar 3.0.22 Ako je A konac¢na direktna suma o-unitalnih homogenih C*-algebri
konaé¢nog tipa, tada je ICB(A) = IB(A) = E(A).

O

U ovom trenutku prirodno je pitati se postoje li i jos neke C*-algebre za koje je © 4
surjekcija, a koje nisu obuhvaé¢ene korolarom 3.0.22. Magajna je u ve¢ spomenutom
c¢lanku [48] dokazao da je odgovor na to pitanje negativan (barem u separabilnom
slucaju). U ovom poglavlju iznosimo njegov dokaz.
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3.1 Redukcija na subhomogene C*-algebre

Lema 3.1.1 Neka je A C*-algebra ineka je w € P(A) cisto stanje na A. Tada postoji
padajuca mreza (u,) pozitivnih elemenata norme 1 u minimalnoj unitizaciji A od A
takva da vrijedi w(us) = 1 za sve a, te

lim ||uarus — w(z)uZ|| zasve r € A.
(03

Dokaz. Bududi da je w € P(A), prema Kadisonovom teoremu tranzitvnosti (teorem
1.2.14) mozemo nadi pozitivni element e € A, takav da vrijedi w(e) = ||le|| = 1. Neka
je L, kao u (1.5) i stavimo B := L, N L} (ovdje je LY, = {z* : x € L,}). Buduéi
da je L, zatvoren lijevi ideal u A, iz teorema 1.1.28 slijedi da je B hereditarna C*-
podalgebra od A. Neka je (e,) aproksimativna jedinica za B i stavimo

g = €7 (1 — eq)e?.

Tada je (uq) padajuéa mreza u A, za koju vrijedi u, < e i w(uy) =1 za sve a.
Za proizvoljni z € A imamo

N

(z — w(z)1)ez) = 0.

w(e

Kako je w € P(A), iz teorema 1.2.11 slijedi kerw = L, + L, pa postoje elementi
a,b € L, za koje vrijedi
1 1
e2(r —w(x)l)ez =a+b".

Sada imamo
[(1 = ua)(a+0")(1 — uy)l

la(l = wa) || + (1 = ua)b|
= la(@ = ua)| + [|6(1 = ua)[| — 0.

[t (2 — w(@)1)ual|

Lema 3.1.2 Neka je H Hilbertov prostor i A C B(#H) ireducibilna C*-algebra.
Nadalje, neka su zy,...,2, € A proizvoljni elementi, g € A, \ {0}, B := gAg
hereditarna C*-podalgebra od A generirana s g i € > 0. Ako je rangg > n tada
postoje e, f € By takvida je |le]| = ||f|| =11

lez; fll <e (1 <j<mn)

Dokaz. Neka je K :=span{b{ : b€ B, £ € H} esencijalni prostor od B (preciznije,
od jedini¢ne reprezentacije od B na #) i izaberimo jedini¢ni vektor n € K. Kako je
BK+ = {0}, imamo b = (b|x) ® (0|x1). Prema teoremu 1.2.5 Bl je ireducibilna i
dim I > n (jer je rangg > n). Neka je px ortogonalni projektor na potprostor K.
Prema Kadisonovom teoremu tranzitivnosti (teorem 1.2.14) postoji e € B takav da
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je llell =11ePcxn=0,zasvel<j<n.Kako jee(l—px)=0,imamo
exin=0 (1<j<n).

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je e € A, (u protivhom zam-
jenimo e sa e*e). Prema korolaru 1.2.15 B je i algebarski ireducibilna, pa postoji
b € B, takav da je ||b|| = 11ibnp = n. Tada se vektorsko stanje w,(z) := (zn,n)
ponistava na elementu

n

Tg 1= be;e%jb = Z(eij)*(eij) € By.
=1

j=1

Kako je B|i ireducibilna w, je ¢isto stanje na B. Prema lemi 3.1.1 postoji h € By s
|h]| = 1, takav da vrijedi

|hzoh|| = ||haoh — w,(zo)R?|| < &* i w,(h) = 1.

Kako je
(ex;bh)*(ex;bh) = h(ex;b)* (ex;b)h < haxoh (1 < j <n),

slijedi ||ex;bh|| < € zasve 1 < j < mn. Kako je ||h]| =111 = w,(h) = (hn,n) =1,
koristenjem SCB-nejednakosti (nejednakost (1.4)) dobivamo hn = 1. Stavimo f :=
|hb| = |(bh)*|. Tada je f € By i ||f|| =1 (jer je hbn = hn = n). Napokon, koristeci
polarnu dekompoziciju (bh)* = uf od (bh)* dobivamo

llex; f|| = ||ex;bhu|| = ||ex;bh|| < e zasve 1l < j <mn.

Lema 3.1.3 Neka je A separabilna C*-algebra koja dopusta beskonacno dimenzion-
alnu ireducibilnu reprezentaciju = : A — B(H,). Tada postoje ortogonalni nizovi
(en) 1 (fn) pozitivnih elemenata norme 1 u A, takvi da je |7 (e,)|| = ||[7(fo)|| = 1 za
sve n € N i takvi da red

() = Zenxfn (3.1)

konvergira u normi od A za svako x € A.

Dokaz. Kako je m(A) ireducibilna i H, beskona¢no dimenzionalan, 7(A) je beskonacno
dimenzionalna. Prema propoziciji 1.1.25 svaka maksimalna samoadjungirana podal-
gebra od m(A) je takoder beskona¢no dimenzionalna, pa iz iste propozicije slijedi
egzistencija ortogonalnog niza (§,) norme 1 u 7(A),.. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je rang g, > n za sve n € N (u protivnom napravimo za-
mjenu g < g2 + g3, 93 < 94 + g5 + g6, ...). Stavimo P := kerm € Prim(A4) i
identificirajmo 7(A) s A/P. Neka je (z,,) ograni¢en niz u A ¢ija je linearna ljuska

gusta u A. Prema lemi 3.1.2, za svako n € N postoje elementi é,,, f,, € (Gn(A)gn) ,
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takvi da je [|én]| = || full = 11

: 1
llénm(x;) full < on zasve 1<j<n. (3.2)
Kako su je niz (g,) ortogonalan, isto vrijedi za nizove (é,) i ( fn). Prema propoziciji
1.1.26 nizove (é,) i (f,) mozemo redom podici do pozitivnih ortogonalnih nizova (€,)
i (f,) norme 1 u A,. Neka je (ug) (prebrojiva) aproksimativna jedinica za P. Prema
(1.1), za svako x € A imamo

lw (@) = llz + Plf = lim [[(1 — w)z|| = lim [[(1 — wp)z(l - ug)]]
Prema (3.2), za svako n € N postoji u, takav da je
. oz 1 .
(1 —wup)enz; fu(l —u,)| < on zasve 1<j<n. (3.3)

Napokon, stavimo e, = €,(1 — u,)é, i f, = fn (1 — un) n. Tada su (e,) 1 (fn)
ortogonalni nizovi norme 1 u Ay (jer je ||m(en)| = |[7(fu)ll = 11 [lenll, || fn]] < 1), pa
iz (3.3) slijedi

1
llenz; full < on zasve 1<j<n. (3.4)

Kako je | Y°0° | e2|| = max, ||eZ|| = 1 (po ortogonalnosti) i || > o2, f2|| = 1, slijedi da
je s (3.1) definirana (potpuna) kontrakcija s A u omotacku von Neumannovu algebru
A* od A. Bududi da je

j—1 [e'e)
1']) - Z enxjfn + Z enxjfm
n=1 n=1

pri ¢emu red s desne strane (apsolutno) konvergira u normi od A (zbog (3.4)), te kako
je linearna ljuska niza (z;) gusta u A, slijedi da je red (3.1) u normi konvergentan za

svako x € A. Dakle, ¢(A) C A. O

Primjer 3.1.4 Neka je A := B(H) i neka su p; € A\ {0} ( < i < n) ortogonalni
projektori. Definirajmo elementarni operator 7' € E(A) s T' := O4(t), gdje je t :=
Y or pi @ pi. Ocito je {(T) = n. Ako sa Ex(A) oznacimo skup svih elementarnih
operatora na A duljine manje ili jednake k, tada je

d(T,E,_1(A)) = inf{||T — S| : S€E,_(A)}<

S

Zaista, za p 1= Z?:lpi stavimo

wi= Yy <5i,j—g)p¢®pj Pvi=) p@p=-—pap.

,j=1



Poglavlje 3. Problem surjektivnosti od © 4 104

Kako je t —u =0, za S := O4(u) imamo

1 1
T-8|=- =
IT - 51l =~ @At @ p)l = -

Tvrdimo da je ¢(S) < n — 1. Kako bi to dokazali, primijetimo da je matrica [0; ; —

11 € M, (C) (projektor) ranga n — 1. Stoga, postoje matrice [o;;] € M, ,_1(C) i

n

18ij] € M;,—1,(C) takve da je

[:Z_i ai,kﬁka’] = [ai llBis] = [% — H .

Ako stavimo ay, := > | o kp; 1 b ==Y 1y Brips, imamo

n n n—1 n—1
= Z (5@1’ - %) pi ®pj = Z (Z ai,k@k,jPi) K pj = Z ap & by.

ij=1 ij=1 \k=1 k=1
Lema 3.1.5 Neka su (e;) 1 (f;) ortogonalni pozitivni nizovi norme 1 u B(H),. Za
svako n € N stavimo

n

thi=> €;®f; € B(H)®@B(H) i T, = Oppyl(tn).

i=1

Tada za svako m € N postoji n(m) € N takav da za sve n > n(m) vrijedi

d(T,, En(B(H))) = nf{[|T,, = S| : S € En(B(H))} >

Y

o]

gdje smo sa E,,(B(H)) oznacili skup svih elementarnih operatora na B(H) duljine
manje ili jednake m.

Dokaz. Stavimo A := B(#) i neka je x : E(A) — B(A*, A) operator definiran s
K(OA)(p) = (p@id)(t) (t€e AR A, pe€ A").
Ukoliko E(A) opskrbimo sa standardnom operatorskom normom
1©4@)|| = sup{[|@a(t)(2)[| = = € Ball(A)},

n

primijetimo da je s kontrakcija. Zaista, ako je t = Y 1 a; ® by € A ® A neka
reprezentacija od ¢, tada imamo

(@A)l = Sup{

Z p(ai)b;
= Sup{ Z@(ai)w(bz')

e Ball(A*)}

D p,w € Ball(A*)} :
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pri cemu se zadnji supremum ne mijenja ako ¢ i w restringiramo na funkcionale ranga
1 (jer je Ball(B(#)*) slabo* zatvorenje konveksne ljuske funkcionala ranga 1 oblika
x— (x€,n), gdje su £, n € Ball(H)), a tada je taj supremum jednak

sup {

sto je dominirano s ||©4(t)]|.

Neka je T, kao u iskazu leme. Za dani S € E, (A) sa S = O4(u), gdje je
uw=>y",a,80b € A® A neka je V := span{by,...,b,} 1 U := Ball(V). Prema
ortogonalnosti elemenata e;, postoji ¢; € Ball(A*) takav da je ¢;(e;) = 0, ;. Dakle,

n

Z (liZEbi

i=1

.z € Ball(A4), rangz < 1} :

e = |[Tn = S| 2 [|8(T) = k(S 2 [|6(To) (i) = £(S) (@)l = ‘

fi— Z pi(a;)b;

Odavde slijedi da je udaljenost od f; do V najvise ¢, a kako je [|fi|| = 1, imamo
d(f;,U) < 2¢. Dakle, mozemo naci h; € U s ||f; — hi|| < 2¢, odakle slijedi (jer je

Ifi = fill = 1 za i # j)
[hi = h =gl = (1fi = fill = ILfi = hall = [[f; = hyll = 1 — 4e.

Pretpostavimo da je € < 1/5, tako da je ||h; — h;|| > 1/5 za sve i # j. Ako V opski-
bimo sa odgovarajué¢om euklidskom normom || - ||2 (tako da proglasimo Auerbachovu
bazu za V ortogonalnom), tada imamo ||£]|/v/m < [€]l2 < ||€]|v/m za sve £ € V.
Odavde slijedi da je ||h; — hjl|2 > 1/(5/m) za sve i # j, dok su vektori h; (1 < i <7)
sadrzani u istoj, najvise m-dimenzionalnoj euklidskoj kugli radijusa y/m. To je o¢ito
nemoguce za dovoljno velike n. O

Sada ¢emo iz pretpostavke Im © 4 = ICB(A) (gdje je A separabilna) napraviti prva
redukciju; dokazat ¢emo da je A nuzno subhomogena. Stovise, imamo i jacu tvrdnju:

Teorem 3.1.6 Neka je A separabilna C*-algebra. Ako je ICB(A) = E(A) tada je A
subhomogena.

Dokaz. Najprije dokazimo da su sve ireducibilne reprezentacije od A nuzno konac¢no
dimenzionalne. Pretpostavimo suprotno; neka je 7 : A — B(H,) beskonacno-
dimenzionalna ireducibilna reprezentacija od A i neka je ¢ € ICB(A) operator defini-
ran u lemi 3.1.3. Ocito je ¢ € ICB(A) i neka je ¢, € ICB(7(A)) inducirani operator
(dan s ¢ (m(z)) = w(¢p(x)), x € A). Bududi da red (3.1) kojim je ¢ definiran konver-
gira u normi za sve x € A, slijedi

dn(n(z)) =Y wlen)m(@)n(fa) (z € A),

n=1

te po istoj formuli ¢, se na jedinstven nacin prosiruje do ultraslabo neprekidnog
(potpuno ograni¢enog) operatora ¢, na B(H.) (jer je B(H,) ultraslabo zatvorenje
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od w(A)). Prema pretpostavci imamo ¢ € E(A). Naravno, odavde slijedi i da je ¢, €
E(m(A)), a kako se prema teoremu Kaplanskog o gustodi (teorem 1.3.6) norma svakog
ultraslabo neprekidnog operatora na 7(A) podudara s normom njegovog ultraslabog
prosirenja na m(A), slijedi i da je ¢, € E(B(H,)). Specijalno, postoji S € E(B(H,)),
S = O, (Xj, a; ® by) takav da je

3 - 81 < ;. (35)

Za svako N € N neka su redom Py i @n ortogonalni projektori na prostore
ZnNil m(en)Hr 1 SN 7(fu)Hy. Prema ortogonalnosti nizova (e,) i (f,), operator
Pn¢rQn je elementaran i oblika

N

PyéQu(z) =) mlen)an(fn) (v € B(Ha)).

n=1
Iz (3.5) slijedi
_ — 1
|Pno-Qn — PvSQn| < ||or — S < 5

zasve N € N| §to je u kontradikciji s lemom 3.1.5, jer je PySQ y elementarni operator
na B(#,) duljine ne veée od m.

Dakle, svaka ireducibilna reprezentacija m od A je konac¢no dimenzionalna, pa je
m(A) izomorfna matricnoj algebri M,.(C) za neko r € N. Specijalno, A je liminalna,
pa su primitivni ideali u A maksimalni i A mozemo identificirati s Prim(A). Bududi
da je A separabilna, prema teoremu 1.4.18 skup svih separiranih tocaka S u Prim(A)
je gust (kako je A liminalna, Prim(A) je Ti-prostor). Ako je S konacan, tada je
S = Prim(A), pa je A konatno dimenzionalna i dokaz u tom slucaju je zavrsen.
Pretpostavimo da je S beskonacan. Prema teoremu 1.10.2, funkcije traga [r] —
tr7(g) su odozdo poluneprekidne na A za svako g € A, pa isto vrijedi i za funkciju
ranga (7] — rang 7(g) (jer je rang w(g) = sup,, tr {/7(g) ako je ||g|]| < 1). Dakle, ako
pretpostavimo da je SUP[ric i dim 7 = oo, tada postoji niz ([ox]) u S takav da vrijedi
limy dim o}, = co. Najprije pretpostavimo da niz ([o}]) ima tocku gomilanja [o] € A.
Kako je [01] separirana tocka, postoje disjunktne otvorene okoline U; od [oy] 1 V; od
[o]. Stavimo [m;] := [01] 1 izaberimo bilo koju tocku [ms] € ViN{[ox] : k € N} za koju
je dimmy > 2 - 3. Kako je [m] separirana tocka, postoje disjunktne otvorene okoline
Uy CViod [m)i Ve CV)od [o]. Nastavljajuéi taj proces, dolazimo do niza ([m]) u
A takvog da vrijedi dim 7, > k(k + 1), zajedno sa otvorenim okolinama Uy, od [my] 1
Vi od [0] za koje vrijedi Uy, NV, = 0 1 Uyy1, Vir1r C Vi. Specijalno, imamo

U, N U U = @,
k#n

odakle slijedi [m;] & U, za k # n. Dakle, jezgra P, := kerm, nije sadrzana u
zatvaracu skupa { Py : k # n}. Ukoliko niz ([oy]) nema tocku gomilanja, za ([mg])
mozemo uzmemeti bilo koji podniz od ([o}]) za kojeg je dim m, > k(k + 1). Naravno,
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tada se P, := ker m, takoder ne nalazi u zatvaracu skupa {P; : k # n}. Ako stavimo
Rn - m Pk;

slijedi da R, € P,, paje P,+R, = A (jer je P, maksimalan). Kako je 7, (A)
za neko r > n(n + 1), postoje medusobno ortogonalni projektori m,(g,;) (1
u m,(A) takvi da je

+(C

it

rang m,(gni) >n 1 an(gm) =1
=1

Prema propoziciji 1.1.26 te projektore mozemo podi¢i do medusobno ortogonalnih
pozitivnih kontrakcija ¢,; € Ay (1 < i < n). Stovige, kako je R,y + P,y = A, i
P, = ker 7, mozemo posti¢i da je g,; € Ry4. Stavimo g, := Y ., gn,; i definirajmo
niz (g,) rekurzivno, s

Gri=gn1 gni=0—g1— - —gn-1)dn(l =91 =+ = gn1).

Kako je h* < h za sve 0 < h < 1, indukcijom se lako pokaze da je >.7" g, < 1 za
sve m € N. Dakle, imamo Y >~ g, < 1 (SOT-konvergencija u A**), te m,(g,) = 1
(jer je mp(gn) =11 gy € Ry € P, = kerm, za m # n).

Neka je (z;) niz u Ball(A) ¢ija je linearna ljuska gusta u A. Prema lemi 3.1.2,
postoje pozitivni elementi é,,; i fm norme 1 u m,(gniAgni) = mn(gn.iAgn,:) takvi da
vrijedi

1 .
Henﬂn(%)me <=, non (1<i,5<n). (3.6)

Primijetimo da je "1  é,; < 11 Y ", fni < 1 zbog medusobne ortogonalnosti
projektora m,(¢,,) (za fiksno n). Prema propoziciji 1.1.26, za svako n element é, ;
mozemo podié¢i do pozitivnog elementa e,; u A za kojeg vrijedi e,1 < g, (jer je
én1 <1=m,(gn)). Induktivno, pretpostavimo da za neko i < n ve¢ imamo elemente
en; (1 <j <i)u A, takve da vrijedi my(€p ;) = €njien1+ -+ +en; < gn. Kako je

én,iJrl < 1— (én,l + -+ 6n,z) = 71-n(gn - (en,l + -+ 6n,i))7

ponovno, koristec¢i propoziciju 1.1.26, nalazimo element e, ;11 € A4 takav da vrijedi
Tn(€nit1) = €nit1 1 €niv1 < gn — (én1 + - +e,;). Dakle, mozemo naci elemente e,, ;
takve da vrijedi Y"1 | €,; < g,. Slijedi da je

izn:em < 1. (3.7)

n=1 =1
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Slicno bismo nasli i elemente f,,; € Ay takve da vrijedi m,(f,;) = fm 1

iiem <1 (3.8)

n=1 i=1

Za dano v € P, s 0 < u < 1, elemente e,,; (1 < i < n, n fiksan) sa elementima
|(1—u)en;|? tako da (3.7) ostane ocuvano (naime, imamo e, ;(1—u)’e,; < €2 ; < €y;).
Ako je (u,) aproksimativna jedinica za P, tada iz (3.6) dobivamo

inf fleni(1 — ua) en i fuill < Hm[(1— ua)enizyl]
= lénima(@;) ful
1

< — (I1<14,5<n).
n2n(—l’j—n)

Dakle, kako je e? < e za 0 < e < 1, mozemo pretpostaviti da smo elemente (e, ;) i
(fn.i) izabrali tako da vrijedi

iiei,i <1, iifiz <1, (3.9)

n=1 i=1 n=1 i=1
Tn(ni)n(en,j) = 0= 0 (foi)Tn(fng) (0 7 5), llmn(eni)ll = 1= [lma(fui)ll - (3.10)
e fudl < 0 (1< <), (3.11)

Prema (3.9) s
o) =D enirfui (x € A) (3.12)

n=1 i=1
je dobro definirana potpuna kontrakcija ¢ : A — A**. Kako je linearna ljuska od (z;)
gusta u A, iz (3.11) slijedi da red u (3.12) konvergira u normi za sve x € A, pa je
¢ € ICB(A).

Ako bi postojao S € E(A) duljine m takav da je ||¢ — S|| < 1/5, tada bi takoder
imali

1
H(bn - Sn“ < ga (313)

gdje su redom ¢y, i S, inducirani operatori na m,(A) =2 A/P, = M,;,»(C) od ¢ i S.
Kako je m,(em,i) = 0 za m # n (jer je €m; < ¢p), imamo

n

Su(d) =Y éniifoi (@ € AJP,).

=1

Buduéi da svaku ireducibilnu reprezentaciju od A mozemo prosiriti do ireducibilne
reprezentacije od M(A) na istom Hilbertovom prostoru (teorem 1.2.4); slijedi da je
Sn € E(A/P,) duljine ne veée od m. Prema lemi 3.1.5, nejednakost (3.13) ne moze

vrijediti za sve n, pa je ||¢ — S|| > 1/5. Specijalno, ¢ & E(A). O
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Lema 3.2.1 Neka je A n-subhomogena C*-algebra, J n-homogeni ideal od A i J+
anihilator od J. Stavimo B := A/J‘. Ako je ¢ := q;. : A — B pripadni -
epimorfizam i K n-homogeni ideal od B, tada je K esencijalan u B i vrijedi ¢(K) = J.

Dokaz. Kako je J N J+ = {0}, restrikcija q|; je injektivna. Dakle, ¢(J) = J, pa je
q(J) n-homogena C*-algebra. Kako je ¢(J) ideal od B, imamo ¢(J) C K. Tada je
J C ¢ YK),paje J+J+ C ¢ Y(K). Tvrdimo daje J+J+ = ¢ 1(K). Pretpostavimo
suprotno i neka je 7 ireducibilna reprezentacija od takva da je w(J + J*) = {0} i
(¢ ') (K) # {0} (takva postoji, jer je prema propoziciji 1.4.2 svaki ideal jednak
presjeku primitivnih ideala koji ga sadrze). Kako je A subhomogena A mozemo
identificirati s Prim(A). Prema teoremu 1.10.2 skup

S:={jo]€ A: dimo < n}

je zatvoren u A. Kako je J = ({kero : [o] € S}, slijedi da se svaka (klasa)
ireducibilne reprezentacije od A koja se ponistava u J nalazi u S. Specijalno, iz
7(J) = {0} slijedi [r] € S = S, odnosno dim7 < n. Kako je i m(J*) = {0}, 7 se
spusta do ireducibilne reprezentacije o od B (tako da vrijedi 7 = o o ¢) i imamo
o(K) # {0} (jer n(¢ ' (K)) # {0}). No, dimo = dim7 < n, $to je kontradikcija s
definicijom od K kao presjeka svih jezgara ireducibilnih reprezentacija od B cija je
dimenzija manja n. Dakle, ¢(J) = K.

Ideal ¢(J) je ocito esencijalan u B = A/J*, jer iz q(a)q(J) = {0} (a € A) slijedi
aJ C J+NJ={0}. Dakle, a € J*, odnosno ¢(a) =0 u B. O

Lema 3.2.2 Neka je E odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad lokalno kompakt-
nim Haudorffovim prostorom A. Ako je C*-algebra I'¢(E) kvazicentralna, tada je
M(To(E)) = To(E).

Dokaz. Stavimo J := ['o(E) i M :=I'y(F). Prema propoziciji 1.9.14, za svaki a € E
postoji prerez e € J koji prolazi kroz a. Odavde odmah slijedi da je J esencijalan
u M. Prema teoremu 1.1.37, dovoljno je dokazati da se za bilo koju C*-algebru A
koja sadrzi J kao esencijalni ideal moze prosiriti do *-homomorfizma L : A — M. Za
svako s € A ia € A definirajmo preslikavanje L, , : E(s) — E(s) s

Lg(e(s)) == (ae)(s) (e € J).

Naravno, ovdje smo ponovno koristili propoziciju 1.9.14, da je svaki element od FE(s)
oblika e(s) za neko e € J. Bududi da takav e nije jedinstven, trebamo provjeriti da
je definicija od L, dobra, tj. da iz e(s) = 0 slijedi (ae)(s) = 0. Zaista, imamo

(ae)(s)"(ae)(s) = (e (a’a)e)(s) < [lal*(e"e)(s) = llal*e(s)"e(s).
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Odavde takoder slijedi i da je || Ls || < ||a||. O¢ito je Ls, linearno, a kako bi pokazali
da je Lg, operator lijevog mnozenja (induciran elementom iz E(s)), dovoljno je prov-
jeriti da L, komutira sa svim operatorima desnog mnozenja Ry (f € J). Zaista,
za svako f € J imamo

(Lsa o Rys)le(s)) = Lsale(s)f(s)) = Lsal(ef)(s)) = (aef)(s)
= (ae)(s)f(s) = Ls.ale(s))f(s) = (Ry(s) © Ls.a) (e(s))-

Dakle, za svako a € A funkcija L(a) koja svakom elementu s € A pridruzuje Ls,
je ogranicen prerez od F. Kako bi pokazali da je L(a) € M, fiksirajmo sy € A
i izaberimo kompaktnu okolinu U oko sy. Buduéi da je J kvazicentralna, prema
napomeni 1.7.4 postoji centralni element z € Z(J) takav da je z(s) = lp() za sve
s € U. Tada za s € U imamo

L(a)(s) = L(a)(s)1aes) = (az)(s),

tj. L(a)ly = (az)|y. Kako je tocka sy € A bila proizvoljna i kako je az € J, slijedi
L(a) € M. Na kraju se jos lako provjeri da je preslikavanje a +— L(a) kontraktivni
homomorfizam sa A u M, dakle *-homomorfizam (napomena 2.1.4). O

Propozicija 3.2.3 Neka je J n-homogena C*-algebra. Tada je M(J) n-homogena
ako 1 samo ako je J konac¢nog tipa

Dokaz. Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad A := Prim(.J) ¢ija su sva vlakna
izomorfna s M, (C) takav da je J = I'g(E). Prema korolaru 1.10.15 M (J) je n-
subhomogena.

Pretpostavimo da je E konacnog tipa. Prema teoremu 1.10.9 E se moze prosiriti do
lokalno trivijalnog C*-sveznja F nad Stone-Cechovu kompaktifikaciju SA od A &ja
su sva vlakna izomorfna s M,,(C). Tada je F' direktni sumand trivijalnog sveznja,
pa se svaki ogranicen neprekidni prerez od E moze na jedinstven nacin prosiriti
do neprekidnog prereza od F. Dakle, I'y(F) = I'(F). Iz leme 3.2.2 slijedi da je
M(J)=Ty(E), paje M(J) = I'(F) n-homogena C*-algebra.

Obratno, pretpostavimo da je M(J) n-homogena, M (J) = I'(F'), za lokalno trivi-
jalni C*-svezanj F' nad Prim(M(J)). Primijetimo da Prim(M (J)) mozemo identifici-
rati sa SA. Zaista, kako je Prim(M (J)) Hausdorffov prostor, iz Dauns-Hofmannovog
teorema (teorem 1.4.19) slijedi

Prim(M(J)) = Max(Z(M(J))) = fPrim(J) = BA.

Kako je J ideal u M(J), postoji zatvoren podskup A C SA takav da je J = {e €
[(F) : e|y = 0}. Posmatrajuéi karaktere od centra, slijedi A = A\ A. Dakle,
J =To(F|a), a kako C*-svezanj F'|a mozemo prosiriti do lokalno trivijalnog sveznja
F nad SA, iz teorema 1.10.9 slijedi da je £ = F'|x konacnog tipa. O
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Napomena 3.2.4 Neka je M unitalna C*-algebra. Prema tocki 1.9, M mozemo
poistovijetiti s I'g(Eyp), gdje je Ey odozgo poluneprekini C*-svezanj nad (kompaktnim
Hausdorffovim) prostorom Glimm(M) = Max(Z(M)) s vlaknima Ey(G) = M/G
(G € Glimm(M)). Ukoliko je M multiplikatorska algebra C*-algebre J sa primitivnim
spektrom A := Prim(J), tada je (prema Dauns-Hofmannovom teoremu) Glimm (M)
homeomorfan Stone-Cechovoj kompaktifikaciji BA od A, pa na Ey mozemo gledati
kao na odozgo poluneprekidni C*-svezanj nad SA.

Lema 3.2.5 Neka je A n-subhomogena C*-algebra. Ako je J n-homogeni ideal u A,
tada je Prim(J) C Glimm(A).

Dokaz. Zaista, neka su P € Prim(J) i @ € Prim(A), @ # P. Pretpostavimo da
je @ € Prim(A/J). Bududi da je J kvazicentralna C*-algebra (propozicija 1.10.7),
postoji z € Z(J) takav da z ¢ P. Kako je z € Z(J) C Qi Z(J) C Z(A) (propozicija
1.1.24), imamo W,4(2)(P) # 01 Ua(2)(Q) = 0, pa P % Q. Zato pretpostavimo
da je @ € Prim(J). Prema propoziciji 1.10.7 J je centralna C*-algebra, pa je
PNnZ(J)# QN Z(J). Tada postoji z € Z(J) takav da je z € Q i z ¢ P. Odavde
ponovno slijedi W4(2)(P) # 01 Wu(2)(Q) =0, pa P % Q. Dakle, {P} € Glimm(A).
O

Lema 3.2.6 Neka je F lokalno trivijalni C*-svezanj sa vlaknima M, (C) nad nekom-
paktnim lokalno kompaktnim Hausdorffovim prostorom A. Stavimo J := T'o(F),
M := M(J) i neka je K n-homogeni ideal od M. Nadalje, neka je Ey odozgo pol-
uneprekidni C*-svezanj nad A takav da je M = T'o(Ep) (kao u napomeni 3.2.4).
Tada je Ey zapravo (neprekidni, ne nuzno lokalno trivijalni) C*-svezanj koji prosiruje
E, takav da je F' := Ep|pym(k) lokalno trivijalan. Ukoliko je A metrizabilan, tada
vrijedi A G Prim(K) (tj. K striktno sadrzi .J).

Dokaz. Svaku tocku s € SA poistovijetimo sa pripadnim Glimmovim idealom G
od M. Zax € Mis € A stavimo x(s) := x + Gy € A/Gs = FEo(s) 1 &(s) =
|z(s)]|. Trebamo pokazati da je za svako x € M funkcija & odozdo poluneprekdina
na SA. Najprije primijetimo da je ¥ odozdo poluneprekidna na A, kao supremum
sup{(zy) : y € Ball(J)} neprekidnih funkcija (primijetimo da je zy € J = T'o(F),
¢im je y € J). Kako bi dokazali da je & (odozdo polu)neprekidna na ¢itavom A,
mozemo pretpostaviti da je z € M, (u protivnom x zamijenimo s |z|). Tvrdimo da
se T podudara s jedinstvenim neprekidnim prosirenjem = od ogranicene neprekidne
funkcije @|a. Dakle, trebamo pokazati da za svaku tocku s € BA \ A i svaku mrezu
(sa) u A koja konvergira prema s’ vrijedi jednakost

i(s') = lim E(8q).

Buduéi da je Z neprekidna, & odozgo poluneprekidna i Z|p = Z|a, imamo nejednakost

z(s') = limZ(s,) = lién E(sq) < &(s"). (3.14)

67
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Pretpostavimo da u (3.14) vrijedi stroga nejednakost. Kako je Z neprekdina na SA,
za dovoljno mali € > 0 imamo nejednakost Z(s) < #(s') — € za sve s iz neke otvorene
okoline U od s' u SA. Izaberimo neprekidnu funkciju f : [0, 00) — [0, 1] takvu da je
f([0,2(s") —¢]) =01 f(2(s')) = 1. Primijetimo da je za sve s € ANU

lz(s)|l = £(s) = Z(s) < &(5') — ¢,

pa je spektar od z(s) sadrzan u [0, (s') — €]. Zbog toga je f(z)(s) = f(z(s)) = 0 za
sve s € ANU, pa zbog neprekidnosti i f(z)(s) = 0 za sve s € U. Nadalje,

(f@)(s) = If @) = 1 (@) = 1,

jerje0 < f <1, ad(s") nalazi uspektruod z(s') i f(Z(s")) = 1. Dakle, ako zamjenimo
x sa f(x), dobivamo Z(s) = 0za s € Uiz(s') = 1. Nekaje x : BA — [0, 1] neprekidna
funkcija takva da je x(s') = 11 ¢iji je nosa¢ sadrzan u U. Stavimo y := ¥} (x)z (gdje
je Uy Z(M) — C(BA) Dauns-Hofmannov izomorfizam). Tada je y € M, g(s) =0
za sve s € BA 1 Z(s'") = 1; kontradikcija. Dakle, E je (neprekidni) C*-svezanj.

Neka je ¢p : Prim(M) — Glimm(M) = BA potpuna regularizacija (definicija
1.6.1). Prema dokazanom, E je (neprekidni) C*-svezanj, pa iz propozicije 1.6.6 slijedi
da je ¢, otvoreno preslikavanje. Kako je M n-subhomogena s n-homogenim idealom
K, prema lemi 3.2.5 Prim(K) = ¢y (Prim(K)) je otvoren podskup od SA. Odavde
slijedi da se ideal I'o(Ep|prim(x)) od I'(Ep) podudara s K. Kako je K n-homogena
C*-algebra, slijedi da je svezanj F' := Ej|pyim(k) lokalno trivijalan (teorem 1.10.6).
Napokon, kako K sadrzi J kao ideal, imamo

J = {LL‘ c M : 55|Prim(K)\A = O} = FO(F|A>~

Dakle, F|a 2 E.

Ostaje nam dokazati da u metrizabilnom slu¢aju Prim(K) striktno sadrzi A. Iz-
aberimo niz (s;) u A koji nema tocku gomilanja u A i prereze f; ; € M = I'y(E) takve
da su f;;(sx) (1 <4,j < n) matricne jedinice u vlaknima E(s;) = M, (C). Tada za
svaki prerez f € M imamo rastav f(sy) = > 7", @ j(sk)fij(sk) za neke a; ;(s;,) € C.
Nadalje, svaki (ograni¢en) niz («; j(si))x prosirimo do neprekidne funkcije o ; na A,
izaberimo tocku gomilanja sy € SA \ A od (s) 1 stavimo

oo () =D ij(s0)ei; = [ai;(s0)] € My (C),

i,7=1

gdje su e;; standardne matricne jedinice u M, (C). Tada je s m, definirana
reprezentacija od M u M, (C), koja je surjektivna (dakle ireducibilna), buduéi da
je T (fij) = €i;. Ukoliko bi bilo kermy, ¢ Prim(K), tada bi imali 7, (K) = {0},
odakle bi slijedilo (po definiciji od K') da se ker 7y, nalazi u zatvarac¢u skupa jezgara
svih ireducibilnih reprezentacija od M ¢ija je dimenzija manja od n, Sto je nemoguce,
buduéi da je taj skup zatvoren. O
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3.3 Redukcija na konac¢ne direktne sume homogenih
Cr*-algebri

Lema 3.3.1 Ukoliko separabilna n-subhomogena C*-algebra A nije direktna suma

homogenih C*-algebri, tada je E(A) striktno sadrzan u ICB(A).

Buduéi da ¢e dokaz prethodne leme zauzeti ¢itavu ovu tocku, on ¢e biti podijeljen
u nekoliko koraka. Neka je J n-homogeni ideal od A, A primitivni spektar od J, E
lokalno trivijalni C*-svezanj nad A takav da je J = I'o(E) i M = M(J) = I'/(E)
multiplikatorska algebra od J.

Ako je J unitalan, tada je A = J @ (A/J), pri ¢emu je A/J m-subhomogena za
neko m < n, pa se dokaz reducira na manji stupanj subhomogenosti. Dakle, koristeci
induktivni argument, mozemo pretpostaviti da J nije unitalan, odnosno, da A nije

kompaktan. Upravo u tom slucaju ¢emo pokazati da vrijedi E(A) G ICB(A).

Bududéi da je A separabilna, prema lemi 3.2.6 n-homogeni ideal K od M striktno
sadrzi J i odgovarajué¢i lokalno trivijalni C*-svezanj F' nad otvorenim podskupom
Prim(K) od BA (tako da vrijedi K = I'¢(F')) prosiruje E, dok je M =T'(Ey) za (ne
nuzno lokalno trivijalni) C*-svezanj Ey nad SA koji prosiruje F. Izaberimo tocku
so € Prim(K) \ A i njenu otvorenu okolinu V' u BA takvu da je V C Prim(K) i da
je F| trivijalan. Koristeéi fiksni izomorfizam Eply = Fli & V x M,(C), mi éemo
ubuduce identificirati ta dva sveznja nad V.

Slucaj 1. Ideal J je esencijalan u A.

U tom slucaju A je C*-podalgebra od M(J). Bududi da su sve n-dimenzionalne
ireducibilne reprezentacije od A (do na ekvivalenciju) evaluacije u tockama iz A,
za svaku tocku s € V \ A pripadna evaluacija 7, prereza iz Ey daje reducibilnu
reprezentaciju od A. Neka je m maksimalna dimenzija ireducibilnih subreprezentacija
od od 7|4, pri éemu s prolazi po V\ A i neka je s; € V'\ A tocka gdje se taj maksimum
postize. Tada je (do na unitarnu ekvivalenciju) 7, |4 oblika

_[o@ 0
75, (a) = { 0 9 (a) } (a € A), (3.15)
gdje je o4, : A = M,,(C) ireducibilna reprezentacija, k € N i pg, : A = M, _gn(C)
reprezentacija disjunktna s obzirom na o, '. Neka su (kao i prije) e;; (1 <4,5 < m)
standardne matri¢ne jedinice za M,,(C). Prema teoremu 1.10.5 mozemo nadi elemente
a;; € A(1<i,j7<m)iokolinu W C W C V od s; tako da vrijedi Ty (@ij) = eﬁf“j)@o
(s obzirom na rastav (3.15)), te da su m,(a; ;) m x m matri¢ne jedinice za M,,(C) za
sve s € W. Drugim rije¢ima, ms(A) sadrzi kopiju od M,,(C) za sve s € W. Prema
maksimalnosti od m slijedi da je 7s|4 (do na konjugaciju s unitarnim elementom

u € C(W,M,(C))) oblika

a(s) = my(a) = [ aséa) ms(()a) } (e A teW\A), (3.16)

1Za dvije reprezentacije C*-algebre kazemo da su disjunktne (engl. disjoint) ukoliko su svake
dvije njihove netrivijalne subreprezentacije medusobno neekvivalentne (vidjeti [26])
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gdjesuos : A — M,,(C) i ks : A — M,,_,,(C) reprezentacije od A, pri ¢emu je o
ireducibilna.

Izaberimo neprekidnu funkciju xy na SA \ A koja poprima vrijednosti iz [0, 1],
takvu da je x(s;) = 11 ¢iji je nosa¢ sadrzan u W \ A. Neka je v € M, —m(C)
bilo koja matrica s ||v|| = 1. Kako je M = T'(Ep) i J = T'o(E) = {e € T'(Ey) :
elpa\a = 0}, prema Tietzeovom teoremu za C*-sveznjeve (teorem 1.9.19) imamo
M/J =T (Ep|ga\a). Definirajmo prerez e € M/J na A\ A's

e(s) = [ 8 X(S)U } zase€e W\ Aie(s)=0zase (BA\A)\W (3.17)
i neka je b € M bilo koji lift od od e (tj. b je neprekidno prosirenje od e do prereza
od Ey). Napokon, neka je ¢ : A — M obostrano mnozenje s b, tj. ¢ : x — bxb.

Tvrdimo da je ¢(A) C A i da ¢ ¢uva ideale od A. Za dano a € A vrijednost
o(a)(s) od ¢(a) € M u svakoj tocki s € SA\ A jednaka je 0. Zaista, b(s) = e(s) =0
ako je s € (BA\ A)\ W, dok za s € W\ A imamo

¢(a)(s) = b(s)a(s)b(s) = e(s)ms(a)e(s) = 0,

sto se moze lako provjeriti koristeci direktno matri¢no mnozenje s m4(a) i e(s) koji su
zapisani u obliku (3.16) i (3.17). Odavde slijedi da je ¢(a) € J, pa specijalno ¢ slika
A u A. Kako bi dokazali da ¢ ¢uva ideale od A, izaberimo aproksimativnu jedinicu
(er) za n-homogeni ideal J od A. Bududi da je ¢(a) € J, imamo

o(a) = liin exp(a)e, = liin(ekb)a(bek),

pri éemu obostrano mnozenje a — (exb)a(bey) cuva ideale od A buduéi da su exb, bey, €
J C A. Dakle, ¢ je tockovni limes preslikavanja koji cuvaju ideale od A, pa stoga i
sam Cuva ideale od A.

Tvrdimo da ¢ ¢ E(A). Kako bi to dokazali, najprije ¢emo dokaz lokalizirati na
W (kako bi radili sa matri¢nim funkcijama umjesto sa sveznjevima) i zatim ¢emo

eksplicitnim racunom dokazati da ¢ & E(A).

Neka je Jy == {a € M : a(s) = 0 za sve s € W} i neka je ¢y preslikavanje
na Ay = A/(Jw N A) inducirano s ¢. Primijetimo da C*-algebru Ay mozemo
poistovijetiti (preko prirodnog izomorfizma) s C*-podalgebrom od

M/ Jw =T(Eoli) = To(Flw) = C(W,M,(C))
i da je ¢y naprosto obostrano mnozenje
dw(z) = dxd (v € Ay C C(W,M,(C))),

gdje je sa d oznacena kvocijentna slika od b u M/ .Jy,. Ukoliko M,,(C) dekomponiramo
u blokove s obzirom na (3.16), d kao element od C'(W, M,,(C)) mozemo reprezentirati
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kao blok matricu neprekidnih funkcija

dii dig
d = ) )
{ do1 doo } ’

gdje je (po definiciji od bie) di1(s1) =0, da1(s1) =0, dao(s1) =01 di2(s1) =v. Iz
ow (x) = dad slijedi

ov@ls) = | o ] @ T | aw c o)),

0 0 To1 T22

Neka je ¢ > 0. Prema neprekidnosti funkcija d; ; (tj. vrijednost ||d(s) — d(s1)]| je
mala ako je s € W dovoljno blizu s1) postoji okolina W, C W od s; takva da za sve
x = [z;;] € Aw s ||z]| <1 vrijedi (uniformna) ocjena

H¢w($)(5) -1 ]

Evaluacija s, slika A u blok dijagonalne matrice s obzirom na rastav (3.16), no
takoder ¢emo dokazati da isto vrijedi i za M(A) (ms, moze biti degenerirana). Kako
je J esencijalan u A (pastogaiu M(A)), imamo M (A) C M(J) = M. Slijedi da svaki
f € M(A) mozemo reprezentirati nad W kao 2 x 2 blok dijagonalnu matricu f|y =
[fi;] s obzirom na rastav (3.16). Neka je p € M,(C) projektor na Spanaglf)(A)(C"
(gdje je o5, kao u (3.15)). Tada je p € 7, (A), buduéi da su reprezentacije ps, i

<e zasvesé€EW. (3.18)

aglf) disjunktne. S obzirom na rastav (3.16), p je oblika p = 1 @ ¢, gdje je 1 m x m
jedini¢na matrica i ¢ projektor. Kako je f(s1)p € 75, (A) i pf(s1) € 75, (A), te
kako su matrice iz 7, (A) blok-dijagonalne, koriste¢i matricno mnozenje dobivamo
f21(s1) =01 fi12(s1) = 0. Dakle, 7y, (M (A)) sadrzi samo blok-dijagonalne matrice.

Pretpostavimo da postoji T' € E(A) takav da je ||T — ¢|| < . Tada je

1Tw — dw| <e, (3.19)

gdje je Ty preslikavanje na Ay inducirano s T. Kako je T' € E(A), T mozemo

prikazati u obliku
d

T = Zakxbk (x € A),

k=1

gdje su a*, 0" € M(A) C M. Koriste¢i prethodno razmatranje, slijedi da su a*(s;) =
af | (s1) @ a5 y(s1) 1 0F(s1) = bF | (s1) @ b5 4(s1) blok-dijagonalne matrice. Nadalje, za

matrice oblika
x:{ 0 8], (3.20)

x21

slijedi da je S2¢_, a*(s1)xb¥(s1) oblika

0 0
{ S abo(s1)za1bE (s1) 0O } ’
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pa koristeé¢i neprekidnost koeficijenata a* i b¥ (na W) dobivamo okolinu W, C W od
s1 takvu da vrijedi

@ -| oo st () 0

uniformno za sve x € Ay oblika (3.20) s |lz|| < 1. Iz (3.18), (3.19) i (3.21) za-
kljucujemo da vrijedi

H [ — i a’é,g(so)xz,l(s)bfl(s) UxZ’B(S)U } H < (322)

zasve s € Wi NWyix € Ay oblika (3.20) s ||z|| < 1. No, za svako s € Wi N WoNA
imamo Ap (s) = m5(4) = M,(C) (buduéi da je ve¢ i J(s) = M,(C)), pa postoji
x € Ay oblika (3.20) za kojeg vrijedi [|z21(s)|| = 11 [Jvza1(s)v]] = 1 (za fiksno s),

Sto je za e < % u kontradikciji s (3.22). Dakle, ¢ ¢ E(A). Time smo u potpunosti
dokazali tvrdnju za slucaj kada je J esencijalan u A.

<e zasvese W, (3.21)

Slucaj 2. Ideal J je nije esencijalan u A.

Neka je B := A/J*, ¢ : A — B kvocijentni x-epimorfizam o K := ¢(J). Prema
lemi 3.2.1 K je n-homogeni ideal od B koji je esencijalan. Prema dokazanom, postoji
b € M(K) takav da za pripadno obostrano mnozenje vrijedi ¢(B) C K'i¢ € ICB(A)\

E(A). Definirajmo ¢g : A — A kao kompoziciju

¢ = (qls) " 0dog.

Tada je ¢o(A) C J. Kako bi pokazali da ¢, ¢uva ideale od A, izaberimo aproksima-
tivnu jedinicu (ex) za J, te element a € M (J) za kojeg vrijedi ¢(a) = b, gdje smo s
¢ oznagcili prosirenje M(J) — M(K) od izomorfizma ¢|; : J — K. Tadazaz € A
Imamo

do(z) = h]gn@k%(ff)@k =li]£ﬂ€k(Q|J)_1(bQ($)b)€k
= lim(ql,) " (a(ex)bg(x)bg(ex)) = lim(ql,) " q(erazacy)

= lién(eka)x(aek).

Odavde slijedi da se ¢g(x) nalazi u idealu generiranom s z, bududi da je exa € J C A.

Ostaje nam jo$ dokazati da ¢y &€ E(A). Pretpostavimo suprotno. Tada za svako
e > 0 postoji T € E(A) takav da vrijedi ||¢— T'|| < e. Neka je T" elementarni operator
na B kojeg inducira T, tako da vrijedi T o ¢ = g o T. Tada za svako z € Ball(A)
imamo ||¢po(x) — Tz|| < e, odakle slijedi

I(é 0 g)(2) = (T0 g)(2)l| = lla(¢o(x) — T2)|| <.

Buduéi da je ¢ kvocijentno preslikavanje, imamo ¢(Ball(A)) = ¢(Ball(B)). Stoga je

¢ — T < e, §to je u kontradikciji s ¢injenicom da ¢ & E(B). O
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Ukoliko sada saberemo sve rezultate ovog poglavlja, dobivamo sljedeci teorem:

Teorem 3.3.2 (Magajna) Neka je A separabilna C*-algebra. Tada vrijedi ICB(A) C

E(A) ako i samo ako je A kona¢na direktna suma homogenih C*-algebri konaénog
tipa. Stovise, u tom slucaju vrijedi

IB(A) = E(A) =Im 6,4 = ICB(A).
Dokaz. Ako vrijedi ICB(A) C E(A) tada je prema teoremu 3.1.6 A subhomogena.
Nadalje, iz leme 3.3.1 slijedi da je A kona¢na direktna suma homogenih, dok iz
propozicije 3.0.21 slijedi da svaki sumand mora biti konacnog tipa. Obratna tvrdnja
slijedi direktno iz propozicije 3.0.21. O



Poglavlje 4

Problem minimalnosti slike od O 4

Neka je A C*-algebra i neka je ©4 : M(A) ®, M(A) — ICB(A) kanonska kontrak-
cija. U ovoj tocki promatramo sljede¢i problem minimalnosti:

Problem 4.0.3 Karakterizitati sve (separabilne) C*-algebre A koje imaju svojstvo
da je slika od ©4 najmanja moguca, dakle jednaka E(A).

Kao sto smo vidjeli u proslom poglavlju, problem surjektivnosti od © 4 je u potpunosti
rijesen (barem za separabilne A). Zbog toga bismo mogli o¢ekivati da bi sli¢cne metode
onima iz proslog poglavlja mogle i ovdje funkcionirati. Do neke mjere to i jest tako,
no pokazuje se da na rjesenje problema 4.0.3 takoder utjecu i topoloske obstrukcije
na primitivnom spektru od A. Buduéi da primitivni spektar multiplikatorske algebre
M(A) moze biti dosta kompliciraniji od onog od A (vidjeti primjer 2.5.19), morat
¢emo se ogranic¢iti na klasu unitalnih C*-algebri. Nadalje, pokazuje se da je problem
4.0.3 vrlo slican problemu uniformne ograni¢enosti duljina elementarnih operatora na
A. Radi toga uvodimo sljedeéu definiciju:

Definicija 4.0.4 Neka je A C*-algebra. Kazemo da je E(A) konacne duljine ako
postoji d € Z, takav da vrijedi /(T) < d za sve T € E(A). U tom slucaju, za
najmanji takav d kazemo da je duljina od E(A) i pisemo ¢(E(A)) := d. Ako E(A)
nije kona¢ne duljine, stavljamo ¢(E(A)) := oc.

Primijetimo da ¢e E(A) svakako biti kona¢ne duljine ukoliko je M(A) kao modul nad
svojim centrom Z (M (A)) kona¢no generiran. Zbog toga je prirodno pitati se koliko
je taj uvjet blizak uvjetu konacne duljine od E(A). U iduéoj tocki ¢emo pokazati
da je uvjet konacne generiranosti od M(A) nad Z(M(A)) zapravo dosta restriktivan;
zadovoljavaju ga samo konacne direktne sume unitalnih homogenih C*-algebri, dok
postoje mnoge druge C*-algebre A koje nisu tog oblika i za koje je E(A) konacne
duljine.

Nadalje, pokazat ¢emo da ako separabilna A zadovoljava Im©, = E(A) ili
((E(A)) < oo tada je ona nuzno SFT algebra (definicija 1.10.13). Stovise, u tom
slucaju su i kodimenzije 2-primalnih ideala u A uniformno ogranic¢ene s nekom cjelo-
brojnom konstantom. Koriste¢i tu ¢injenicu dajemo primjer separabilne unitalne 2-
SFT algebre za koju vrijedi E(A) G Im© 4 i £(E(A)) = co. Nadalje, ako je primitivni
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spektar (unitalne) SE'T u algebre A Hausdorffov tada dokazujemo da ona zadovoljava,
oba uvjeta Im©,4 = E(A) 1 /(E(A)) < oc.

Potpuna karakterizacija klase separabilnih i unitalnih C*-algebri za koje vrijedi
Im©,4 = E(A) (odnosno ((E(A)) < oo) trenutno nam nije poznata. Takoder nam nije
poznato da li iz Im©,4 = E(A) slijedi ¢/(E(A)) < oo, odnosno, da li iz {(E(A)) < co
slijedi Im©,4 = E(A). Ipak, slutimo da je odgovor na oba pitanja potvrdan (tj. da
su uvjeti Im©,4 = E(A) i ((E(A)) < oo ekvivalentni).

Na kraju ovog uvodnog dijela, istaknimo da su prve dvije tocke ovog poglavlja
preuzete iz rada [36].

4.1 Konacno centralno generirane C*-algebre

Definicija 4.1.1 Za C*-algebru A kazemo da je konacno centralno generirana ako
je A kao Z(M(A))-bimodul konaéno generiran.

Lema 4.1.2 Neka je A C*-algebra, I € Id(A) i b € Ball(/;). Tada za svaki element
a € I za kojeg vrijedi
aa* < b?

postoji ¢ € Ball(]) takav da je a = bc.
Dokaz. Dokaz standardno provodimo u minimalnoj unitizaciji A od A. Zan € N
neka su b, := (b+n"11)"1i ¢, := bya. Tada je

cn €1 i a=((b+n")e,. (4.1)
Kako je

0 < ¢coc = bpaa*b, < bbb, <1,
gdje zadnja nejednakosti slijedi iz ¢injenice da za sve s € sp(b) C [0, 1] vrijedi (s +
n~1) 725t € [0,1]. Slijedi da je
leall <1 (n€N). (4.2)

Takoder, za m,n € N imamo ¢,, — ¢, = (n~! — m™)b,,b,a, pa je

*_

(Cm — cp)(em — cn)* = (n' —m™1)?b,bpaa’b, by,
(™t —m )b, b bbby, = (7 — m )02 b2 b

(nil - m71)217

0

IAIAIA

gdje zadnja nejednakost slijedi iz ¢injenice da je (s +m™1)"2(s +n"1)72s? < 1 za sve
s € sp(b). Odavde vidimo da je ¢, — cu|| < [n™t — m™Y, odakle slijedi da je (c,)
Cauchyjev niz A. Neka je ¢ := lim,, ¢,,. 1z (4.1) i (4.2) slijedi da je

cel, a=be, | <L
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Lema 4.1.3 Pretpostavimo da je A konacno centralno generirana C*-algebra. Tada
je A unitalna.

Dokaz. Neka su ey, ..., e, € A generatori od A kao bimodula nad Z(M(A)). Kako

je A linearna ljuska od Ay, mozemo pretpostaviti da je svaki e; hermitski. Stavimo
1

L m 214 . . .. . .
a:= (Zk:l ek> i primijetimo da je
m
eief:efg g eiza4 zasve 1 <7 <m.
k=1

Prema lemi 4.1.2 postoje elementi by, ..., b, € A takvi da vrijedi
e, =ab;, zasvel <i<m. (4.3)

Neka je x € A. Prema pretpostavci, postoje elementi 21 (z), ..., z,(x) € Z(M(A))
takvi da je x = Y " zi(x)ey. Koristedi (4.3) slijedi da je

m m

x = Z zk(z)ep = sz(x)abk =aq- sz(x)bk. (4.4)

k=1 k=1

Specijalno, za ¢ = aie:= Y, , z(a)by imamo a = ae = e¢*a. Prema (4.4) e*z =z
za sve x € A, odakle slijedi da je e* lijeva jedinice od A. Nakon adjungiranja, za-
kljucujemo i da je e desna jedinica od A. Dakle, A je unitalna s jedinicom e = e¢*. O

Napomena 4.1.4 Neka je A kona¢no centralno generirana C*-algebra s A =
spany 4 {e1, ..., em}, zaneke e; € A (prema lemi 4.1.3, A je unitalna). Tada za svaki

J € 1d(A) imamo A/J = spanga/p {as(er), . as(en)} Gor je as(Z(A)) € Z(ALT)),
pa je specijalno i A/J kona¢no centralno generirana.

Teorem 4.1.5 Neka je A C*-algebra. Sljedeci uvjeti su ekvivalentni:
(i) A je konacno centralno generirana,
(ii) A je konacna direktna suma unitalnih homogenih C*-algebri.

Dokaz. (i) = (i). Tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj kada je A unitalna i
homogena. Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad (kompaktnim Hausdorffovim)
prostorom A := Prim(A) ¢ija su sva vlakna izomorfna s M, (C), takav da je A =
['(E). Prema Serre-Swanovom teoremu (vidjeti [43]), I'(E) je kona¢no generirani
(projektivni) modul nad C(A) = Z(I'(F)).

(i) = (i7). Prema lemi 4.1.3 A je unitalna. Pretpostavimo da je

A =spangg{er,...,en}, zanekee,... e, € A (4.5)
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Tvrdnja 1. A je n-subhomogena, gdje je n < \/m.

Zaista, ako je m : A — B(H,) ireducibilna reprezentacija od A na Hilbertovom
prostoru H,, tada je m(Z(A)) = Cly, pa je m(A) = span{n(e1),...,n(en)}. Kako je
7 ireducibilna, slijedi da je dim7 = dim H, < y/m.

Tvrdnja 2. Ako je J n-homogeni ideal od A, tada je J unitalan. Specijalno,
A= J@ (AlJD).

Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad A := Prim(J) sa vlaknima M,,(C),
takav da je J = I'o(E) (teorem 1.10.6). Primijetimo da je dokaz unitalnosti od
J dovoljno provesti uz pretpostavku da je J esencijalan u A. Zaista, ako J nije
esencijalan, tada A mozemo zamijeniti s B := A/J*, jer je prema napomeni 4.1.4 B
takoder konaé¢no centralno generiran, dok lema 3.2.1 povlaci da je n-homogeni ideal K
od B je esencijalan u B i K = J. Nadalje, primijetimo da je J konac¢nog tipa. Zaista,
kako je J € Idess(A), imamo J C A C M (J). Prema lemi 3.2.2 M(J) = I'y(F). Kako
je E(s) =T(E)(s) zasve s € A, (4.5) povlaci

E(s) = span{ei(s),...,en(s)} zasves e A.

Prema lemi 1.10.10 £ je kona¢nog tipa kao vektorski svezanj, pa teorem 1.10.9 povlaci
da je E konacnog tipa i kao C*-svezanj. Iz teorema 1.10.9 takoder slijedi da E mozemo
progiriti do lokalno trivijalnog C*-sveznja F nad Stone-Cechovom kompaktifikacijom
BA od A ida vrijedi M(J) = I'y(F) = I['(F). Pretpostavimo da J nije unitalan,
odakle slijedi da J # A. Tada A nije kompaktan, pa je SA\ A # (. Kao u dokazu
propozicije 3.2.3, imamo

J={a€T(F): algan =0} (4.6)

Za svaku tocku s € SA oznac¢imo s mw, pripadnu evaluaciju prereza od F' u s, koju
smatramo ireducibilnom reprezentacijom od M (J) = I'(F'). Tada restrikcija m4|4 u
svim tockama s iz SA \ A daje reducibilnu reprezentaciju od A. Neka je r najveca
dimenzija ireducibilne subreprezentacije od 7|4, pri ¢emu s prolazi po skupu SA\ A
i neka je s¢ bilo koja tocka iz SA \ A u kojoj se taj maksimum postize. Primijetimo
da je r > 0. Zaista, bududi da je J # A, postoji ireducibilna reprezentacija ¢ od A
takva da je o(J) = {0}. Tada je o ekvivalentna subreprezentaciji od m4|4 za neko
s € BA. Kako je o(J) = {0}, slijedi da s ¢ A. Prema lokalnoj trivijalnosti sveznja
F, postoji kompaktna okolina K od sy u SA takva da je F'|x = K xM,,(C). Koristeci
fiksni izomorfizam, mi ¢emo identificirati ta dva sveznja nad K. Prema definiciji od
so 1 koristedi slicne argumente kao u prvom dijelu dokaza leme 3.3.1, dolazimo do
kompaktne okoline H od sy za koju je H C K, te za koju je (nakon konjugiranja s
unitarnim elementom iz C'(H, M,,(C)), ukoliko je potrebno) 7|4 oblika

os(a) 0

Ws(a):[ 0 ps(a)] zasvea € Aise H\A, (4.7)
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gdje je 05 : A — M,.(C) ireducibilna i p; : A — M,,_.(C) reprezentacija od A (koja je
nedegenerirana, ali tu ¢injenicu neé¢emo koristiti). Neka je U := H N A i stavimo

Iy :={aeM(J): alg} =0, Ag:=A/(ANly), and Jg:=J/(JNIy).

Kako je H C K, Ay mozemo identificirati s C*-podalgebrom od C(H,M,(C)) =
U(F|g) = M(J)/In (gdje zadnji izomorfizam slijedi iz teorema 1.9.19). Primijetimo
da je prema (4.6) Jg ideal od C(H,M,(C)) (i od Apy) koji se sastoji od svih a €
C(H,M,(C)) za koje je a|m\v = 0. Kako je U gust otvoren podskup od H, Jy je
esencijalan u C'(H, M, (C)). Koristedi sve te identifikacije, iz (4.7) slijedi da je

ainlmo =0 zasve a = (a;;)i<ij<n € An. (4.8)
Stavimo e®) = qaniy(er) (1 < k < m). Prema napomeni 4.1.4, Ay je
takoder konacno centralno generirana, s Ay = spanZ(AH){e(l), ...,e™}. Neka su

(€ij)1<ij<n standardne matricne jedinice od M, (C) smatrane konstantnim funkci-
jama u C(H, M, (C)). Tada za svaku funkciju f € Co(U) = {g € C(H) : g|lmv = 0}
element ay = fey, lezi u Jy C Ay, pa postoje centralni elementi z, € Z(Ap)
(1 < k < m) takvi da je af = Y -, zee® . Kako je Jy C Ap esencijalan u
C(H,M,(C)), imamo

Z(Ax) € Z(C(H,M,(C))) = {gL, : g € C(H)}.

Stoga, ako je zi, = grl, (g € C(H), 1 < k < m), slijedi da je f = Z’ngke(k)

1n:

Prema (4.8), imamo e\") € Cy(U) za sve 1 < k < m. Kako je f € Cy(U) bila

1,n
proizvoljna, slijedi da je

Co(U) = spanC(H){eS,)L, e eﬁ)} = spanC(BU){ef%, . ,e%)}.
Prema lemi 4.1.3 Cy(U) je unitalna, pa je U kompaktan; dakle jednak H, Sto je
kontradikcija s so € H \ U.
Tvrdnja 3. A je kona¢na direktna suma unitalnih homogenih C*-algebri.
Tvrdnja slijedi direktno iz tvrdnje 2, napomene 4.1.4 i induktivnog argumenta. O

4.2 Redukcija na SFT algebre

U ovoj tocki promatramo svojstva Im©,4 = E(A) i /(E(A)) < oo. Ukoliko sepa-
rabilna A zadovoljava jedno od ta dva svojstva, dokazat ¢emo da je ona nuzno SFT
algebra. Kako bi najprije dali redukciju na subhomogeni slucaj, sljedeca lema ¢e nam
biti od velike koristi:

Lema 4.2.1 Neka je A C*-algebra. Neka su (ay), (bx), (ex) nizovi u M(A) takvi
da je e, € M(A), za sve k € N i takvi da redovi Y oo aral, Y oy bibr, te > oo €2
konvergiraju u normi. Definirajmo tenzore ¢t,u € M(A) @, M(A) st:=> e Qe
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Pu:i=) 7", a,® by, Ako je ©4(t) = ©4(u) tada je
Span{qp(ex) : k € N} Cspan{qp(by) : k € N} zasve P € Prim(M(A)).

Dokaz. Prema napomeni 2.4.7 jednakost ©4(t) = ©4(u) (operatora na A) povlaci
jednakost © 4 (t) = © 4+« (u) (operatora na A™), pa stoga i jednakost

Onra)(t) = Oax=(t)|ara)y = Oas=(w)|rr(a) = Onr(ay(u).

Dakle, mozemo pretpostaviti da je A unitalna. Neka je P € Prim(A). Kao $to smo
istaknuli u napomeni 2.4.7, za svako J € Id(A) sljededi dijagram

Ao, A 245 ICB(A)

978495 l Qy l

AT @n AJJ 2225 1CB(A)J)

komutira, gdje @) oznacava inducirano preslikavanje ICB(A) — ICB(A/J) (napom-
ena 2.4.2). Neka je P € Prim(A). Tada jednakost operatora © 4(t) = ©4(u) povlaci
jednakost operatora

O.4/p((gr @ qp)(t)) = Oa/p((gp @ qp)(w))-

Kako je A/P primitivna, prema teoremu 2.4.8 © 4/p je injekcija, pa zadnja jednakost
povlaci jednakost

(gp ® qp)(t) = (ar ® qr)(u)
tenzora u A/P ®, A/P. Radi jednostavnosti oznaka, stavimo A := A/P, & = qp(x)
(xeA),iv:=(¢gp®@qp)(v) (veE A®y, A). Takoder stavimo
V :=5pan{éy, : ke N} and W :=5pan{b,: ke N}

Kako bi dokazali da je V' C W, dovoljno je dokazati da se svaki ograniceni linearni
funkcional na A koji se ponistava na W ujedno ponistava i na V. Dakle, neka je
¢ € A* takav da je ¢l = 0 1 neka je * € A* dan s ¢(i) = p(i*). Kako su svi
ograniceni linearni funkcionalni potpuno ogranic¢eni (propozicija 2.1.5), inducirani
funkcional

PR AR, A= C, (pe¢)([E®Y) = p@)e(y"), z,y€ A

je ogranicen, pa iz jednakosti

Zék@)ék:i:u:de@bk
k=1 k=1
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slijedi
D lelen)l’ = (e @ )(E) = (e @ ")(@) = Y _ wlap)p(bs) =0,
k=1 k=1
bududi da je |y = 0. Slijedi da je p(éx) =0 zasve k € N, pajei |y =0. O

Teorem 4.2.2 Neka je A C*-algebra. Pretpostavimo da A zadovoljava jedan od
sljedeca dva uvjeta

(i) E(A) je konacne duljine;
(ii) In©4 = E(A).
Tada je A subhomogena.

Dokaz. Buduéi da A zadovoljava (i) ili (ii) ako i samo ako redom M (A) zadovoljava
(i) ili (ii), mozemo pretpostaviti da je A unitalna. Pretpostavimo da je sup{dim A/ P :
P € Prim(A)} = oo, i neka je (P,) niz u Prim(A) takav da je dim A/P, > n za sve
n € N (ako je neki primitivni kvocijent A/P kona¢no dimenzionalan, mozemo staviti
P, := P zasve n € N). Za svaki n € N neka je ¢, := ¢p, i neka su ey, (1 <k <n)
hermitski elementi norme 1 u Ay takvi da je skup {gn(€1,),-..,qn(€nn)} linearno
nezavisan u A/P,. Stavimo

n oo 1 n
by = Zek,n@)ekm (neN) and t:= Zﬁzek,n@)@k,n-
k=1 =1 k=1

Ako je T, := ©4(t,) € E(A) (n € N) 1 T := O4(t), tvrdimo da je ¢(T,,) = n za sve
n € NidaT ¢ E(A). Pretpostavimo da za neko n € N imamo 7T, = O4(u), gdje je
U= Zgzl ap, @b, € A® Asd<n. Prema lemi 4.2.1, imamo

span{qn(€1,n); - - qn(€nn)} € span{gn(b1),. .., qn(ba)},

Sto je nemoguce, jer je skup {g,(e1n),- -, qn(€nn)} linearno nezavisan. Sliéno, pret-
postavimo da je T € E(A) s T = O 4(u) za neki tenzor u = S0_ a, @ b, € A® A.
Ako je r > d, tada lema 4.2.1 povlaci da je

V :=span{q,(exn) : n,k € N} Cspan{q(b1),...,q-(ba)};

Sto je kontradikcija s ¢injenicom dim V' > r > d. O

Sada ¢emo poblize promotriti Sto se dogada u homogenom slucaju. Kako bismo izb-
jegli dodatne tehnicke komplikacije, ogranicit ¢emo se na o-unitalne algebre. Iskazimo
osnovni rezultat:

Teorem 4.2.3 Neka je A o-unitalna n-homogena C*-algebra. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:
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(i) A je konac¢nog tipa;
(ii) E(A) je konacne duljine;
(i) Im©4 = E(A).

Tezi dio teorema 4.2.3 je dokaz implikacije (ii) = (i). Osnovna ideja za dokaz te
implikacije je da pokazemo da sup{¢(T) : T € E(A)} bitno ovisi o tipu (vektorskog)
sveznja E (koji dolazi iz izomorfizma A = I'y(E)), gdje je tip od E konstanta koju
definiramo na sljede¢i nacin:

Definicija 4.2.4 Neka je F vektorski svezanj nad baznim prostorom A. Ako je F
konacnog tipa, tada najmanji broj m € N za kojeg postoji konacan otvoreni pokrivac
{Ui}1<i<m od A takav da je svaki restrikcijski svezanj F|y, trivijalan zovemo tip od
E i oznacavamo ga s type(F). Ako E nije konacnog tipa, stavljamo type(F) := occ.

Lema 4.2.5 Neka su m,n € N, te neka su Si,...,S,, neki skupovi takvi da je
|Si| =niS; #S5;zasvel <i,j5<m,i#j. Tadaje

|Slu---usm\zﬂc/%.
(&

Dokaz. Stavimo S := Sy U---US,, i k := |S|. Prema pretpostavci leme S sadrzi
m razli¢itih podskupova kardinaliteta n, pa je m < (i) Kako je (Z) < (%)n (vid-
jeti [22]), imamo k > 2 /m. O

Lema 4.2.6 Neka je E vektorski svezanj konstantnog ranga n nad lokalno kompak-
tnim Hausdorffovim prostorom A. Pretpostavimo da je S podskup od I',(E) takav
da je

span{a(s) : a € S} = E(s), forall s € A. (4.9)

Tada je

n
S| = P type(E).

Dokaz. Ako E nije konacnog tipa, tvrdnja slijedi direktno iz leme 1.10.10. Pret-
postavimo da je m := type(F) < oo. Ocito je |S| > n, pa ako je m = 1 tvrdnja je
trivijalna. Pretpostavimo da je m > 1 i neka je s; € A proizvoljna tocka. Prema
(4.9) postoji podskup S; C S takav da je |Si| = n ispan{a(s1) : a € §;} = E(s1).
Prema neprekidnosti prereza iz S, skup

Upy:={seA: span{a(s) : a € S} = E(s)}

je otvorena okolina tocke s;. Primijetimo da A \ U; # (. Zaista, ako je
S1 = {aj,,...,a,;,}, tada je preslikavanje ¢ : Uy x C* — E definirano formulom
G108, Ay An) = D i Niay,(s) lokalna trivijalizacija od E (to jest, ¢; je izomor-
fizam vektorskih sveznjeva U; x C" i E|y, ). Dakle, ako bi imali U; = A tada bi slijedilo
da je E trivijalan, odnosno m = 1. Izaberimo proizvoljnu tocku sy € A\ U;. Prema
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(4.9) postoji podskup Sy C S takav da je |So| = n i span{a(ss) : a € So} = E(s2).
Neka je
Uy:={s € A: span{a(s) : a € S} = E(s)}.

Ponovno, U, je otovorena okolina oko s,. Buduéi da sy &€ Uy, S; # Sz. Ako je m > 2,
koristec¢i indukciju, nasli bismo niz Sy, ..., S, od m razlicitih podskupova od S, tako
da vrijedi |S;| = n za sve 1 <i < m. Lema 4.2.5 povlaci da je

\5|z\51u--.usm\zgc/ﬁ

Lema 4.2.7 Neka je E lokalno trivijalni vektorski svezanj konstantnog ranga nad
lokalno kompaktnim o-kompaktnim Hausdorffovim prostorom A. Sljedece tvrdnje
su ekvivalentne:

(i) type(E) < oo;
(ii) sup{type(E|k): K C A, K kompaktan} < co.

Dokaz. (i) = (ii). Ovaj smjer je trivijalan.

(ii) = (i). Pretpostavimo da je type(E) = oo. Prema [57] postoji prebrojiv
otvoreni pokrivaé (U;) od A takav da je svaki U; kompaktan i U; NU; = 0, za sve |i —
j| > 1. Prema kompaktnosti od Uj i lokalnoj trivijalnosti od £, svi restrikcijski sveznji
E|y, su konacnog tipa. Pretpostavimo da postoji N € N takav da je type(Elg) < N
za sve 1 € N. Stavimo

Vii= Iil Usi1, and V5= EI Us;,
i=1

=1

where | | oznacava disjunktnu uniju. Kako je type(El|y;,) < type(Elg) < N za
sve © € N, te kako su svi skupovi koji nastupaju u odgovarajucoj uniji medusobno
disjunktni, imamo type(E|y,) < N i type(El|y,) < N. Kako je Vi UV, = A slijedi

type(E) < type(Elv,) + type(Ey,) < 2N;
sto je u kontradikeiji s type(E) = oo. O

Dokaz teorema 4.2.3. Kako je A o-unitalna, primijetimo da je Prim(A) o-
kompaktan. Zaista, neka je g € A striktno pozitivni element. Tada je ocito
lg + P|| > 0 za sve P € Prim(A), pa je

o0

Prim(A) = U {P € Prim(A) : |lg+ P| > %},

k=1

a svaki skup koji nastupa u gornjoj uniji je kompaktan (propozicija 1.4.16).
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Neka je F lokalno trivijalni C*-svezanj nad (lokalno kompaktnim o-kompaktnim
Hausdorffovim) prostorom A := Prim(A) ¢ija su vlakna izomorfna s M, (C), takav
daje A=Ty(E).

(i) = (ii). Prema propoziciji 3.2.3 M (A) je takoder n-homogena, pa teorem 4.1.5
povlaci da je M(A) konacno centralno generirana. Pretpostavimo da je M(A) =
spanyyrapfers - em}, gdje su e, ... e, € M(A). Neka je T € E(A) s T' = O4(t),
za neki tenzor t = Y0 a, @ by € M(A) ® M(A). Tada je ap = .0, zsei i
b = > 00wy e; za neke zg;, wy,; € Z(M(A)), pa imamo

T = i@"‘«i z;m-ei) ® (iwk,iei» = i i 2k,iW, ;O a€; ® €5)
k=1 i=1 i=1

k=1 4,j=1

= @A<iui,jei®ej) :@A<Z< 3 ui,jei) ®€j>7
1

4,j=1 j=1 =

gdje je u;; == ZZ:1 2 W j. Dakle, ((T) < m.
(i) = (iii). Prema propoziciji 3.0.21 imamo E(A) = IB(A), pa je specijalno i
(i) = (i). Pretpostavimo da E nije konacnog tipa. Prema teoremu 1.10.9 E
takoder nije konacnog tipa kao vektorski svezanj. Za m € N neka je d,,, := L”; n/m).
Prema lemi 4.2.7 postoji kompaktan podskup K, C A takav da je type(E|g,,) > m.
Stavimo

I ={a €To(F): a|k, =0} and A, :=A/J,.

Koristedi teorem 1.9.19, mozemo napraviti identifikaciju A4,, = I'(E|k,,). Kako je K,
kompaktan, prema lemi 1.10.10 postoji konac¢an broj hermitskih prereza e, ..., e, €
['(E|g,,)n za koje vrijedi

span{ei(s),...,e., (s): s € A} = E(s), zasve s € K,,.

Ako su t == S e ®@ e i Ty = Oa, (1), tada iz leme 4.2.1 slijedi da ako je
T = @Am(Zizl ar ® by) neka druga reprezentacija od T}, tada takoder imamo

span{bi(s),...,ba(s): s € A} = E(s), zasves € K,,.

Koristedi lemu 4.2.6, dobivamo ¢(7,,,) > d,,. Napokon, ako je T, € E(A) bilo koji lift
od T, (tj., ako je Ty, € E(A) takav da je T, = Q. (Tn), gdje je Q,, preslikavanje iz
napomene 2.4.2), tada je ocito ¢(T,,) > f(Tm) > d,,. Bududi da je lim,, o d,,, = 0,
slijedi da E(A) nije konacne duljine.

(iii) = (i). Pretpostavimo da E nije kona¢nog tipa. Kako je A o-kompaktan,
postoji niz (ex) hermitskih prereza u A = T'y(E) takav da je

span{ex(s) : k € N} = E(s), zasve s € A. (4.10)

Stavimo ¢ 1= Y17, ek @ ey € A®p, A. Pretpostavimo da je T := O4(t) € E(A) i
neka je u = Zizl ar @b, € M(A)® M(A) tenzor za kojeg je T'= O 4(u). Prema lemi
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3.2.2 imamo M (A) = I',(£). Bududi da prema teoremu 1.10.9 F nije konacnog tipa
niti kao vektorski svezanj , lema 1.10.10 povlaci da postoji tocka sy € A takva da je

span{by(so), ..., ba(s0)} & E(s0). (4.11)

No lema 4.2.1 povlaci da je

span{e(so) : k € N} C span{bi(sg),-..,ba(s0)};

sto je u kontradikeiji s (4.10) i (4.11). O

Napomena 4.2.8 Neka je A o-unitalna C*-algebra i neka je J € Id(A). Prema neko-
mutativnom Tietzeovom teoremu (teorem 1.1.48) prosirenje ¢ : M(A) — M(A/J)
od qy je takoder surjektivno. Tada je i inducirana kontrakcija q? ® q§ : M(A) ®,
M(A) — M(A/J) @, M(A/J) takoder surjektivna (Stovise, qg ® qg je potpuno kvo-
cijentni operator), pa je Q;(E(A)) = E(A/J) i Q;(ImO,) = Im©O,,; (gdje je @,
operator iz napomene 2.4.2). Dakle, ako je Im©4 = E(A) tada je Im©,4,;, = E(A/J),
te ako je E(A) konacne duljine, takva je i E(A/J).

Korolar 4.2.9 Neka je A separabilna C*-algebra. Pretpostavimo da A zadovoljava
jedan od sljede¢ih uvjeta:

(i) E(A) je konacne duljine;
(ii) In©4 = E(A).
Tada je A SF'T algebra.

Dokaz. Prema teoremu 4.2.2 A je subhomogena. Neka je
0=JyCLhC---CJ=A

standardni kompozicijski niz za A (1.37). Trebamo pokazati da je svaki homogeni
kvocijent J;/J;_1 konaénig tipa. Koriste¢i indukciju, napomenu 4.2.8 i teorem 4.2.3
tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj kada je p = 2. Neka je J := J;. Ponovno,
napomena 4.2.8 i teorem 4.2.3 povlace da je A/J kona¢nog tipa. Kako bi dokazali
da je J takoder konacnog tipa, mozemo pretpostaviti da je J esencijalan u A. Za-
ista, ako J nije esencijalan, tada mozemo A zamijeniti s B := A/J*, jer je prema
lemi 3.2.1 n-homogeni ideal K od B esencijalan u B i K = J. Pretpostavimo da .J
nije kona¢nog tipa. Prema dokazu teorema 4.2.3, postoji niz tenzora (t,,) u J ® J i
tenzor t € J ®j, J takvi da je lim,, £(T),) = oo i T & E(J); gdje su T}, := O ;(tm) i
T := ©,(t). Stavimo T, := O4(t,,) i T := O 4(t). Kako je J esencijalan u A, imamo
M(A) C M(J), paje lim,, £(Ty,) > lim,, £(T},) = 00 i T & E(A). m

Kako bi dali primjere SFT algebri koje nisu direktne sume homogenih i koje zado-
voljavaju uvjete (i) i (ii) iz korolara 4.2.9, najprije ¢emo trebati par pomoénih rezul-
tata koji ¢e nam omoguditi dosta brzu provjeru za (i) i (ii).
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Definicija 4.2.10 Neka je B C*-algebrai A C M(B) C*-podalgebra od M (B). Tada
sliku Im ©p|se4 restrikcije kontrakcije ©p : M (B) ®, M(B) — ICB(B) na A® A
oznacavamo s E4(B) (gdje, kao i prije, pretpostavljamo da je A® A C A®, A C
M (B) ®, M(B), koristedi injektinost Haagerupovog tenzorskog produkta). Za svaki
operator iz E4(B) kazemo da je elementarni operator na B s koeficijentima u A.
Takoder ¢emo s E(B; A) oznacavati skup svih 7" € E(B) za koje vrijedi T'(B) C A.

Lema 4.2.11 Neka je B be unitalna n-homogena C*-algebra i neka je J € 1d(B).
Tada E;(B) kona¢ne duljine i vrijedi E;(B) = E(B;J). Specijalno, E;(B) je (cb-
)zatvoren potprostor od E(B).

Dokaz. Neka je E lokalno trivijalni C*-svezanj nad prostorom A := Prim(B) (koji je
kompaktan jer je B unitalna) ¢ija su sva vlakna izomorfna s M,,(C), takav da je B =
['(E). Prema kompaktosti od A i lokalnoj trivijalnosti od £, postoji konacan otvoreni
pokrivat {U; }1<j<m od A takav da je svaki By trivijalan. Koriste¢i konatnu particiju
jedinice podredenu pokriva¢u {U;}1<;j<m dokaz mozemo reducirati na situaciju kada
je m =1, tj. kada je E trivijalan. Tada je B = C(A,M,(C)). Kako je J € Id(B),
postoji zatvoren podskup C' od A takav da je

J={a€B: a|lc =0}

Neka su (e; j)1<i j<n standardne matricne jedinice za M,,(C), koje poistovje¢ujemo sa
pripadnim konstantnim funkcijama u B = C(A, M, (C)). Neka je T' € E(B; J). Tada
T mozemo napisati u obliku

T= > fiinaOn(ei; @ epy), (4.12)

1,3,p,9=1

za neke funkcije f;;,, € C(A) = Z(B). Neka su 1 < r,s < n fiksirani brojevi. Kako
je T(B) C J, imamo

n n
T(ers) = Z fijp.aCij€rs€pq = Z firsq€iq € J.

i’j7p7q:1 Z,q=1
Dakle, f;,sqlc =0 zasvei,g=1,...,n. Kako sur,s bili proizvoljni, imamo
fijpalc =0 zasvel <4i,j,p q<n.

Primijetimo da svaku funkciju f € C(A) sa svojstvom f|c = 0 mozemo faktorizirati
u obliku f = gh, gdje su g,h € C(A) takve da je glc = 01 hl|c = 0 (na primjer,
stavimo ¢ := /| f| 1 h := f/\/W) Ako tu faktorizaciju ptimijenimo na sve funkcije
fi.jpq> dobivamo

Jiipa = 9igpa  Mijpas
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pa iz (4.12) slijedi da je

T= Z fijpa®Blei; ® €pq) = Z O5(9ijp.qCi5 @ Nijpapa)-

1,7,0,q=1 %,J,p,q=1

Dakle, T € E;(B). O

Napomena 4.2.12 Pretpostavimo da je
0—X—Y-5272-—50

egzaktan niz normiranih prostora, gdje je ¢ ogranicena linearna surjekcija. Ako je
q takoder otvoreno preslikavanje, primijetimo da je ¥ Banachov prostor ako i samo
ako su X i Z Banachovi prostori. Takoder primijetimo da ako su YCYiZCZ (ne
nuzno zatvoreni) potprostori takvi da je q(Y) = 7 i koji se uklapaju u egzaktni niz

0—X Y-S 7 o,

gdje je ¢ := qly (pa onda i Y = ¢ Y(2) = ¢'(£)), tada je ¢ otvoreno preslikavanje,
¢im je q otvoreno.

Lema 4.2.13 Neka je A unitalna n-subhomogena C*-algebra sa n-homogenim ide-
alom J koji je konacnog tipa. Pretpostavimo da je B unitalna n-homogena C*-algebra
koja sadrzi A i u kojoj je J esencijalni ideal. Tada je E(A) (cb-)zatvoren potprostor
od ICB(A) ako i samo ako je E4,;(B/J) (cb-)zatvoren potprostor od ICB(B/J).

Dokaz. Najprije primijetimo da je J takoder esencijalan u A. Takoder primijetimo da
takva C*-algebra B sigurno postoji, jer je prema propoziciji 3.2.3 M (J) n-homogena
i AC M(J) (bududi da je J esencijalan u A). Prema teoremu Kaplanskog o gusto¢i
(teorem 1.3.6) restrikcijsko preslikavanje T' — T'|4 je izometricki izomorfizam sa
EA(B) na E(A). Dakle, E(A) mozemo identificirati s E4(B). Neka je Q restrikcija
inducirane kontrakcije @), : ICB(B) — ICB(B/J) (napomena 2.4.2) na E(B). Ocito
je Q;(E(B)) = E(B/J) ijezgraod Q je toéno skup E(B; J), koji se prema lemi 4.2.11
podudara sa skupom E;(B). Kako su B i B/J unitalne homogene C*-algebre, prema
propoziciji 3.0.21 imamo ICB(B) = E(B) i ICB(B/J) = E(B/J). Specijalno, E(B) i
E(B/J) su Banachovi prostori, pa je prema teoremu o otvorenom preslikavanju @ ;
otvoreno preslikavanje. Kako je Q(E4(B)) = Ea,;(B/J), primijetimo da egzaktni
niz
0 — E;(B) — E(B) 24 E(B/J) — 0

Banachovih prostora inducira egzaktan niz normiranih prostora
0 — By(B) — EA(B) % Eay(B/J) — 0,

(zdje Qs oznacava restrikciju od Q. na skup E4(B)), jer je ker Q; = ker Q; = E;(B).
Prema napomeni 4.2.12, @) je takoder otvoreno preslikavanje, a kako je E;(B) Ba-
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nachov prostor (lema 4.2.11), slijedi da je E4(B) Banachov prostor ako i samo ako
je Eay;(B/J) Banachov prostor. O

Propozicija 4.2.14 Neka je A unitalna n-SF'T algebra sa n-homogenim esencijalnim
idealom J. Ako je A/J konacno dimenzionalna, tada je E(A) konacne duljine i E(A)
je (cb-)zatvoren potprostor od ICB(A). Specijalno, Im© 4 = E(A).

Dokaz. Prema propoziciji 3.2.3 B := M(J) je homogena C*-algebra. Kako bi
dokazali da je E(A) zatvoren, prema lemi 4.2.13 dovoljno je dokazati da je E4,;(B/J)
zatvoren potprostor od ICB(B/J). Kako je dim(A/J) < oo, to jeidimEy,;(B/J) <
00, pa je ocito Ea/;(B/J) zatvoren (jer je svaki konacno dimenzionalni potpros-
tor normiranog prostora zatvoren). Dokazimo i da je E(A) konacne duljine. Neka
je T € E(A) = Ea(B). Koristeéi iste oznake kao u dokazu leme 4.2.13 imamo
Qs(T) € Eays(B/J). Kako je d := dim(A/J) < oo, postoji S € E4(B) takav da je
(4(S) <diV :=T—S5 € kerQ; = E;(B). Prema lemi 4.2.11, E;(B) je konacne
duljine, pa postoji d’ € N takav da je £;,(V') < d', zasve V' € E;(B). Kako je J C A,
imamo V € E(A). Iz T'= S + V, slijedi

CA(T) S LA(S) +La(V) < La(S)+£,(V) < d+d

Primjer 4.2.15 Jednostavni primjer 2-SF'T algebre A koja zadovoljava uvjete
prethodne propozicije i koja nije konacna direktna homogenih je C*-algebra iz prim-
jera 1.8.8. Ovdje je za ambijentalnu 2-homogenu C*-algebru B prirodno uzeti C*-
algebru C'([0, 1], M5(C)).

4.3 Druga redukcija. PFT i GFT algebre.

U ovoj tocki ¢emo pokazati da je klasa separabilnih i unitalnih C*-algebri A za koje
vrijedi Im© 4 = E(A) ili /(E(A)) < oo striktno manja od klase unitalnih separabilnih
SE'T algebri. Najprije ¢emo dati alternativni opis klase separabilnih SFT algebri, koji
direktno prosiruje opis klase o-unitalnih homogenih C*-algebri iz korolara 1.10.11.

Propozicija 4.3.1 Neka je A separabilna subhomogena C* algebra. Tada je ekviva-
lentno

(i) A je SFT algebra;

(ii) Postoji prirodni broj m € N (koji ovisi samo o A) i elementi ey,...,e, € A
takvi da vrijedi

span{e; + P, ... e, + P} = A/P, zasve P € Prim(A) (4.13)
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Dokaz. (i) = (ii). Pretpostavimo da je A n-SFT algebra. Koriste¢i indukciju po
duljini m kompozicijskog niza za A, tvrdnju je dovoljno dokazati (ii) za slucaj kada
je m = 2. U tom slucaju, neka je J n-homogeni ideal od A. Prema pretpostavci, J i
A/J su homogene konacénog tipa, pa prema korolaru 1.10.11 postoje ay,...,a, € J i
b,...,bs € A takvi da vrijedi

span{a; + Q,...,a, + Q} = A/Q za sve Q € Prim(J),

span{(by +J) + Q, ..., (bs + J) + Q} = (A/J)/Q za sve Q € Prim(A/.J).

Sada je lako provjeriti da vrijedi
span{a; + P,...,a, + P,by + P,...,bs+ P} = A/P zasve P € Prim(A).

Zaista, neka je P € Prim(A). Ako je J C P, tada je P/J € Prim(A/J), a kako je
A/P = (A)J)/(P]J), slijedi da je span{b; + P,...,bs + P} = A/P. Ako J ¢ P
tada je P N J € Prim(J). Kako je A liminalna C*-algebra, primitivni ideali od A
su ujedno i maksimalni, pa je A/P = (J + P)/P = J/(P N J), odakle slijedi da je
span{a; + P,...,a, + P} = A/P.

(ii) = (i) Pretpostavimo da vrijedi (ii). Tada je o¢ito A (recimo n-)subhomogena
C*-algebra i neka je J njen n-homogeni ideal. Koriste¢i indukciju po duljini kompozi-
cijskog niza od A, dovoljno je dokazati da je J konacnog tipa i da za A/J takoder
vrijedi (ii). Kako je A separabilna, takav je i centar Z(.J) ideala J, pa postoji striktno
pozitivni z € Z(J). Tada su o¢ito ze; € J (1 <i < m) i imamo

span{ze, + P,...,ze,, + P} = A/P zasve P € Prim(/J).

Prema korolaru 1.10.11, J je konac¢nog tipa. Dokaz da za A/J takoder vrijedi (ii) je
trivijalan i slijedi iz izomorfizma (A/J)/(P/J) = A/P, kao u (i) = (ii). O

Sada ¢emo pokazati da za unitalnu C*-algebru A iz uvjeta da je E(A) konacne
duljine slijedi i da je supremum svih kodimenzija 2-primalnih ideala u A konacan,
te da za separabilnu A iz uvjeta In©, = E(A) slijedi da skup Prim(A) u (4.13)
mozemo zamijeniti s ve¢im skupom Primaly(A) 2-primalnih ideala u A. Za dokaz te

¢injenice koristit ¢emo sljede¢u lemu ¢iji je dokaz vrlo slican dokazu teorema 4.2.2 i
dokazu implikacije (iii) = (i) teorema 4.2.3.

Napomena 4.3.2 Zam € Ns A % A oznacavamo skup svih tenzora u A ® A ranga
manjeg ili jednakog m.

Lema 4.3.3 Neka je A C*-algebra i F C Id(A) neka neprazna familija ideala u A.
Stavimo

AF):=({JenA+A@yJ: JeF}eld(Aw, A). (4.14)

(i) Ako za neko m € N vrijedi

A®A+AF)=A® A+ AF),
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tada je
sup{dim(A/J): J € F} < .

(ii) Ako je A separabilna i ako vrijedi
(Ap A) +A(F) = A A+ A(F),
tada postoji m € N i elementi a4, ...,a,, € A takvi da vrijedi
span{ay + J,...,am +J} = A/J, zasve J e F (4.15)
Specijalno, sup{dim(A/J): J € F} < o0.

Dokaz. (i). Pretpostavimo da postoji J € Id(A) takav da je n := dim A/J > m i
neka su e, (1 < k < n) bilo koji elementi u A za koje je skup {qs(e1),...,qs(en)}
linearno nezavisan u A/J. Stavimo

ti=:§£:6k§§€k€EAﬂ®44.
k=1

Prema pretpostavci, postoji tenzor u € A ® A s reprezentacijom u = ZZ:1 ar & by,
gdje je d < m takav da je t —u € A(F). Kako je

AF)CJTJe,A+A®, J =ker(q; ®qy),

slijedi jednakost tenzora

sH

> aslen) @asler) = Y aslar) ® qs(be)

k=1 k=1

u (A/J)®p (A/J), sto je nemoguce, buduéi da je lijevi tenzor ranga n, a desni tenzor
ranga manjeg ili jednakog d < m < n.

(ii). Neka je (ex) prebrojiv gust podskup u A takav da je ||ex]| = 1 za sve k € N.
Definirajamo tenzor t € A ®, A s

ti=) 2%, ®e; € A®), A

k=1
Prema pretpostavici, postoje ay, . .., am, bi,..., by, € Atakvidazau:=3 " ap®by
vrijedi t — u € A(F). Pretpostavimo da (4.15) ne vrijedi. Tada postoji J € 1d(A)
takav da je

span{ai + J,...,am +J} G A/J. (4.16)

Neka je q; : A — A/J kvocijentni *-epimorfizam. Radi jednostavnosti oznaka
stavimo A := A/J i 4 :=q;(x) (x € A). Kako je

t—ueAF)CJ,+A®,J=ker(q; ®qy),
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imamo jednakost tenzora

Z 27 e @ ¢ = (a7 @ q)(t) = (a7 @ qs)( Z ay, @ by, (4.17)

k=1

u A®, A. Stavimo V = span{dy,...,an}. Nekaje ¢ € A*. proizvoljni ograniceni
linearni funkcional na A koji se ponistava na V' i neka je p* € A* dan s ¢(&) := p(i*).
Kako su svi ograniceni linearni funkcionalni potpuno ograniceni, inducirani funkcional

PR T ARLAC, (9@ ") (E®Y) = p(@)ey*), (zv,y€ A)

je ogranicen, pa iz (4.17) slijedi

Ms

S 2 k(@) = (p @ 97) (1) = (p @ 9)( (@) pb7) = 0,

k=1

jer je ¢(ax) = 0 za sve 1 < k < m. Zato je p(éx) = 0 za sve k € N, a kako je
{éx : k € N} gust u A (jer je {ex, : k € N} gust u A), slijedi ¢ = 0. Buduéi da
je ¢ iz anihilatora od V bio proizvoljan, slijedi V' = A, sto je u kontradikciji s (4.16). O

Definicija 4.3.4 Za unitalnu C*-algebru A kazemo da je

(i) PFT algebra ako postoji m € N te elementi e, ..., e, € A takvi da vrijedi

span{e; + R, ...,e;, + R} = A/R, za sve R € Primaly(A);

(ii) GFT algebra ako postoji m € N te elementi ey, ..., e, € A takvi da vrijedi

span{e; + G, ... e, + G} = A/G, zasve G € Glimm(A);

Napomena 4.3.5 Kako svaki 2-primalni ideal sadrzi jedinstven Glimmov ideal
(propozicija 1.6.7), ocito je svaka GFT algebra A ujedno i PFT algebra. Ako je
A separabilna PFT algebra, iz Prim(A) C Primaly(A) i propozicije 4.3.1 slijedi da je
ona i SFT algebra.

Korolar 4.3.6 Neka je A separabilna unitalna C*-algebra.
(i) Ako je Im©,4 = E(A) tada je A PFT algebra.
(ii) Ako je E(A) konacne duljine tada je A SFT algebra i

sup{dim(A/R) : R € Primaly(A)} < oo. (4.18)
Dokaz. (i). Koristedi iste oznake kao u lemi 4.3.3, iz korolara 2.5.8 slijedi

ker©, = ﬂ{R @A+ A®, R: R € Primaly(A)} = A(Primaly(A)).
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Tada je uvjet In©4 = E(A) ekvivalentan uvjetu
(A®, A)/A(Primaly(A)) = A® A + A(Primaly(A)).

Iz leme 4.3.3 slijedi da je A PFT algebra.
(ii). Iz korolara 4.2.9 slijedi da je A SFT algebra. Nadalje, uvjet da je E(A)
konac¢ne duljine je ekvivalentan uvjetu egzistencije prirodnog broja k£ € N za kojeg je

A® A+ A(Primaly(A)) = A & A+ A(Primaly(A)).

Prema lemi 4.3.3, supremum (4.18) je konacan. O

Napomena 4.3.7 Ako je A unitalna C*-algebra, tada iz leme 2.5.7 slijedi da za ideal
J € 1d(A) vrijedi
ker©y CJ @, A+ AR J

ako i samo ako je J 2-primalan. Dakle, maskimalna familija ideala F C Id(A) za koju
vrijedi A(F) = ker ©4 je upravo familija F = Primals(A), odakle slijedi da tvrdnju
korolara 4.3.6 ne mozemo dodatno pojacati (barem ne u takvom obliku).

Problem 4.3.8 Sada se prirodno postavlja pitanje da li je nuzno svaka unitalna sep-
arabilna C*-algebra A za koju je E(A) konacne duljine nuzno PFT algebra? Stovise,
da li je svaka (unitalna separabilna) SF'T algebra A za koju vrijedi (4.18) nuzno PFT
algebra? Odgovori na ta pitanja su nam trenutno nepoznati. Takoder nam je nepoz-
nato da li je uvjet da je A PFT algebra ujedno i dovoljan da bi vrijedilo Im© 4 = E(A)
i ((E(A)) < oo.

Sada napokon dajemo primjer (unitalne i separabilne) SFT algebre za koju je
E(A) S Im©, i za koju E(A) nije konacne duljine.

Primjer 4.3.9 Neka je (z1)ren strogo rastuéi konvergentni niz u R s limesom zg i
neka je

o0
|_| Tog—1, Tox) U {zo},

opskrbljen sa relativnom topologijom od R (tako da je A kompaktan potprostor od
R). Za svako k € N neka je Ny := {1,...,k} i stavimo m(k) := (’;) Neka je nadalje
¢r neka bijekcija sa N, ) na skup svih dvoclanih podskupova od Ny; radi odredenosti
stavimo ¢x(j) = {P1x(J), P2x(7)}, gdje je d1x(j) < Par(j) (za sve 1 < j < m(k)) te
neka su Sig, ..., Smp)k (razlicite) tocke iz segmenta Ay := [wop_1, o). Neka je A
C*-podalgebra od B := C'(A,M3(C)) koja se sastoji od svih funkcija a € B za koje
postoje kompleksni brojevi {\ix(a)} (k € N,;1 <7 < k)i A(a) takvi da je

) — )‘¢1k(i)(a) 0 . . .
a(sik) = 0 Aosein(a) | zasve k e Ni1 <i<m(k)i



Poglavlje 4. Problem minimalnosti slike od © 4 136

oo =[5 sl ]

Tada je A (separabilna i unitalna) SFT algebra koja nije PFT algebra. Specijalno,
E(A) S Im©, i E(A) nije konacne duljine.

Dokaz. 2-homogeni ideal J od A je oblika

J={aeA: a(s) =0, zasve s € A\ U} = Cy(U, My(C)),

gdje je

U:=A\{six:keN,1<i<m(k)}U{xo}).
Kako je A/J komutativna, A je SET algebra. Bududi da je U gust u A, centar Z(A)
od A sastoji se od svih elemenata a € A za koje je a(s) multipl jedinice (pa stoga
Air(@) ne ovisi 7). Ako sa A oznacimo kvocijentni prostor dobiven iz A identifikacijom
tocaka s, (1 < i < m(k)), slijedi da je A kompaktan Hausdorffov prostor i da je
Z(A) kanonski izomorfan algebri C'(A) svih neprekidnih kompleksnih funkcija na A.
Tada oéito prostor Glimm(A) mozemo identificirati sa A. Specijalno, svaki ideal Gy,
od A oblika G}, := [, ;<) ker A je Glimmov ideal od A i imamo

Glimm(A) = {kermy: s € U} U{Gy: k€ N} U {ker A},

gdjesuredom A\, : A > C(keN, 1<i<k),Ax:A—->Cinmg:A— MyC)
(s € U) ireducibilne reprezentacije od A definirane s Ay : @ — A\ig(a), A : a — A(a) i
s : a — a(s). Nadalje, odavde se lako vidi da je (skupovno)

Prim(A) = {kerms : s € U} U{ker \ix : k€ N, 1 <i <m(k)} U {ker \}.

Tvrdimo da je svaki Glimmov ideal GG}, 2-primalan. Neka je k € N proizvoljan. Do-
voljno je dokazati da za proizvoljne P,Q € Prim(A/Gy) postoji mreza u Prim(A)
koja istovremeno konvergira prema P i (). Zaista, kako su svi primitivni ideali od
A/G) oblika ker A, (1 < i < k), postoje 1 < p,q < k takvi da je P = ker Ay, i
Q) = ker Ay, te neka je 1 < i < m(k) takav da je ¢(i) = {p,q}. Uzmimo proizvoljnu
mrezu (Sq) u [zp—1, 2] \ {six : 1 < i < m(k)} koja konvergira prema s;,. Tada
nije tesko vidjeti da je (ker g, ) mreza u Prim(A) koja istovremeno konvergira prema
ker \,, = P iker \jy = Q. Dakle, G, € Primaly(A), a kako je dim A/Gj, = k za sve
k € N, slijedi da A nije PFT algebra. Iz korolara 4.3.6 slijedi da E(A) S ImO, ida
E(A) nije kona¢ne duljine. Stovise, koristeéi rezultate iz [13] i [10] moze se dokazati
da ni slika Im © 4 nije (cb-)zatvorena. O

Kao §to smo ve¢ napomenuli, ako je A GFT algebra, ona je svakako PFT alge-
bra. Ukoliko je svaki Glimmov ideal u A 2-primalan tada se ta dva pojma naravno
podudaraju. Sljedeéi primjer pokazuje da postoje PFT algebre koje nisu GFT.

Primjer 4.3.10 Neka je A kompaktan Hausdorffov prostor koji sadrzi zatvoren pod-
skup I’ C A beskonacnog kardinaliteta takav da je U := A\ F' gust u A. Oznacimo
sa U kvocijentni prostor od A dobiven identifikacijom svih tocaka iz F'. Neka je
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B :=C(A,My(C)) i A C*-podalgebra od B definirana s

A = {a = |: d11 2 :| € B . CL171|F = )\(CL), (1,172|F = (1271|F = 0, )\(a) € (C} .
A21 (22

Tada nije tesko vidjeti da je A PFT algebra koja nije GFT.

U teoremu 4.1.5 smo dali potpunu karakterizaciju C*-algebri koje su konacno gener-
irane kao moduli nad centrom multiplikatorske algebre; to su tocno konacne direktne
sume unitalnih homogenih C*-algebri. Uvjet da je unitalna C*-algebra A GFT alge-
bra je na neki nacin blizak konacnoj centralnoj generiranosti. Naime, imamo:

Propozicija 4.3.11 Neka je A unitalna C*-algebra. Tada su sljedece tvrdnje ekvi-
valentne:

(i) A je GFT algebra;
(ii) Postoji konacno generirani Z(A)-podmodul od A koji je gust u A.

Dokaz. (i) = (ii). Neka su eq,...,e, € A kao u definiciji 4.3.4. Tvrdimo da je
M := spany g {ei,...,en} gust u A. Neka je ¢ > 0 i G € Glimm(A). Prema
pretpostavci postoje A\ (G), ..., An(G) € C takvi da je

a+G= Z/\ )(e: + G).

Kako je funkcija G + ||a + G|| odozgo poluneprekidna, postoji otvorena okolina U
oko G u Glimm(A) takva da vrijedi

' (a — i /\z(G>€Z> + H

Buduéi da je Glimm(A) kompaktan (A je unitalna) Hausdorffov prostor, postoji
otvoreni pokriva¢ {U,}1<j<x od Glimm(A) i skalari A} (1 <i<m, 1 <j <k) takvi

da vrijedi
H (a - Z)\jez> +G

Neka je sada {2, }1<;<k particija jedinice od Glimm(A) podredena pokrivacu {U; }1<;<.
Stavimo

<e, zasve Hel.

<eg, zasve G eU,.

kK m

Qe = ZZA{zjei e M.

j=1 i=1

Tada je za svako G € Glimm(A)

|(a —a.) + G| = <e.

Z 2+ G) <a—§:)\fei> +G

=1
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Kako je ({G : G € Glimm(A)} = {0}, slijedi
la — a.|| = sup{||(a — a.) + G| : G € Glimm(A)} < e.

(ii) = (i). Pretpostavimo da je A = Spanys{ei,...,em}. Zaa € Aie > 0
postoje z; € Z(A) (1 <i <m) takvidaje |la—) 1", zie;|| <e. Nekaje Uy: Z(A) —
C(Glimm(A)) Dauns-Hofmannov izomorfizam. Tada za svako G € Glimm(A) imamo

o ) o

m

(a+G) =D Wa(z)(G)(e; +G)

=1

< €.

=1

Dakle, a + G se moze proizvoljno dobro aproksimirati elementima vektorskog pros-

tora span{e; + G, ..., e, + G}. Kako je svaki kona¢no dimenzionalan vektorski pot-
prostor Banachovog prostora Banachov, te kako je a € A bio prozivoljan, slijedi
A/G =span{e; + G, ... e, + G} O

4.4 (C*-algebre konac¢nog centralnog tenzorskog ranga

Neka je A unitalna C*-algebra i A ®y) A centralni Haagerupov tenzorski produkt
od A. Kako bi osigurali da vrijedi Imn©, = E(A) te da je E(A) kona¢ne duljine,
dovoljno je zahtjevati da je za neko m € N kanonsko preslikavanje

AB®A— Az A (4.19)

surjektivno, gdje smo s A %l) A oznacili sve tenzore iz (algebarskog) tenzorskog pro-
dukta A ® A ranga ne veéeg od m (notacija 4.3.2).

Definicija 4.4.1 Neka je A unitalna C*-algebra. Kazemo da je A konacnog cen-
tralnog tenzorskog ranga (FCTR algebra') ako postoji m € N takav da je kanonsko
preslikavanje (4.19) surjektivno. U tom sluc¢aju, za najmanji takav m kazemo da je
centralni tenzorski rang od A i piSemo rangy,(A) := m. Ukoliko A nije konacnog
centralnog tenzorskog ranga, stavljamo rangy, ,(A) := oo.

Propozicija 4.4.2 Neka je A unitalna separabilna C*-algebra. Ako je A FCTR
algebra tada je ona i GFT algebra. Specijalno, A sadrzi gust kona¢no generirani
centralni podmodul.

Dokaz. Uvjet da je m :=rangy,(A) < oo je ekvivalentan uvjetu da je

A%A‘i‘JA:A@Z,hA:(A@hA)/JA;

Hinite central tensor rank
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gdje je Ja kao u definiciji 2.5.1. Iz teorema 2.5.3 slijedi da je
Ja=({GerA+A®,G: G e Glimm(A)} = A(Glimm(A)).

Iz leme 4.3.3 slijedi da je A GF'T algebra. Druga tvrdnja slijedi iz propozicije 4.3.11. O

Problem 4.4.3 Vrijedi li i obrat prethodne propozicije, tj. da li je svaka unitalna
separabilna GFT algebra ujedno i FCTR algebra? Odgovor na to pitanje nam je
trenutacno nepoznat, iako znamo da je odgovor pozitivan u sluc¢aju da je Prim(A)
Hausdorffov (teorem 4.4.11).

Uvjet da je unitalna C*-algebra A FCTR algebra nije nuzan da bi vrijedilo Im© 4 =
E(A), te da je E(A) konacne duljine.

Primjer 4.4.4 Neka je A C*-algebra iz primjera 4.3.10. Tada je E(A) (cb-)zatvoren
(pa je specijalno Im©4 = E(A)) i E(A) je kona¢ne duljine, ali A nije FCTR algebra.

Lema 4.4.5 Neka je A C*-algebra. Pretpostavimo da postoji m € N takav za svaku
stupéanu matricu y := [y;]” € Co(A) postoji stupcana matrica x := [z;]” € C,,(A)
i matrica centralnih elemenata Z := [2; ;] € My .m(Z(A)) takva da vrijedi Zx =y.
Ako je A unitalna tada je A FCTR algebra.

Dokaz. Neka je t € A ®, A. Prema teoremu 2.2.15, postoje a := [a;] € Roo(4) i
b := [);]” € C(A) takve da je t = a ® b. Prema pretpostavci, postoje matrice
x = [1;]7 € Cop(A) 1 Z = [2j] € Moom(Z(A)) takve da vrijedi Zx = b. Za 1 <
J < m neka je z; j-ti stupac od Z. Tada je z; € C(Z(A)), pared Y o0 ;2 ; = az;
konvergira u normi od A i ozna¢imo mu sumu s d; (1 < j < m). Ako sa t; ozna¢imo
slikuodtu A®zy A, tadau A ®z, A imamo

k k m
ty; = ]}LHO{D 21: a; @z b; = klgilo (Z a; @z (Z; Zz’,j%))
i= j=

=1

m k m k

= lim E E 20; Dz T | = E lim E 2 0; | Qz T;

k—o0 k—o0

j=1 i=1 j=1 i=1
m

= Zd] ®Z J]j.
j=1

Dakle rang,,(A4) < m. O

Uvedimo sljede¢u privremenu definiciju:

Definicija 4.4.6 Za C* algebru A kazemo da ima svojstvo (Q) ako ona zadovoljava
uvjet leme 4.4.5.
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Napomena 4.4.7 Ocito je svaka C*-algebra za koju vrijedi (Q) kvazicentralna.
Nadalje, ako je A kvazicentralna C*-algebra, tada nije tesko provjeriti da je za
svako m € N My ,,(A) nedegenerirani Banachov Z(A)-bimodul, uz o¢ito djelovanje
z-[a; ] = [zai ;] (= € Z(A), [aij] € Moom(A)). Specijalno, prema Hewitt-Cohenovom
teoremu faktorizacije, svaka matrica a € M ,,,(A) se moze prikazati u oblikua = z-b
za neko z € Z(A) 1 b € My .m(A).

Lema 4.4.8 Neka je A C*-algebra sa svojstvom (Q). Tada i svaki kvazicentralni ideal
J od A ima svojstvo (Q).

Dokaz. Neka je a € C(J). Prema napomeni 4.4.7 postoje z € Z(J) i b € Cyo(J)
takvi da je a = z - b. Kako A ima svojstvo (Q), postoji m € N (koji ovisi samo o
A), matrice Z € Mo m(Z(A)) i x € C,,,(A) takve da je Zx = b. Izaberimo bilo koju
faktorizaciju z = z129, gdje su z1, 20 € Z(J). Kako je Z(J) ideal u Z(A), imamo

a=z-b=2z(Zx)=(21-Z)(2 - x),

pri cemu je 21-Z € Moo i (Z(J)) 1 29-x € Cp,(J). Dakle, J takoder ima svojstvo (Q). O

Propozicija 4.4.9 Neka je A n-homogena C*-algebra konacnog tipa. Tada A zado-
voljava svojstvo (Q).

Dokaz. Prema propoziciji 3.2.3 M(A) je homogena C*-algebra (konacnog tipa).
Prema korolaru 1.10.7 A je centralna (dakle i kvazicentralna). Iz leme 4.4.8 slijedi da
je dokaz dovoljno provesti uz pretpostavku da je A unitalna. Neka je E lokalno trivi-
jalni C*-svezanj nad A := Prim(A) ¢ija su sva vlakna izomorfna s M,,(C) takav da je
A =T(FE) i izaberimo kona¢an pokriva¢ {U; }1<j<m od A takav da je svaki restrikci-
jski svezanj E |U7 trivijalan. Nadalje, koriste¢i kona¢nu particiju jedinice podredenu
pokrivacu {U;}1<j<m, tvrdnju je dovoljno dokazati za situaciju kada je £ sam trivi-
jalan. Tada je A = C(A,M,,(C)) i neka su (e; ;) standardne matri¢ne jedinice M,,(C)
smatrane konstantnim funkcijama u C(A,M,(C)). Neka je [ax]” € C(A). Tada
je ap = ZZ]‘:1 frijei; za neke funkcije f;;p € C(A) = Z(A). Kako bi dokazali da
za A vrijedi (Q), dovoljno je provjeriti da redovi funkeija >3 | | fx.;]* konvergiraju
uniformno na A za sve 1 <1i,j < n. Zaista, kako je

n n
arax =Y > fepifupicis,

i,j=1 p=1

te kako red Y - ajay konvergira u normi od A ako i samo mu sve matri¢ne vrijed-
. . . « . . . o0 n 2 . .
nosti konvergiraju uniformno na A, slijedi da redovi » ;7| >° 7, [fk;|° konvergiraju
. . . 2 n 2 .. .. .
uniformno na A, za sve 1 < j < n. Kako je |fii;* < > ) [frp |, slijedi i da redovi

> rey | fr,ij|* konvergiraju uniformno na A. O
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Lema 4.4.10 Neka su A i B C*-algebre i ¢ : A — B x-epimorfizam. Tada je za
svako m € N inducirano preslikavanje

Gooym MOO,m(A) - MOO,m(B)7 Qboo,m([ai,jb = [¢<ai7j)]
surjektivno.

Dokaz. Tvrdnju je dovoljno dokazati za m = 1. Tada C,(A) i Cs(B) mozemo
poistovijetiti sa standardnim Hilbertovim C*-modulima H4 i Hp (vidjeti [72]). Tada

je 0Cito ¢uo 1= ¢oo1 ¢-morfizam izmedu H, i Hp (notacija je preuzeta iz [15], pa
iz [15] slijedi da je slika od ¢, zatvorena. Kako je ona ocito gusta u Hp, slijedi da je
oo surjektivno. O

Teorem 4.4.11 Neka je A unitalna SFT algebra sa Hausdorffovim primitivnim spek-
trom. Tada je A FCTR algebra. Specijalno, Im©,4 = E(A), te E(A) je (cb-)zatvoren
i konacne duljine.

Dokaz. Pretpostavimo da je A n-subhomogena i neka je J n-homogeni ideal od A.
Koristeci indukciju po duljini kompozicijskog niza za A, tvrdnju je dovoljno dokazati
uz pretpostavku da je i A/J homogena. Neka je ¢; : A — A/J kvocijentni operator.
Uzmimo a € Cy(A). Tada je o¢ito a = (¢s)w1(a) € Cx(A/J), a kako je A/J
(unitalna) homogena, prema propoziciji 4.4.9 ona zadovoljava svojstvo (Q). Dakle,
postoji m € N koji ovisi samo o A/.J i matrice Z; € Muom(Z(A/J)), X1 € Cp(A/J)
takve da je Z1%; = a. Kako je A centralna, Prim(A) Hausdorffov (napomena 1.7.10),
pa prema korolaru 1.8.2 ¢, slika surjektivno Z(A) na Z(A/J). Prema lemi 4.4.10
matrice Z; i %; redom mozemo podiéi do matrica Z; € Maom(Z(A)) i x; € Cpp(A)
za koje vrijedi

b:=a—7Z;x; € C,(J). (4.20)

Sli¢no, kako je J homogena C*-algebra konacnog tipa, prema propoziciji 4.4.9, postoji
k € N koji ovisi samo o J te matrice Zo € My 1 (Z(J)), x2 € Ci(J) takve da je
Zyxy = b. Kako je Z(J) C Z(A), imamo

7 =7,D7Zs5c Moo,m—i—k(Z(A)) 1 X =X1PXy € Cm+k<A),

a iz (4.20) slijedi da je a = Zx. Iz leme 4.4.5 slijedi da je A FCTR algebra i da je
rangy ,(A) < m + k. Specijalno, In©,4 = E(A) i E(A) je konacne duljine. Nadalje,
kako je Prim(A) Hausdorffov, prema teoremu 2.5.13 operator ©% : Az, A — ICB(A)
je izometrija, pa je E(A) = Im©,4 = Im ©% (cb-)zatvoren potpostor od ICB(A). O



Poglavlje 5

Derivacije koje su unutarnje kao
potpuno ograniceni operatori

Jednu od najbitnijih klasa operatora na C*-algebrama c¢ine automorfizimi i
derivacije. U fizikalnim terminima, hermitski dio C*-algebre predstavlja skup observ-
abli kvantnog sistema, automorfizmi odgovaraju simetrijama, dok jednoparametarske
grupe automorfizama opisuju reverzibilnu vremensku evoluciju sistema (u Heisenber-
govoj slici). Njihovi infinitezimalni generatori su derivacije, koje takoder igraju bitnu
ulogu u strukturnoj teoriji C*-algebri.

Formalno, definicija je sljedeca:

Definicija 5.0.12 Neka je A C*-algebra. Derivacija na A je linearni operator ¢ :
A — A koji zadovoljava Leibnizovo pravilo

dzy) =0(x)y + x0(y) (x,y € A). (5.1)

Skup svih derivacija na A oznacavamo s Der(A). Svaki element a € M(A) inducira
derivaciju ¢, na A danu s

do() == ax —xa (x € A). (5.2)

Za derivaciju 0 € Der(A) kazemo da je unutarnja u M(A) ako postojia € M(A) takav
da je 6 = d,. Ukoliko je § = 9, za neko a € A tada samo kazemo da je § unutarnja.
Sa Inn(A) i Innpa)(A) redom oznacavamo skup svih unutarnjih derivacija na A,
odnosno skup svih derivacija na A koje su unutarnje u M(A).

Klasi¢an problem u teoriji derivacija je karakterizirati sve C*-algebre A koje dopustaju
samo unutranje derivacije (u M (A), ukoliko A nije unitalna). Poznato je da u tu klasu
spadaju sve proste C*-algebre (teorem 5.1.4), sve von Neumannove algebre (teorem
5.1.5), te oplenitije, sve AW*-algebre (teorem 5.1.6), pri cemu za C*-algebru A kazemo
da je AW*-algebra ako je lijevi anihilator svakog desnog ideala u A obilka Ap za neki
projektor p € A.

Nadalje, ukoliko se ograni¢imo na klasu separabilnih C*-algebri, tada je karakter-
izacija takvih C*-algebri u potpunosti poznata: Separabilna C*-algebra A dopusta

142
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samo unutarnje derivacije ako i samo ako je A direktna suma C*-algebre s neprekid-
nim tragom (za definiciju vidjeti [58]) i C*-algebre s diskretnim primitivnim spektrom
(teorem 5.1.7). S druge strane, neseparabilni sluc¢aj je dosta kompliciraniji i sli¢na
karakterizacija nije poznata. Npr. jos uvijek nije poznato da li svaki kvocijent von
Neumannove algebre dopusta samo unutarnje derivacije.

Buduéi da je svaka derivacija na A operator iz ICB(A) (propozicija 5.1.9) prirodno
je pitati se koliko skup Der(A)NIm © 4 moze biti velik, gdje je ©4 : M(A)@, M(A) —
ICB(A) kanonska kontrakcija. Buduéi da odgovor na to pitanje bitno ovisi o strukturi
ideala od M(A) (a kao $to smo vidjeli, struktura idela od M(A) moze biti dosta
kompliciranija od one od A), mi ¢emo se ograniciti na proucavanje derivacija iz slike
Im 64 restrikcije 4 : A®p A — ICB(A) od ©4 na A®;, A. Kako bi osigurali da Im 64
sadrzi sve unutarnje derivacije, ogranicit ¢emo se na klasu kvazicentralnih C*-algebri.

Propozicija 5.0.13 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Tada je Inn(A) C Tm 6,4

Dokaz. Zaista, za a € A neka su z € Z(A) i b € A takvi da je a = zb (propozicija
1.7.2). Tada je §, = 04(2 ® b —a ® b). 0

U [35] smo promatrali sljede¢i problem:
Problem 5.0.14 Karakterizirati sve kvazicentralne C*-algebre A sa svojstvom da je
Der(A) NIm#4 = Inn(A), (5.3)

koji je upravo i glavna tema ovog poglavlja. Osnovni rezultat vezan uz taj problem
je teorem 5.2.3, koji kaze da ako su svi Glimmovi ideali kvazicentralne C*-algebre A
prim, tada A zadovoljava (5.3). Takoder nam je poznato da taj uvjet nije nuzan da bi
vrijedila jednakost (5.3). Nadalje, u tocki 5.3 dajemo primjer unitalne i separabilne
C*-algebre koja dopusta vanjsku elementarnu derivaciju, pri ¢emu za derivaciju 0 na
A kazemo da je elementarna ako je 6 implementirana s elementarnim operatorom na

A, tj. ako je 6 € E(A).

5.1 Pregled nekih rezultata o derivacijama

U ovoj tocki ¢emo dati pregled nekih rezultata o derivacijama na C*-algebrama
koje ¢emo koristiti u idu¢im tockama.

Propozicija 5.1.1 Neka je A C*-algebra. Tada je Der(A) u normi zatvoren pot-
prostor od IB(A). Specijalno, svaka derivacija na A je ograni¢en operator koji ¢uva

ideale od A.

O
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Napomena 5.1.2 Kao i za svaki operator iz IB(A), za derivaciju § € Der(A) i ideal
J € Id(A) s §; oznacavamo induciranu derivaciju na A/J, koja je dana s

djx+J)=6(x)+J (ze€A).

Propozicija 5.1.3 Neka je A C*-algebra i 6 € Der(A). Tada je ultraslabo
neprekidno prosirenje 6** : A*™ — A" od ¢ na omotacku von Neumannovu al-
gebru A* od A derivacija na A** koja je invarijantna s obzirom na M (A) (tj.
6**(M(A)) C M(A)). Nadalje, 0 := 6|4y od & na M(A) je jedinstveno prosirenje
od § do derivacije na M(A). Specijalno, imamo

l¥[1 = ll8]l = l|81]-

O
Kao sto smo ve¢ istaknuli, osnovni problem u teoriji derivacija je problem karakteri-
zacije C*-algebri koje dopusStaju samo unutarnje derivacije. Sljedeca Cetiri rezultata
su od fundamentalne vaznosti:

Teorem 5.1.4 (Sakai, [60] i [61]) Svaka derivacija proste C*-algebre A je un-
utarnja u M(A).

O

Teorem 5.1.5 (Kadison, [39] i Sakai, [59]) Svaka derivacija na von Neuman-
novoj algebri je unutarnja.

O

Teorem 5.1.6 (Olesen, [53]) Svaka derivacija na AW*-algebri je unutarnja.

Teorem 5.1.7 (Akemann-Pedersen, [3] i Elliott, [29]) Neka je A separabilna
C*-algebra. Sljedece tvrnjde su medusobno ekvivalentne:

(i) Svaka derivacija na A je unutarnja u M(A);

(il) A = B @ C, gdje je B C*-algebra s neprekidnim tragom i C' C*-algebra s
diskretnim primitivnim spektrom.

Stovise, ako je A unitalna, tada je (i) ekvivalnetno s:
(iii) A je konacna direktna suma C*-podalgebri koje su homogene ili proste;

(iv) Skup Der(A) je separabilan u operatorskoj normi.



145 5.1 Pregled nekih rezultata o derivacijama

O
Neka je A C*-algebra. Tada je ocito
10all = [1da—zll < 2[la = z[|  (a € M(A),z € Z(M(A))),
odakle slijedi
10al < 2d(a, Z(M(A))) = 2inf{[la — 2[| : 2z € Z(M(A))}. (5.4)

Ukoliko je A primitivna C*-algebra, tada je i M (A) primitivna, pa je Z(M(A)) = C1.
U tom slucaju u (5.4) vrijedi jednakost:

Teorem 5.1.8 (Stampfli) Neka je A primitivna C*-algebra. Za svako a € A vrijedi
104]| = 2d(a,C1) = 2inf{[la — A1|| : A € C}. (5.5)

O
Koriste¢i Stampflijevu formulu (5.5), propozicije 5.1.3 i 5.1.1, te Kadison-Sakaijev
teorem (teorem 5.1.5) sada mozemo dokazati sljedeéu tvrdnju:

Propozicija 5.1.9 Neka je A C*-algebra. Tada je Der(A) C ICB(A) i vrijedi
I0llce = [|6]] za sve & € Der(A).

Dokaz. Neka je 6 € Der(A). Prema propoziciji 5.1.1 § € IB(A). Kako bi dokazali
da je 0 potpuno ogranicen operator, najprije pretpostavimo da je A primitivna i
da je 6 = d, za neko a € M(A). Tada je i M, (A) primitivna za svako n € N i
M(M,(A)) = M,(M(A)). Ako s a™ oznacimo dijagonalnu matricu u M, (M (A))
¢ije su sve vrijednosti na dijagonali jednake a, tada za amplifikaciju (J4), : M, (A) —
M,,(A) vrijedi

(a)n([ss]) = @[z ] = [zi5]a™  ([2:;] € Mo (A)).
Dakle, (04)n = 4, pa je prema Stampflijevoj formuli 5.5
1(Ba)nll = [|0ae || = 2d(a"™, C1,,) = 2d(a,C1) = |4

Specijalno, d, je potpuno ogranicen operator i ||04||cs = [|da]l-

Sada pretpostavimo da je A opéenita C*-algebra i 6 = §, za neko a € M(A). Kako
je (0a)n = 0qm € IB(M,(A)), te kako su svi primitivni ideali od M,,(A) oblika M, (P)
(P € Prim(A)), iz (2.11) i prvog dijela dokaza slijedi

1(6a)nll = sup{[|((da)n)m.(p)ll : P € Prim(A)}
sup{||(da)p|| : P € Prim(A)}
[[0al|-
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Dakle, ||5a||cb = ||6||

Napokon, pretpostavimo da je § € Der(A) opéenita derivacija i §** : A™ — A**
njeno ultraslabo neprekidno prosirenje na A**. Prema propoziciji 5.1.3 6™ je
derivacija na A* i ||6™*|| = ||d]|. Prema Kadison-Sakaijevom teoremu (teorem 5.1.5),
d** je unutarnja derivacija, pa je prema drugom dijelu dokaza [|(6**),|| = [|0**|| = ||4]|
za sve n € N. Kako je M, (A)* = M, (A*), (6,)** mozemo poistovijetiti s (0**),,
odakle slijedi da je

19nll = 11(0n) ™1l = [[(6*")nll = ll6]]-

Dakle, 6 € ICB(A) i ||0]|le = [|6]]. O
Pretpostavimo da je A unitalna C*-algebra. Iz [50] slijedi da je
la®1—1®all, =2d(a,Cl) (a€ A).

Nadalje, koristeéi [67] dobivamo da u A ®z, A vrijedi

la®1—1®alzn = 2d(a, Z(A)). (5.6)
Specijalno, ako je svaki Glimmov ideal u A primalan, vrijedi

18all = ldalles = [©F(a @1 = 1@ a)lle = la ©1 =1 allzn = 2d(a, Z(A)).

Stovise, Somerset je u [67] dokazao sljedeéu tvrdnju:
Teorem 5.1.10 Neka je A unitalna C*-algebra. Tada vrijedi

|04]| = 2d(a, Z(A)) zasvea€ A

ako i samo ako je svaki Glimmov ideal u A 3-primalan.

Definirajmo preslikavanje
A M(A) = Innpay(A), A:a— .

Tada je jezgra od A jednaka Z(M(A)). Neka je qz : M(A) — M(A)/Z(M(A))
kvocijentni operator i Ay : M(A)/Z(M(A)) — Inn(A) inducirani operator (za kojeg
dijagram

M(A)

M(A)/Z(M(A)) —Z+ Tnnyya)(A)

komutira). Tada je Az ograni¢ena bijekcija, pa je prema teoremu o otvorenom pres-
likavanju Innpzay(A) (cb-)zatvoren potprostor od Der(A) ako i samo ako je Ay reg-
ularan operator. Time smo dokazali sljede¢u propoziciju:
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Propozicija 5.1.11 Neka je A C*-algebra. Tada je Innjs4)(A) (cb-)zatvoren pot-
postor od Der(A) ako i samo ako postoji konstanta K > 0 takva da je

d(a, Z(M(A))) < K||6.]| zasve a € M(A). (5.7)
O

Neka je A unitalna C*-algebra. Posmatrajuéi problem zatvorenosti skupa unutarn-
jih derivacija na A, Archbold je u [6] definirao konstante K(A), Ks(A) € [0, o0]:

K(A) :=inf{C >0: d(a,Z(A)) < C||d.]| za sve a € A}, (5.8)
K (A) :=inf{C >0: d(a,Z(A)) < C||d.]| za sve a € Ap}. (5.9)

Napomena 5.1.12 Lako se provjeri da vrijedi K,(A) < K(A) < 2K,(A). Takoder,
K(A) = K;(A) = 0 ako i samo ako je A komutativna. Ako A nije komutativna tada iz
5.4 slijedi da je K(A), K (A) > 1. 1z teorema 5.1.10 slijedi da je K(A) = K,(A) = 1
ako i samo ako je svaki Glimmov ideal u A 3-primalan. Nadalje, iz propozicije
5.1.11 slijedi da je Inn(A) (cb-)zatvoren potprostor od Der(A) ako i samo ako je

K(A), K,(A) < oc.

Nadalje, Somerset je u [66] primijetio da zatvorenost od Inn(A) ovisi o jednoj
strukturi grafa na Prim(A) koja je definirana na sljedeé¢i nacin:

Definicija 5.1.13 Za primitivne ideale P,Q € Prim(A) kazemo da su susjedni (i
pisemo P ~ Q) ako se P i () ne mogu separirati disjunktnim otvorenim okolinama u
Prim(A). Put duljine n od P do @ je niz primitivnih ideala P = Py, Py,..., P, = Q
takav da je P,y ~ P; za sve 1 <1i <n. Udaljenost d(P,Q) od P do () definirana je
na sljedeci nacin

- Ako je P = @, stavljamo d(P,Q) = d(P, P) := 1.

- Ako P # @ i ako postoji put od P @, tada je d(P,Q) najmanjoj duljini puta
od P do Q.

- Ako ne postoji put od P do @, stavljamo d(P, Q) := oo.
Definiramo konstantu Orc(A) s
Orc(A) :=sup{d(P,Q) : P,Q € Prim(A) takvi da je d(P, Q) < oo}.

Napomena 5.1.14 Primijetimo da je Orc(A) = 1 ako i samo ako je svaki Glimmov
ideal u A 2-primalan.

Dok konstanta K(A) moze posti¢i razne vrijednosti iz [0, 00|, pokazuje se da je
2K (A) € Z; U{oo}. Stovise, Somerset je u [66] dokazao sljedeéi rezultat:
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Teorem 5.1.15 (Somerset) Neka je A unitalna nekomutativna C*-algebra. Tada
vrijedi

Ky(A) = %Orc(A).

Korolar 5.1.16 Neka je A unitalna C*-algebra. Tada je Inn(A) (cb-)zatvoren pot-
prostor od Der(A) ako i samo ako je Orc(A) < oo.

Dokaz. Zaista, prema napomeni 5.1.12 Inn(A) je (cb-)zatvoren potprostor od Der(A)
ako 1 samo ako je K (A) < oo. Ako je A komutativna, K (A) = 0, a ako A nije ko-

mutativna, onda je K,(A) = $O0rc(A) (teorem 5.1.15). O

5.2 Derivacije na C*-algebrama u kojima je svaki
Glimmov ideal prim

U ovoj tocki promatramo sljedec¢i problem:

Problem 5.2.1 Karakterizirati sve unitalne (odnosno kvazicentralne) C*-algebre A
sa svojstvom da se jedino unutarnje derivacije nalaze u Im 64, odnosno za koje vrijedi

Der(A)NImé#, = Inn(A). (5.10)

Napomena 5.2.2 Takoder mozemo promatrati i dualan problem, tj. problem karak-
terizacije C*-algebri A sa svojstvom da se svaka derivacija na A nalazi u Im64. Primi-
jetimo da u unitalnom i separabilnom slucaju opis takvih A direktno slijedi iz teorema
5.1.7. Naime, u tom slucaju je Der(A) C Im 4 separabilan.

Glavni rezultat ove tocke je sljedeci teorem:

Teorem 5.2.3 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Ako je svaki Glimmov ideal od
A prim, tada A zadovoljava (5.10).

Prije nego li damo dokaz teorema 5.2.3, istaknimo neke klase C*-algebri kod kojih
je svaki Glimmov ideal prim.

Korolar 5.2.4 Neka je A kvazicentralna C*-algebra. Pretpostavimo da je za A is-
punjena jedna od sljedeéih pretpostavki:

(i) A je prim C*-algebra;
(ii) A ima Hausdorffov primitivni spektar;
(iii) A je kvocijent AW*-algebre.

Tada je svaki Glimmov ideal u A prim. Specijalno, A zadovoljava (5.10).
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Dokaz. Ako je A prim tada je Glimm(A) = {0}, a ako je Prim(A) Hausdorffov tada
je svaki Glimmov ideal u A primitivan, dakle prim. Ako je pak A kvocijent AW*-
algebre, tada je prema [67] svaki Glimmov ideal u A prim. Druga tvrdnja slijedi
direktno iz teorema 5.2.3. O

Za dokaz teorema 5.2.3 trebat ¢emo par pomoc¢nih tvrdnji.

Lema 5.2.5 Neka je A prim C*-algebra.
(i) Ako je A unitalna, tada vrijedi (5.10).
(ii) Ako A nije unitalna, tada je Der(A) NIm 6@, = {0}.

Dokaz. Neka je t € A®), A takav da je 04(t) = O4(t) = 0 (kao i uvjek, pretpostavl-
jamo da je A®, A C M(A)®, M(A), koriste¢i injektivnost Haagerupovog tenzorskog
produkta). Prema teoremu 2.2.15 postoji reprezentacija

t:aQb:iai®bi7

=1

gdje su a = [a;] € Ro(A) i b = [b;]” € Co(A), pri cemu su komponente od b jako
nezavisne. Kako je § derivacija na A, Leibnizovo pravilo (5.1) povlaci

i)y = Z(aix —za;)yb; zasve x,y € A,
i=1
Sto je ekvivalentno s
O400(z)®1) = @A<Z(aix —za;) @ b,;) za sve x € A. (5.11)

=1

Bududi je A prim C*-algebra, prema teoremu 2.4.8 © 4 je injekcija, pa je jednakost
(5.11) ekvivalentna jednakosti

oo

r)®1l= Z(aix —za;)®b; zasvexr €A (5.12)

=1

tenzora u M(A) ®, M(A). Pretpostavimo da je § # 0. Tada (5.12) povlaci da je
A unitalna; dakle A = M(A). Zaista, izaberimo zo € A takav da je d(zg) # 0
i neka je p € M(A)* proizvljan ogranicen linearni funkcional na M(A) takav da
je ©(0(z9)) # 0. Prema propoziciji 2.1.5 i teoremu 2.2.13 inducirani operator ¢ ®
id : M(A) ®, M(A) — M(A) je (potpuno) ogranicen, pa ako s njim djelujemo na
jednakost (5.12) (za z = xy) dobivamo

1 00

=1
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Dakle, 1 € A. Stavimo

L p(airo — T0a;) i
e

Kako je ¢ potpuno ogranicen i kako red Y .2, (a;x9 — zoa;)(a;zg — zoa;)* konvergira
u normi, imamo (o) € €2 Iz (5.13) slijedi Y ;2, ayb; = 1. Tada (5.12) povlaci

oo

Z(aﬂ(m) —ax+xa;) @b; =0 zasvex € A.

i=1
Kako su vrijednosti b; od b jako nezavisne, iz teorema 2.2.15 slijedi
a;0(x) =a;x —xa; zasvex € AiieN. (5.14)

Kako je 72, a;b; = 1, postoji k € N takav da je oy, # 0. Ako stavimo a := g—’;, tada
iz jednakosti (5.14) slijedi § = ¢, € Inn(A). O

Lema 5.2.6 Neka je A C*-algebra. Za svako t € A ®; A funkcija
Glimm(A) x Glimm(A) - Ry, (G,H)— |t+(G®, A+ A, H)|

je odozgo poluneprekidna u produktnoj 7., topologiji na Glimm(A) x Glimm(A) (pa
onda takoder i u produktnoj 7, topologiji na Glimm(A) x Glimm(A)).

Dokaz. Prema propoziciji 1.6.6, za svako x € A funkcija norme G — ||z + G|| je 7o
odozgo poluneprekidna na Glimm(A). Analizirajuéi dokaz tvrdnje 1 u dokazu leme
2.5.4, vidimo da on prolazi i ako 7s-topologiju na Id(A) zamijenimo s najslabijom
topologijom na Id(A) s obzirom na koju su sve funkcije norme J — ||z + J|| (z € A)
odozgo poluneprekidne. Specijalo, funkcija (G, H) — |t + (G @, A+ A ®@;, G)|| je
odozgo poluneprekidna u produktnoj 7., topologiji na Glimm(A)x Glimm(A). Buduéi
da je 74 jaca od 7, ista tvrdnja slijedi i za 7, topologiju. O

Napomena 5.2.7 Neka je A C*-algebra i neka je § € Der(A)NIméa, s 6 = 04(t) za
neki tenzor t € A ®, A. Prema napomeni 2.4.7 za ultraslabo neprekidno prosirenje
** od 6 na A** takoder vrijedi §** = 04+ (). Specijalno je 6= 0|1 = 0;(t), gdje 5
oznacava jedinstveno prosirenje od ¢ na minimalnu unitizaciju A od A.

Dokaz teorema 5.2.3: Neka je 6 € Der(A) NIm6b, i neka je t € A ®;, A tenzor
takav da je 0 = 04(1).
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Najprije pretpostavimo da je A unitalna. U tom slucaju je Glimm(A) kompaktan
Hausdorffov prostor (i trivijalno vrijedi 7, = 7). Bududi da sljedeéi dijagram

Ao, A —25 ICB(A)

qJ@qu QJJ/

AJT @n AJJ A0 1CB(A)J)

komutira, za svako G € Glimm(A) imamo
b = Qc(0) = Qa(0a(t)) = Oa/a((4e ® g6)(t))-

Kako je svaki Glimmov kvocijent A/G (G € Glimm(A)) prim C*-algebra, 04/ je
izometrija (teorem 2.4.8), pa je

16c]l = el = [104/c((96 © ac) ()l = (g ® g6) () |-

Bududi da vrijedi A/G®, A/G = (A®,A)/(G®, A+ A®,G) (potpuno) izometricki
(korolar 2.2.18), imamo

1(ge ® ae)()lln = It + (G @n A+ Ay G|
Prema lemi 5.2.6, funkcija
G [ldall = It + (G on A+ A, G

je odozgo poluneprekidna na Glimm(A). Fiksirajmo G € Glimm(A). Kako je A/G
prim C*-algebra, prema lemi 5.2.5 postoji a € A takav da je dg = (0,)g € Inn(A/G).
Neka je e > 0. Kako je, prema dokazanom, funkcija G — ||d¢|| odozgo poluneprekidna
na Glimm(A), postoji otvorena okolina U oko G' u Glimm(A) takva da vrijedi

10 — (0a)m]l = (0 — 00) || <e zasve H € U.

Buduéi da je Glimm(A) kompaktan, postoji konacan otvoreni pokriva¢ {U;}1<;j<m od
Glimm(A) i elementi ay, ..., a, € A takvi da vrijedi

6 — (da,)cll <& zasve G € Uj.
Neka je {f;}1<j<m particija jedinice na Glimm(A) podredena pokrivacu {U; }1<j<m 1

stavimo z; == U, (f;), edje je ¥4 : Z(A) — C(Prim(4)) = C(Glimm(A)) Dauns-
Hofmannov izomorfizam. Tada za a := 37", zja; € A, G € Glimm(A) i z € Ball(A)
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imamo

1(6 = da)a(z + G| 10c(z + G) = (Ba)a(z + G)| = [|(0 (1’)—5( ) +Gll

> [z(6(x) = 4, (x)) ij )(0c = (0a;)c) (2 + G)

j 1

< ij H(SG aj)GH <ée.

Odavde slijedi da je ||(d — 04)c|| < € za svako G € Glimm(A), pa je

16 = dall = sup{[|(6 — da)c| : G € Glimm(A)} < e.

Kako je € > 0 bio proizvoljan, imamo § € Inn(A). Buduéi da su svi Glimmovi ideali
od A prim, oni su svakako 2-primalni, pa je Orc(A) = 1. Iz teorema 5.1.15 slijedi

Inn(A) = Inn(A). Dakle, § je unutarnja derivacija na A.

Pretpostavimo sada da je A neunitalna kvazicentralna C*-algebra u kojoj je svaki
Glimmov ideal prim. Tada je takoder i svaki Glimmov ideal minimalne uniti-
zacije A prim. Zaista, kako je A kvazicentralna, prema napomeni 1.7.8 imamo
Glimm(A) = Glimm(A) U {A} (Stovise, Glimm(A) je Aleksandrovljeva kompakti-
fikacija od Glimm(A)). Neka je 0 (jedinstveno) progirenje od & do derivacije na A.
Prema napomeni 5.2.7 imamo d=10; i(t), pa prema prvom dijelu dokaza postoji a € A
takav da je 0 = 05 € Inn(A) Neka je A € C takav da je a := a — A1 € A. Tada je
0 =0z = 04, paje 6 = 0|4 € Inn(A). 0

Opéenito, za derivaciju § € Der(A) N Im 6, funkcija norme G — ||d¢|| neée biti
odozgo poluneprekidna na Glimm(A) ¢ak i u slucaju da je A kvazistandardna'

Primjer 5.2.8 Neka je A C*-algebra iz primjera 1.8.8 koja se sastoji od svih
neprekidnih funkcija a : [0,1] — Ms(C) za koje je a(l) dijagonalna matrica. Ako
stavimo Py :=ker7, (¢t € [0,1)) i G := ker A\Nker p (gdje su s, A i p kao u primjeru
1.8.8), imamo

Glimm(A) = MinPrimal(A) = {Ps: s €[0,1)} U{G:},
te vrijedi jednakost topoloskih prostora
(Glimm(A), 7,) = (Glimm(A), 7,) = (MinPrimal(A), 7,)

(topologije 7., i 7, se podudaraju na Glimm(A) jer je A unitalna) i taj prostor je
homeomorfan s [0, 1] (preko homeomorfizma danog s Ps — s (s € [0,1)) i G} — 1).

1Za C*-algebru A kazemo da je kvazistadnardna ako je svaki Glimmov ideal u A primalan i ako
je potpuna regularizacija ¢4 : Prim(A) — Glimm(A) otvoreno preslikavanje; vidjeti [9].




153 5.3 Primjer C*-algebre koja dopusta vanjsku elementarnu derivaciju

Neka je a element od A takav da je

a(s) = H 8] za sve s € [0, 1]

i stavimo ¢ := 9, € Inn(A). Kako je svaki ideal P; (s € [0,1)) primitivan, koriste¢i
Stampflijevu formulu (5.5) dobivamo

|6,

= 2d(a(s),Cly) = 1.

S druge strane, kako je A/G7 komutativna, imamo dg, = 0 na A/G;. Dakle, funkcija
G — ||dc|| nije odozgo poluneprekidna na Glimm(A).

Napomena 5.2.9 Nije tesko vidjeti da C*-algebra A iz prethodnog primjera zado-
voljava (5.10), dok A sadrzi Glimmov ideal G; = ker A N ker 1 koji nije prim. Dakle,
uvjet iz teorema 5.2.3 nije nuzan za jednakost (5.10).

5.3 Primjer C*-algebre koja dopusta vanjsku ele-
mentarnu derivaciju

U ovoj tocki ¢emo dati primjer unitalne separabilne 2-SFT algebre A za koju je
E(A) (cb-)zatvoren potprostor od ICB(A), te za koju vrijedi Orc(A) = co. Prema

korolaru 5.1.16 skup Inn(A) \ Inn(A) je neprazan i o¢ito sadrzan u E(A) = E(A).
Specijalno, takva C*-algebra A dopusta vanjsku elementarnu derivaciju.

Primjer 5.3.1 Neka je A := [1, 00] Alexandrovljeva kompaktifikacija intervala A :=
[1,00). Stavimo B := C(A, My(C)) i neka je A C*-podalgebra od B koja se sastoji od
svih a € B za koje postoji konvergentan niz kompleksnih brojeva (A, (a)) s limesom
A(a) := lim, \,(a) takav da vrijedi

: AMa) 0
a(n) = 0 Anula) (neN) i a(oo) = [ 0 Aa) } .

Tada je Orc(A) = oo i E(A) je (cb-)zatvoren potprostor od ICB(A). Dakle,
Inn(A) G E(A) N Der(A).
Dokaz. Nije tesko provjeriti da je
Prim(A) = {Ps: s€ A\N}U{Q,: ne N}U{Q},

gdje susa P, (s € A\N), @, (n € N) i @ redom oznacene jezgre ireducibilnih
reprezentacija a — a(s), a — A, (a) i a — A(a). Takoder primijetimo da su primitivni
ideali P; (s € A\ N) i @ separirani u Prim(A), dok je Q; ~ @; ako i samo ako je
li —j| < 1. Slijedi da je d(Q1,@Qni1) = n za sve n € N, pa je Orc(A) = co. Prema
korolaru 5.1.16 Inn(A) nije (cb-)zatvoren potprostor od Der(A). Tu ¢injenicu takoder
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mozemo provjeriti direktnim ra¢unom. Naime, neka je f € Cy(A) bilo koja funkcija
za koju red Y > | f(n) divergira. Tada nije tesko vidjeti da element

_|f0
e [0 0 e

derivira A (to jest, vrijedi bx — 2b € A za sve x € A), dok se inducirana derivacija ¢,
(koja ocito nije unutarnja u A) nalazi u zatvaracu od Inn(A).

Dokazimo da je E(A) (cb-)zatvoren. Za dokaz te ¢injenice koristit ¢emo notaciju
iz definicije 4.2.10 i lemu 4.2.13. Neka je

J:={a€A: a(n) =0 zasven e N}

2-homogeni (Glimmov) ideal u A. Tada je J esencijalan u A i B, pa je prema lemi
4.2.13 dovoljno dokazati da je E4/;(B/J) (cb-)zatvoren potprostor od ICB(B/J) =
E(B/J) (zadnja jednakost slijedi iz propozicije 3.0.21). Stavimo

B:=C(NM,y(C)) i A:= { [ Z)C ;):} : fe C(N)},
gdje N : = NU{oo} oznacava Aleksandrovljevu kompaktifikaciju od N, a za f € C’(N),
f oznacava funkciju f(n) := f(n+1) (n € N). Ocito je B/J = Bi A/J = A, pa
¢emo u daljnjem te C*-algebre identificirati. Neka su (e; ;)1<i j<2 standardne matriéne
jedinice u M;(C) koje poistovjecujemo s konstantnim funkcijama u B. Tvrdimo da

je E;(B) jednak skupu svih operatora 7' € E(B) koji se mogu zapisati u obliku

T=0zfer1®e11+gein ®ego+heyo @ern + f€2,2 ® €22), (5.15)

za neke funkcije f, g, h € C(N) za koje vrijedi
L(T) := f(o0) = g(o0) = h(o0).

Lako se provjeri da se svaki T' € E ,(B) moze zapisati u obliku (5.15). Obratno, ako
je T € E(B) zapisan u obliku (5.15), tada je

T = 03[(f—L(T))e11 ®era ‘f (9= L(T))E11 ®eas
+ (h - L(T))€2’2 ® €11 + (f - L(T))(EQ,Q ® 6272] + L(T)IdB,

gdje Id ; oznacava identitetu na B. Dakle, kako bi dokazali da je T € E ;(B), dovoljno
je dokazati da su za proizvoljne funkcije f, g, h € Co(N) operatori T, T i T3 elementi
od E,(B), gdje su

T = QB(fel,l K e+ f62,2 & 62,2)7
Ty, =0pz(g9e11 @ e22),
Ty =0pz(hess @eyy).
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Tvrdnja 1. Ty se moze zapisati u obliku
Ty =0z(a1 @by + as ® by)  za neke a;,b; € A.

Kako bi to dokazali, posmatrajuc¢i vrijednosti od odgovaraju¢e dekompozicije od
Ty, dovoljno je na¢i dva niza vektora (7,) i (w,) u C?* tako da vrijedi lim, 7, =
lim,, @, = (0,0), i

Up - Wy = f(n), Uy Wy, =Upy1-wW, =0 zasveneN, (5.16)

gdje - oznacava standarni skalarni produkt na C?, a o* := (a, B) za 7 = (a, 3) € C2.
Neka su ¢, 1 € Cy(N) bilo koje funkcije takve da vrijedi f = 1. Tada (5.16) mozemo
postic¢i ako npr. stavimo

Un = ([n +1]ep(n), [nlp(n)) and @, = ([n + 1]¢(n), [n]d(n)) (n € N),
gdje je [n] = 1 ako je n paran i [n] = 0 ako je n neparan.
Tvrdnja 2. T, se moze zapisati u obliku

Ty =0p(a1 @by +as ® by + a3 ® bs) za neke a;,b; € A.

Kako bi to dokazali, slicno kao u dokazu tvrdnje 1, dovoljno je naéi dva niza vektora
(0,) 1 (wW,) u C? tako da vrijedi lim,, @, = lim,, @, = (0,0,0) i
Up - Wy = Upq1 - Wy, =0, Tp -y, =g(n) zasveneN. (5.17)

Neka su ¢,1 € Cy(N) bilo koje funkcije takve da vrijdi g = pb. Ako sa (€;)1<i<3
oznac¢imo kanonsku bazu za C3, tada (5.17) moZemo posti¢i ako npr. stavimo

Up = @(n)€py 1 Wi =1(n—1)€ng (n €N),

gdje je (0):=1,azan=3k+1, (n) =1lakojel=1,21(n) =3 ako jel =0.
Tvrdnja 3. T3 se moze zapisati u obliku

TgIHB(CL1®b1+a2®b2+CL3®Z)3) za neke ai,bieA.

To se moze dokazati kao tvrdnja 2. .
Napokon, koristeci (5.15) sada nije tesko provjeriti da je E;(B) (cb-)zatvoren u
ICB(B) = E(B). Zaista, neka je R operator iz (cb-)zatvaraca od E,(B). Kako je

R € E(B), R se moze zapisati u obliku

2
R = Op(fijpaCii @ €pg);
,J,p,q=1

za neke funkcije f;;,, € C(N). Kako se R moze po volji dobro u (cb-)normi

aproksimirati s operatorima iz E,(B), te kako se svi operatori iz E A(B) mogu za-
pisati u obliku (5.15), slijedi da je fi;,q = 0 ako je i # j ili p # ¢. Radi jednos-
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tavnije notacije, stavimo f;; = fi;;; (1 < 4,5 < 2). Takoder trebamo pokazati
da su vrijednosti f;;(co) nezavisne od ¢ i j, te da je foo = fl,l- Npr. dokazimo
da je foo = fl’l. Pretpostavimo da za neko n € N imamo fi1(n + 1) # faa(n) i
neka je o := [fi1(n + 1) — faa(n)|. Kako se operator R nalazi u (cb-)zatvaracu od
E ;(B), mozemo naéi operator T € E ;(B) koji je zapisan u obliku (5.15) takav da je
|R(1) = T(1)]| < 5. Tada je

a7 =[P O ]| = mastin - e - A1) <
Specijalno,
a4 ) = fnt Dl <5 1 |fasln) = S+ D] < 5.
pa je

a=[fiiln+1) = foo(n)| < [fraln+1) = f(n+ )|+ [f(n+1) = far(n)] < q;

kontradikcija. O

Neka je A separabilna C*-algebra i J € Id(A). Prema [55] znamo da se svaka
derivacija & € Der(A/J) moze podi¢i do derivacije & € Der(A) (drugim rijecima,
preslikavanje Der(A) — Der(A/J), 0 — ¢, je surjektivno). Naravno, svaki operator
T € Im 04, se takoder moze podic¢i do operatora T' € Im64. Sljedeci primjer nam
pokazuje da se opéenito derivacija § € Der(A/.J)NIm 64,5 ne moze podic¢i do derivacije
d € Der(A) NIméy.

Primjer 5.3.2 Neka je A C*-algebra iz primjera 5.3.1 i izaberimo bilo koju vjernu
unitalnu reprezentaciju m od A na separabilnom Hilbertovom prostoru H, tako da
vrijedi 7(A) N K(H,) = {0} (gdje je, kao i prije, s K(H,) oznacena C*-algebra svih
kompaktnih operatora na H,). Kako bi opravdali egzistenciju takve reprezentacije ,
najprije mozemo izabrati vjernu reprezentaciju p od A na separabilnom Hilbertovom
prostoru H, (takva p postoji jer je A separabilna), te zatim staviti H := ’H,(fo) i
7= p(>®) adje je s p'™ oznacena odgovarajuc¢a amplifikacija od p.

Stavimo B := m(A) + K(H,). Ocito je B unitalna, separabilna i primitivna C*-
algebra, pa je prema lemi 5.2.5 Der(B) N Imfp = Inn(B). S druge strane, imamo

B/K(Hx) = m(A)/(n(A) NK(Hr)) = 7(A) = A,

pa prema dokazanom, postoji vanjska elementarna derivacija 6 € E(B/K(H.)) \
Inn(B/K(H,)). Slijedi da se takva derivacija ne moze podiéi do (nuzno unutarnje)
derivacije 6 € Im 6p.
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Sazetak

Neka je A C*-algebra i neka je © 4 kanonska kontrakcija s Haagerupovog tenzorskog
produkta od M(A) sa samom sobom u prostor potpuno ograni¢enih operatora na A.

U prvom dijelu disertacije promatramo sljede¢e uvjete na A:

(i) A je konacno generirani modul nad centrom svoje multiplikatorske algebre;
(ii) Im©4 je najmanja moguca, dakle jednaka E(A);
(iii) Elementarni operatori na A su uniformno konacne duljine.

Pokazujemo da A zadovoljava (i) ako i samo ako je A konac¢na direktna suma unitalnih
homogenih C*-algebri. Nadalje pokazujemo da ako separabilna A zadovoljava (ii)
ili (iii), tada je ona nuzno SFT algebra, tj. A je subhomogena i C*-sveznjevi koji
odgovaraju homogenim subkvocijentima od A su konacnog tipa. Stovise, u tom
slucaju su i kodimenzije 2-primalnih ideala u A konac¢ne i uniformno ogranicene.
Koristeci tu ¢injenicu dajemo primjer unitalne i separabilne 2-SF'T algebre koja ne
zadovoljava niti (ii) niti (iii). Takoder dokazujemo i parcijalni obrat; ako je primitivni
spektar (unitalne) SE'T algebre A Hausdorffov, tada A zadovoljava (ii) i (iii).

U drugom dijelu disertacije promatramo derivacije na unitalnoj (ili opcenitije kvaz-
icentralnoj) A koje se nalaze u slici od ©4 (u kvazicentralnom sluc¢aju promatramo
restrikciju od © 4 na A®, A). Pokazujemo da su takve derivacije nuzno unutarnje ako
je svaki Glimmov ideal u A prim. Takoder dajemo primjer C*-algebre koja dopusta
vanjsku derivaciju koja se moze implementirati s elementarnim operatorom.
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Summary

Let A be a C*-algebra and let © 4 be the canonical contraction form the Haagerup
tensor product of M (A) with itself to the space of completely bounded maps on A.

In the first part of the thesis we consider the following conditions on A:

(i) A is a finitely generated module over the center of M(A);

(ii) The image of ©4 equals to the set E(A) of all elementary operators on A;
(iii) The lengths of elementary operators on A are uniformly bounded.

We show that A satisfies (i) if and only if it is a finite direct sum of unital homoge-
neous C*-algebras. We also show that if a separable A satisfies (ii) or (iii) then A is
necessarily SFT algebra, i.e. A is subhomogeneous and the C*-bundles corresponding
to the homogeneous sub-quotients of A must be of finite type. Moreover, in this (and
unital) case codimensions of 2-primal ideals of A are finite and uniformly bounded.
Using this result we give an example of a unital separable 2-SFT algebra which does
not satisfy (ii) and (iii). We also show a partial converse; a unital C*-algebra A with
Hausdorff primitive specturm satisfies both conditions (ii) and (iii).

In the second part of the thesis we consider derivations on a unital (or more
generally quasicentral) A which lie in the image of © 4 (in quasicentral case we consider
the restriction of © 4 to A®y A). We show that such derivations are necessarily inner
if every Glimm ideal of A is prime. We also provide an example of a C*-algebra which
admit an outer derivation implemented by an elementary operator.
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