Noviji zadatci iz teorije brojeva s natjecanja ucenika
osnovnih i srednjih skola (7., 8. i 1. razred)

1. Odredi sve dvoznamenkaste brojeve koji su za jedan manji od Sestero-
znamenkastog zbroja svojih znamenki.

2. Razlika dvoznamenkastog broja i broja napisanog istim znamenkama,
ali obrnutog redosljeda, iznosi 45, a zbroj tih dvaju dvoznamenkastih
brojeva jednak je umnosku dva ista prirodna broja. Koja dva dvozna-
menkasta broja imaju to svojstvo?

3. Dana dva prirodna broja odnose se kao 19 : 8. Ako podijelimo zbroj
tih brojeva s njihovom razlikom, koli¢nik je 2 i ostatak 20. Koji su to
brojevi?

4. Odredi znamenke a, b i ¢, pri ¢emu ni jedna od njih nije jednaka nuli,
tako da za troznamenkasti broj abc vrijedi jednakost abc : ¢ = be.

5. Odredi sve dvoznamenkaste brojeve ab i cd, tako da je znamenka de-
setica drugog broja jednaka dvostrukoj znamenci jedinica prvog broja
ida je

ab’ +od =ba” +dc.

6. Odredi sve parove prostih brojeva ¢ija je razlika kvadrata 120.

7. Duljine stranica provokutnog trokuta prirodni su brojevi, pri ¢emu
je duljina jedne katete 15. Kolike su duljine ostalih stranica takva
pravokutnog trokuta? Koliko ima razli¢itih pravokutnih trokuta s tim
svojstvom?

8. Ostatak pri dijeljenju cijelog broja a s 4 je 3. Koliki je ostatak pri
dijeljenju broja a® — a s 47

9. Ako zbroju dviju znamenaka nekog broja pribrojimo kvadrat zbroja
njegovih znamenaka, dobivamo taj dvoznamenkasti broj. Odredi dvoz-
namenkaste brojeve s tim svojstvom.
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Odredite sve cijele brojeve x za koje je

3+ 322 —2—10
T+ 2

prirodan broj.

Nadite sve trojke cijelih brojeva (a, b, c), takvih da je nzd(b,c) =11

[ b \/E
a—+—-=a\/-.
c c

Jedna zagrebacka obitelj krenut ¢e ove godine na ljetovanje na Jadran
posljednjeg dana u mjesecu. Umnozak rednog broja dana polaska i
rednog broja mjeseca povratka s brojem djece u obitelji te brojem
dana ljetovanja je 14384. Odredite datum povratka.

Dokazite da zbroj kvadrata pet uzastopnih cijelih brojeva ne moze biti
kvadrat nekog cijelog broja.

Neka su x i y cijeli brojevi. Dokazite da je tada 3x + y djeljivo s 13,
ako i samo ako je bx + 6y djeljivo s 13.

Odredite broj abed s ovim svojstvom:

cda —abe = 297
at+b+c = 23.

(abcd je zapis broja u dekadskom sustavu.)

Dokazite da jednadzba 522 — 4y?> = 1999 nema nijedno cjelobrojno
rjeSenje.
Darko ée 2000. godine imate onoliko godina koliki je zbroj znamenki

godine njegovog rodenja. Koje godien je Darko roden?

Izmedu znamenki 4 i 9 broja 49 umetnuto je nekoliko cetvorki, a iza
njih isto toliko osmica. Dokazite da je tako dobiveni broj potpuni
kvadrat.

Ako je n neparan prirodan broj, dokazite da je broj n3 + 3n? —n — 3
djeljiv s 48.

Dokazite da je za svaki prirodan broj n, broj n® — n djeljiv s 30.
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Koja se znamenka nalazi na 2006. mjestu iza decimalne tocke u deci-

: 1o 469 9
malnom zapisu broja {ggs”

Dokazite da je suma kubova triju uzastopnih prirodnih brojeva djeljiva
sumom tih triju brojeva.

Odredi parove cijelih brojeva x i y koji zadovoljavaju jednadzbu

Odredi sve troznamenkaste brojeve djeljive sa 7 kojima je zbroj zna-
menki jednak 8.

Dijeljenjem dvoznamenkastog broja razlikom njegovih znamenki do-
bije se 8 puta veéi koli¢nik nego pri dijeljenju istog dvoznamenkastog
broja zbrojem njegovih znamenki, pri ¢emu su ostatci u oba dijeljenja
jednaki. Odredi taj dvoznamenkasti broj.

Ako dvoznamenkasti broj podijelimo zbrojem njegovih znamenaka,
koli¢nik je 6 i ostatak 2. Ako isti broj podijelimo umnoS8kom nje-
govih znamenaka, koli¢nik je 5 i ostatak 2. Koji dvoznamenkasti broj
ima to svojstvo?

Od pet uzastopnih neparnih prirodnih brojeva uvijek postoji bar jedan
broj koji nije djeljiv niti s 3 niti s 5, niti s 7. Dokazite.

Odredite sve troznamenkaste brojeve abe, tako da pri dijeljenju tog
broja dvoznamenkastim brojem bc dobivamo koliénik 7 i ostatak 20.

Kvadratu nekog cijelog broja a dodamo njegov trostruki visekratnik i
oduzmemo 7, pa tako dobiveni broj podijelimo sa zbrojem a + 2. Za
koji cijeli broj a je i taj koli¢nik takoder cijeli broj?

Koja je 1997. decimala u decimalnom zapisu razlomka %?

Dokazi da je zbroj 11998 4 21998 4 31998 4 41998 {jeljiv s 10.
Odredite posljednju znamenku zbroja 3293 4 7122,

Ako je veéi od dva uzastopna prirodna broja kvadrat nekog prirodnog
broja, tada je umnozak tih dvaju uzastopnih brojeva djeljiv s 12.
Dokazite!
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Odredite sve proste brojeve p za koje je broj 5p + 1 kvadrat nekog
prirodnog broja. Odgovor obrazlozite.

Dokazite da je 52902 4- 72002 1927 djeljivo s 5 za svaki prirodni broj n.

Na koliko na¢ina prodava¢ moze tocno izvagati glavicu kupusa mase
1.67 kg ako na raspolaganju ima samo utege masa 20 g i 50 g7

Odredite sve uredene parove (z,y) cijelih brojeva za koje vrijedi jed-
nakost

)

T 2

9 o

‘ <

=1.

t

Dokadite da je izraz (n? +n — 7)(n? + n — 3) + 4 kvadrat prirodnog
broja za svaki prirodan broj n.

Dokazi da je broj 8994 — 63998 djeljiv s 10.
Odredi sve dvoznamenkaste prirodne brojeve n takve da je broj

n + 36
n — 36

isto prirodni broj.

Odredi sve pravokutne trokute kojima su duljine stranica prirodni bro-
jevi i pri tome je duljina jedne od njih jednaka 17.

Odredite dva uzastopna prirodna broja, tako da se jedan od njih moze
prikazati kao umnozak 2(n — 3)(n + 1), a drugi kao umnozak (n —
2)(2n — 1), pri ¢emu je n prirodan broj.

n2

o —n+2 . el o ..
Pokazite da se razlomak —z5—51= - Fan?_ng7 e moze skratiti ni za koji n € N.

Odredite sve uredene trojke brojeva (z,y,z) za kojejex —y =y —2z =
96, pri cemu su z, ¥y, z kvadrati prirodnih brojeva.

Neka je {an} niz pozitivnih prirodnih brojeva, takav da je a; < ag i
(pt2 = Gpy1 + ap zan > 1. Ako je ay = 720, koliko je ag?

Dokazite da je svaki broj oblika m* +4k* slozen, ako su m i k pozitivni
cijeli brojevii k > 2.
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Odredite znamenke a # 0, b, ¢ i d tako da razlomak
a
b+c+d
ima decimalni zapis 0.abc.

Postoji li cijeli broj = za koji su oba broja % i 17%”7275 cijela?

Nadite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe

4 +y+4yxy — 28z — 14,/y + 48 = 0.

Koliko ima ¢etvroznamenkastih prirodnih brojeva djeljivih sa 7, takvih
da se zamjenom znamenaka dobije broj (ne nuzno ¢etvroznamenkast)
djeljiv sa 77

Nadite sve prirodne brojeva s barem tri znamenke u kojima svake dvije
uzastopne ¢ine kvadrat prirodnog broja.

5n—23
n—7

Odredi sve cijele brojeve n za koje je cijeli broj.

Neka je A prirodan broj s parnim brojem n znamenaka, a B broj
dobiven bilo kojom promjenom poretka znamenaka broja A, tako da
vrijedi A+ B = 10™.

(a) Odredi barem jedan par brojeva A i B koji zadovoljavaju gornje
svojstvo za n = 4.

(b) Dokazi da je za svaki paran broj n svaki od brojeva A i B s gornjim
svojstvom djeljiv s 10.

Odredi znamenku jedinica (zadnju znamenku) umnosku

(8 _ 5)(82 _ 52)(83 _ 53) . (82006 _ 52006).

Odredi sve cetveroznamenkaste brojeva labc za koje vrijedi

labe + cbal = bbdd,
pri ¢emu razli¢itim slovima odgovaraju razli¢ite znamenke.

Zadana su dva dvoznamenkasta broja, pri ¢emu je jedan od njih prost
broj. Ako jednom od ta dva broja izbrisemo zanmenku desetica pa istu
znamenku dopiSemo drugom broju kao znamenku stotica, dobit ¢emo
najveéi zajednicki djelitelj i najmanji zajednicki visekratnik zadanih
brojeva. Odredi pocetne brojeve tako da razlika najveéeg i najmanjeg
medu sva Cetiri broja bude najveéa moguca.
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U vagonu se nalazi 1 tona krumpira koji treba pretovariti u kamion.
Posao obavlja jedan radnik, kojemu su na raspolaganju vrece od 60
kg i 80 kg, a odjednom moze prenijeti samo jednu punu vreéu krim-
pira. Koliko kojih vreé¢a radnik mora uporabiti ako posao zeli obaviti
s najmanjim brojem prenosenja? Prenose se samo do kraja napunjene
vrece i sav krumpir mora biti pretovaren.

Koje je godine 20. stolje¢a rodena osoba koja je 1999. godine navrsila
onoliko godina koliki je dvostruki zbroj znamenki godine njezina dvade-
setog rodendana?

Zbroj dvaju prirodnih brojeva je 4923. DopiSemo li jednome od ta
dva broja s desne strane znamenku 7, a drugome obriSemo znamenku
jedinica, dobiveni brojevi su jednaki. Odredite polazne brojeve.

Umnozak prva 2004 prirodna broja 1-2-3-4-...-2003-2004 djeljiv je
s brojem a kojemu su svi prosti faktori jednaki 3. Koliko najvise trijki
moze imati broj a u rastavu na proste faktore?

Odredite sve ¢etveroznamenkaste brojeve abed tako da bude tocna
jednakost
2 - abe = bed.

Odredi troznamenkasti broj abe, tako da je dvoznamenkasti broj ac
jednak 12% broja abe.

Odredi sve éetvroznamenkaste brojeve abba tako da vrijedi aa - 10b =
abba, pri ¢emu je a # b.

Odredi sve cijele brojeve a, b i ¢ za koje vrijede jednakosti: a? + 2b% —
2bc = 121 i 2ab — ¢* = 121.

Odredi sve troznamenkaste brojeve koji imaju svojstvo da je umnozak
svakog od tih brojeva sa 6 isto troznamenkasti broj kojemu je zbroj
znamenaka jednak zbroju znamenaka pocetnog troznamenkastog broja.

Odredi najmanji prirodni broj a sa svojstvom da je broj +/1998a
takoder prirodan.
Odredi najmanji prirodni broj n za koji je svaki od razlomaka

7 8 9 30 31
n+9'n+10n+11" 'n+32"n+33

neskrativ.
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Koliko ima uredenih parova troznamenkastih prirodnih brojeva (z,y)
koji su rjeSenja jednadzbe 3z + 4y = 19987

Odredite najveéi troznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama iz skupa
1,2,3,4,5,6,7,8,9, tako da je zbroj svih troznamenkastih brojeva koji
se dobivaju premjestanjem njegovih znamenki jednak 2220.

Odredite sve cijele brojeve n za koje je vVn? + 4n — 5 takoder cijeli
broj.

Dokazite da je zbroj 2 + 22 4- 23 +2% 4 25 4 ... 4 21999 4 92000 djeljiv
s 30.

Na kruznici su u smjeru kretanja kazaljke na satu napisani svi prirodni
brojevi od 1 do 2000. Precrtajmo najprije broj 1, zatim broj 16, pa 31,
i tako redom svaki petnaesti broj u istom smjeru. Koji ¢e broj prvi biti

precrtan dva puta? Koliko je brojeva u tom trenutku joS neprecrtano?
Koliki je zbroj svih prirodnih brojeva n za koje je % prirodan

broj?

Ucitelj i njegovi ucenici krenuli su autobusom u mjesto gdje se odrzavalo
Drzavno natjecanje iz matematike. Sjedili su na sjedalima ¢iji su bro-
jevi bili uzastopni prirodni brojevi, a njihov je zbroj iznosio 54. Koliko
je ucenika ucitelj vodio ako je samo jedan od brojeva sjedala na kojima
su sjewdili bio prost?

Odredi sve troznamenkaste brojeve abe koji imaju svojstvo da je %
prirodan broj.

Nadi sve prirodne brojeve n za koje su ispravne tocno dvije od sljedece
tri tvrdnje:

1) Broj n je kvadrat psrirodnog broja.

2) Posljednja znamenka broja n je 3.

3) Broj 15 je kvadrat prirodnog broja.

Zbroj kvadrata koji kojih 2006 uzastopnih prirodnih brojeva nije kvadrat
prirodnog broja. Dokazite!

Da li jednadzba y? = 22 + 1990 ima cjelobrojno rjesenje?

Odredite cetvroznamenkasti broj oblika aabb koji je potpun kvadrat.
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VT+2/n
2V7—/n

Za koje n € N je izraz cjelobrojan?

Nadite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe

1 1 3

1
m  n o omn?2 4

Dokazite da postoji broj oblika ... 1995 djeljiv sa 1999.

Dokazite da je izraz
a* —10a* +9

djeljiv s 1920 za svaki prosti broj a > 5.

Nadite sve prirodne brojeve m i n koji zadovoljavaju jednadzbu

10(m + n) = mn.

Rijesite jednadzbu
1 2 3
42 _Z =1
r Yy =z

u skupu prirodnih brojeva.

Neka je m > 2 prirodan broj. Koliko rjeSenja u skupu prirodnih
brojeva ima jednadzba

) = (1)

m m—1

Za koje cijele brojeve = je 222 — x — 36 kvadrat prostog broja?

Nadite sve trojke (x,y,z) prirodnih brojeva koje zadovoljavaju jed-
nadzbu
22%y? + 2222 + 22%2% — 2t —y* — 2% = 576.

(Naputak: Izraz s lijeve strane rastaviti na faktore.)

Duljine stranica trokuta su prosti brojevi. Dokazite da njegova povrsina
ne moze biti cijeli broj.

Koliko djelitelja broja 302°%3 nisu djelitelji broja 2029907
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Niz znamenaka 1,2,3,4,0,9,6,9,4,8,7,... konstruira se tako da je
svaki broj pocevsi od petog, jednak znamenki jedinica zbroja prethodne
Cetiri znamenke.

(a) Dali se u tom nizu redom pojavljuju znamenke 2,0, 0, 4 tim redom?

(b) Da li se u tom nizu ikad ponavljaju pocetne znamenke 1,2, 3,4 tim
redom?

Odredite sve brojeve ¢iji je zapis u dekadskom sustavu oblika 13xy45z,
gdje su x,y, z nepoznate znamenke, koji su djeljivi sa 792.

Odredi sve troznamenkaste brojeve gz (z, y, z su dekadske znamenke)
koji su jednaki izrazu x + y + 2z + xy + yz + zx + xyz.

U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom
retku i svakom stupcu produkt upisanih brojeva bude 270. Na koliko
je nac¢ina to mogucée napraviti?

Dokazi da ne postoje neparni cijeli brojevi z,y, z za koje vrijedi

(z+y)?+(@+2)°=y+2)>"



