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Poglavlje 1

Pellovske jednadzbe

1.1 Jednadzbe x% — dy? = +1,+4

Diofantska jednadzba oblika
x? —dy? =1, (1.1)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednadzba.
Slucaj kad je d potpun kvadrat iskljucujemo jer je tada ocito da jednadzba
(1.1) ima samo trivijalna rjefenja = £1, y = 0. Zaista, ako je d = 62,
onda iz (z — dy)(x + dy) = 1 slijedi x — dy = x + oy = +1. Jednadzba
je dobila ime po engleskom matemati¢aru Johnu Pellu, kojem je Euler, po
svemu sudeéi pogresno, pripisao zasluge za njezino rjeSavanje. Neke pojedi-
nacne jednadzbe ovog tipa nalaze se u tekstovima starogrckih matematicara
(Arhimed, Diofant), no prvi su ih sustavno proucavali srednjevjekovni indij-
ski matematicari (Brahmagupta). Od europskih matematicara, metode za
rjeSavanje Pellovih jednadzbi dali su Brouncher, Fermat, Euler i Lagrange,
koji je prvi dao i striktan dokaz korektnosti predlozene metode.

Kao prvi korak u proucavanju Pellove jednadzbe, dokazat ¢emo da ona
ima beskona¢no mnogo rjesSenja u prirodnim brojevima. Koristit ¢emo Dirich-
letov teorem iz diofantskih aproksimacija koji kaze da za svaki iracionalan
broj a postoji beskona¢no mnogo racionalnih brojeva % sa svojstvom
o — B‘ < iz (1.2)

q q
Za dokaz vidjeti npr. skriptu iz Uvoda u teoriju brojeva, Teorem 6.1 i Korolar
6.2 (na skriptu ¢emo se ubuduée pozivati sa [UTB]). Ideja dokaza je za dani
prirodan broj ) promotriti () + 1 brojeva

0,1, {a} =a—la], {2a}, ..., {(Q — 1)}
iz segmenta [0, 1] i podjelu tog segmenta na @ disjunktnih podintervala
Sirine 1/@Q, te po Dirichletovom principu zakljuciti da postoji podinterval
koji sadrzi barem dva, od promatranih ) 4+ 1 brojeva.
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Lema 1.1. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada postoji
cijeli broj k, |k| <1+ 2V/d, sa svojstvom da jednadzba

22 —dy® =k (1.3)
1ma beskonacno mnogo rjesenja u prirodnim brojevima.

Dokaz: Po Dirichletovom teoremu, postoji beskona¢no mmnogo parova
prirodnih brojeva (x,y) sa svojstvom

=
Y

1 1
<k G fe-wi] <t
Y Y

Za svaki takav par (z,y) vrijedi
1
\x+y¢a:ﬂx—y¢3+mw@%<§+mw@§(y+m@m,

pa je
22 — dy?| = |z — yVd| - |z +yVd| < 1+ 2Vd.

Bududi da parova (z,y) s navedenim svostvo ima beskonac¢no, a cijelih bro-
jeva koji su po modulu manji od 1+2+v/d samo konaéno, to postoji neki cijeli
broj k, takav da je |k| < 1+ 2V/d, za kojeg jednadzba (1.3) ima beskonaéno
mnogo rjesenja. O

Teorem 1.1. Pellova jednadzba x> — dy®> = 1 ima barem jedno rjesenje u
prirodnim brojevima T 1 y.

Dokaz: Beskonaéno mnogo rjesenja jednadzbe (1.3) mozemo podijeliti u
k? klasa, stavljajuéi rjesenja (x1,91) i (22,92) u istu klasu akko je z; = a9
(mod k)iy; = y2 (mod k). Tada neka od tih klasa sadrzi barem dva (u stvari
beskonacno) razlicitih rjesenja (x1,y1), (z2,y2) (21,22 su razli¢iti prirodni
brojevi). Stavimo

T122 — dy1y2 _ T1y2 — Tal1

k ’ k

("podijelimo rjesenja” x4 + yavd i 1 + ylﬂ) Tvrdimo da je =,y € Z,
y # 01iz?—dy?> = 1. Imamo: 7179 — dy1y2 = 22 —dy? = k = 0 (mod k),
1Yz — x2y1 = x1y1 — x1y1 = 0 (mod k), pa su z,y € Z. Pretpostavimo da
jey =0, tj. z1y2 = xoy;1. Tada je

2.9 2 2
2 2 _ 2 LoYr _ Lo, 2 2y _ 23
k—l“Q—dyQ—ﬂ?Q_d'—z —_2(331—d?/1)——2'k‘,

Ty 1 Ty
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tj. 23 = 22, §to je u suprotnosti s pretpostavkom da su xp i zy razliciti
prirodni brojevi. Kona¢no,

1
2 —dy® = 7 (@22 — dyrys)? — d(x1y2 — 2211)°]

1
= @(w?w% + d*ytys — datys — dasy?)

1 1
= z(@t —dyi) (@ —dy)) = o5 ko k=1.

]

Za najmanje rjeSenja (z,y) u prirodnim brojevima Pellove jednadzbe

(1.1) kazemo da je njeno fundamentalno rjesenje. Oznacavamo ga sa (z1,y1),
a Cesto takoder i sa x1 + yl\/a.

Teorem 1.2. Pellova jednadzba x*>—dy? = 1 ima beskonacno mnogo rjesenja.
Ako je (x1,y1) fundamentalno rjesenje, onda su sva rjeSenja (u prirodnim
brojevima) ove jednadzbe dana formulom

o +ypVd = (r1 +y1Vd)", neN, (1.4)
t.
yn = nzi Yy + (g) dat 3y + (Z) Y
Dokaz: 1z (1.4) slijedi z,, — ypV/d = (21 — y1v/d)™, pa mnozenjem dobi-

vamo
ah —dyp = (x1 — dy})" =1,

§to znaci da su (z,,y,) zaista rjeSenja (i ima ih beskonaéno mnogo).
Pretpostavimo sada da je (s,t) rjeSenje koje nije oblika (z,,,yn), n € N.
Bududéi da je 21 + y1Vd > 1i s+ tv/d > 1, to postoji m € N takav da je

(21 + pVd)™ < s+ tVd < (x1 + y1Vd)™ (1.5)
Pomnozimo i (1.5) sa (z1 + y1vV/d)™™ = (z1 — y11/d)™, dobivamo
1< (s+ t\/a)(xl — ylx/a)m < 1+ Vd.
Definirajmo a,b € Z s a+bvd = (s +t/d)(z1 — y1v/d)™. Imamo: a® — db*> =
(82 — dt*)(x? — dy?)™ = 1. Iz a + bv/d > 1 slijedi 0 < a — bv/d < 1, pa

jea > 01b> 0. Stoga je (a,b) rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe
2 —dy? =1ia+bVd <z +y1Vd, sto je kontradikeija. O
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Napomena 1.1. Iz (1.4) se lako dobije (vidi [UTB, Teorem 7.12]) da nizovi
(zn,) 1 (yn) zadovoljavaju rekurzije

Tp42 = 201Tp41 — Ty Ynt2 = 2T1Ynt1 — Yn, N >0,

gdje je (z1,y1) fundamentalno rjesenje od (1.1), dok je (xo,y0) = (1,0)
“trivijalno rjesenje”.

O metodama za nalazenje fundamentalnog rjesenja govorit ¢éemo malo
kasnije, i vidjet ¢emo da to nije sasvim jednostavan problem. No, za neke
d-ove specijalnog oblika fundamentalno rjesenje je vrlo lako odrediti.

Propozicija 1.1. Ako je a + b\V/d rjesenje jednadibe x> — dy? =1 i vrijedi
a > %b2 — 1, onda je to fundamentalno rjesenje. Specijalno, ako su wu,v
prirodni brojevi i d = u(uv? + 2), onda je 1 + uv? + vVd fundamentalno
riesenje jednadzbe x> — dy® = 1.

Dokaz: Ako je b = 1, onda je tvrdnja oc¢ito to¢na. Neka je b > 1, te
z1 + y1Vd fundamentalno rjesenje od (1.2). Pretpostavimo da je b > y;.
Tada iz
a?—-1 22-1
2 y%
slijedi 22b? — y3a® = b? — y? = 0, za neki § € N. Dakle, 21b + y1a = 61,
x1b — y1a = do, gdje je 0102 = J. Sada je

:51—52<5—1:b2—y%—1<g_1
200 T 2y 2y -2 '

a

kontradikcija.
Specijalni slu¢aj slijedi iz
02
14+ uw?)? —uw(w® +2)90* =1 i 1+w? > 5 = 1.

O

Do sada smo se bavili samo jednom od cetiri jednadzbe navedene u
naslovu ovog odjeljka. Da bismo motivirali proucavanje i preostale tri jed-
nadzbe, navest ¢emo neke pojmove i ¢injenice o kvadratnim poljima. Ti ¢e
pojmovi biti kasnije poopceni i sustavnije obradeni kad budemo govorili o
primjeni alata iz algebarske teorije brojeva na rjeSavanje diofantskih jed-
nadzbi.

Neka je d cijeli broj koji nije potpun kvadrat. Skup svih brojeva oblika
u+ vVd, u,v € Q, uz uobicajene operacije zbrajanja i mnozenja komplek-
snih brojeva, ¢ini polje, koje oznacavamo s Q(v/d) i zovemo kvadratno polje.
Ocito je Q(vVdm?) = Q(v/d) za m € Q, m # 0, pa mozemo bez sman-
jenja opcéenitosti pretpostaviti da je d kvadratno slobodan. Svaki element
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a od Q(\/E) je nultocka jedinstvenog normiranog kvadratnog polinoma s
racionalnim koeficijentima (kojeg zovemo minimalni polinom od «). Ako su
koeficijenti tog polinoma cjelobrojni, onda kazemo da je « cijeli (algebarski
broj). Cijeli elementi u Q(v/d) ¢ine prsten, koji oznacavamo sa Og(vay- Vri-
jedi (vidi [UTB, Teorem 8.2]):

e ako je d =2ili 3 (mod 4), onda je Og —{u+v\/_ u,v € Z} =
z[vd),
e ako je d = 1 (mod 4), onda je Og {“*”\[ w0 € Zyu =0

(mod 2)} = Z[(1 + V/d)/2].
Invertibilni elementi prstena O@( ) Zovu se jedinice polja Q(v/d).

Norma elementa o = u + vv/d € Q(v/d) definira se kao N(a) = - @ =
(u + vVd)(u — vv/d) = u* — dy®. Osnovna svojstva norme su (vidi [UTB,
Teorem 8.3]):

1) N(ap) = N(«)N(B),

2) N(a) =0 a=0,

3) a0 f):>N(a)eZ,

4) v € OQ(\/_) je jedinica < N(v) = £1.

Primijetimo da svojstvo 4) slijedi iz relacije N(y) - N(1) = N(1) = 1 i
svojstva 3).

Vidimo da je problem pronalazenja jedinica u realnim kvadratnim poljima
(s d > 0) usko povezan s Pellovim jednadzbama. Preciznije:

e ako je d = 2 ili 3 (mod 4), tada je u + vV/d jedinica u Q(v/d) ako i
samo ako vrijedi u? — dy® = +1,

e ako je d =1 (mod 4), tada je “*”\[ jedinica u Q(v/d) ako i samo ako
vrijedi w? — dy? = +4.

Stoga se uz (obi¢nu) Pellovu jednadzbu 22 —dy? = 1 promatraju i jednadzbe
22 — dy? = —1,4,—4 (€esto se i one nazivaju Pellovim jednadzama).

Uocimo da za razliku od obi¢ne Pellove jednadzbe (1.1), jednadzba
2 —dy® = —1 (1.6)

ne mora imati rjeSenja u cijelim brojevima. Npr. o¢ito je da jednadzba z% —
3y? = —1 nema rjesenja (jer je lijeva strana kongruentna 0 ili 1 modulo 3).
Nuzan uvjet za rjesivost jednadzbe (1.6) je da d nema prostih djelitelja oblika
4k+3 (jer —1 mora biti kvadratni ostatak modulo d). No, vidjet ¢éemo uskoro
da taj uvjet nije i dovoljan. Ako jednadzba (1.6) ima rjesenja, onda najmanje
njezino rjeSenje u prirodnim brojevima zovemo fundamentalno rjesenje.
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Teorem 1.3. Pretpostavimo da jednadiba x> —dy?> = —1 ima rjeienja, te da
joj je x1+y1Vd fundamentalno rjesenje. Tada je (x1+11 \/3)2 fundamentalno
riesenje jednadzbe % —dy* = 1. Ako definiramo ,, +ynvVd = (z1 +y1Vd)",
tada su o, +yanV'd sva riesenja jednadzbe 1% —dy? =1, a Tops1 + Yons1Vd
sva rjesenja jednadibe x* — dy? = —1 u prirodnim brojevima.

Dokaz: Tmamo: &, —y,Vd = (z1—y1Vd)", paje 22 —dy? = (22 —dy?)" =
(—1)". Dakle, zaista je x2, + y2,Vd rjesenje od x> — dy? = 1, a Topi1 +
Yont1Vd rjeenje od 22 — dy? = —1. Pretpostavimo da za fundamentalno

rjesenje a + bv/d jednadzbe (1.1) vrijedi
1 <a+bVd< (z1+yVd)>
Iz (21 + y1Vd)(—z1 + y13/d) = 1, slijedi 0 < —z; 4+ y1V/d < 1. Stoga je
—a1 +y1Vd < (a + bVd)(—a1 + y1Vd) = s + tVd < 1 + 1V,

gdje je s = —axi+dbyr, t = ay1—bxy i vrijedi s2—dt? = —1. Zbog s+tv/d > 0
is—tvd < 0,jasno jedajet > 0. Ako je s < 0, onda iz —z1+y1Vd < s+t/d
dobivamo z1 +y1vVd > —s +tv/d. Prema tome, zakljucujemo da je |s| 4 tv/d
rjesenje od (1.6), koje je manje od fundamentalnog, sto je kontradikcija.
Pretpostavimo sada da je u 4+ vv/d neko rjesenje od (1.6) koje nije
sadrzano u nizu (z2,4+1 + ygnH\/E). Tada postoji m € N takav da je

(1 + y1\/8)2n—1 <u—+ wWd < (z1 + y1\/3)2”+1.
Mnozeci ove nejednakosti sa (21 — y1 \/3)2”, dobivamo
—z1+ypVd <o+ 7mVd <z +1Vd,

gdje je 02 —dr? = —1. No, veé smo dokazali da takvi ¢ i 7 ne mogu postojati.
O

Propozicija 1.2. Ako je p prost broj i p = 1 (mod 4), onda jednadzba
22 — py? = —1 ima rjesenja.

Dokaz: Neka je (x1,y1) fundamentalno rjesenje jednadzbe 22 — py? = 1.
Tada je 22 — y? =1 (mod 4), pa je x1 neparan, a y; paran. 1z

x1—1 x21+1 y1\?2 . r1—1 x1+1
. :p-(—) 1 s :1
2 2 2 2 2

slijedi da postoje u,v € N takvi da je

IE1:|:1 2 fEl:Fl 2 Y1
=pu-, =V, Y
2 2 2

= uv.

Odavde je v? — pu? = F1. No, iz u < y; i minimalnosti od (z1,y1), slijedi

da ovdje ne mozemo imati predznak +, tj. da vrijedi v? — pu® = —1.
(Uoctimo da je po Teoremu 1.3, u +v,/p fundamentalno rjesenje od x? —

py? = —1 i vrijedi (u + v\/]_))2 =u? + p? + 2uvy/p = 1 + y1v/pd.) O
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Primjer 1.1. Jednadzba x> — 34y* = —1 nema rjesenja (iako kongruencija
22 — 34y?> = —1 (mod m) ima rjesenja za svaki m € N).

Rjesenje: Fundamentalno rjesenje jednadzbe z2 — 34y% = 1 je 35+ 6v/34
(iz Propozicije 1.1, ili uvrstavanjem y = 1,2,3,...). Ako bi jednadzba 2% —
34y? = —1 bila rjesiva, za njezino fundamentalno rjesenje =1 + y1v/34 bi, po
Teoremu 1.3, trebalo vrijediti

o3+ 34y? =35, 2x1y; = 6.
Ocito je da ovaj sustav nema cjelobrojnih rjesenja. &

Jednadzba
x? —dy? =4 (1.7)
(d je i dalje prirodan broj koji nije potpun kvadrat) naravno uvijek ima
rjeSenja u prirodnim brojevima, jer ako je (u, v) rjeSenje jednadzbe u?—dy? =
1, onda je z = 2u, y = 2v rjesenje jednadzbe 2 — dy? = 4. No, vidjet ¢emo
da za neke d-ove mogu postojati i neka rjeSenja koja se ne dobivaju na ovaj
nac¢in. Potpuno analogno Teoremu 1.2, dokazuje se sljede¢i teorem:

Teorem 1.4. Sva rjesenja jednadzbe x> — dy®> = 4 u prirodnim brojevima

dana su sa N
xn"i_yn\/a <9€1+y1\/8>
= , neN,

2 2
gdje je (x1,y1) fundamentalno (tj. nagmangje) rjesenje te jednadzbe.

Promotrimo sada slucajeve koji mogu nastupiti u ovisnosti o parnosti ili
neparnosti brojeva x1 i y;. Jasno je da ne moze biti da je y; neparan, a x;
paran, pa stoga imamo tri slucaja:

e Ako su zi1,y; oba parni, onda su x,,y, takoder parni za svaki n i
5+ y—;\/a predstavlja fundamentalno rjesenje jednadzbe z2 —dy? = 1.

e Ako je x1 paran, a y; neparan, onda 4|d, tj. d = 4d'. Sada je & +yVd'
fundamentalno rjesenje jednadzbe 22 — d'y? = 1.

mamo odmah tako direktnu vezu s (obicnom) Pellovom jednadzbom.
U tom sluéaju mora vrijediti d = dyf = 27 — 4 = 5 (mod 8). Dakle,
nuzan uviet da bi jednadzba z? — dy? = 4 imala rjeSenja u neparnim
brojevima jest da je d = 5 (mod 8). Primjerice, za d = 5,13,21,29
jednadzba (1.7) ima rjeSenja u neparnim brojevima. Npr. za d = 5,
fundamentalno rjesenje je (z1,y1) = (3,1). No, uvjet d = 5 (mod 8)
nije i dovoljan, Sto pokazuje primjer d = 37, gdje je x1 = 146, y; = 24,
pa su sva rjeSenja parna.
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Propozicija 1.3. Ako jednadiba x° — dy?> = 4 ima rjedenja u neparnim
brojevima i ako je x1 + y1Vd njezino fundamentalno rjesenje, onda je

3
x|+ \/E 1 1
<%> = g(ﬁ + 3da1y7) + §(3x%y1 +dy})Vd

fundamentalno rjesenje jednadzbe x> — dy? = 1.

Dokaz: Buduéi da su z1,y; neparniid =5 (mod 8), vrijedi
23+ 3dy? =14+15=0 (mod8), 3z?+dyi=3+5=0 (modS8),

pa su brojevi u; = &(z3 + 3dz1y}) i vi = $(32%y1 + dyf) cijeli. Nadalje,

1
§
u? — dv} = (—m%;dy%) =1.

Pretpostavimo da uj + dv; nije fundamentalno rjesenje jednadzbe (1.1),
te neka je s + t1V/d to fundamentalno rjesenje. To znaci da je

d
1<$1+t1\/8< (%)

3

Uocimo da ne moze biti s; +t;v/d < (1 + ylx/a)/Q, jer bi tada 2s1 + 2t;V/d
bilo rjesenje od (1.7) koje je manje od x; + y1v/d. Takoder, ne moze biti

2
s1+tvd = (%W) , jer broj (2 + dy?)/4 nije cijeli. Zato je

7 i+1
d d
(%) st < (%) (1.8)

i
za i = 11ili i = 2. Mnoze¢i nejednakosti u (1.8) sa (W) , dobivamo

a+bv/d x+yVd
< 5 < 5 R

1

gdje je a® — db? = 4, §to je u kontradikciji s minimalnoséu od (xq,y;). O
Primjer 1.2. Fundamentalno rjesenje jednadzbe

2% — 5y? =4 (1.9)
je 3+ /5, pa je fundamentalno rjesenje jednadzbe

2t — 5yt =1 (1.10)
jednako (% ’

iz Napomene 1.1, moze se dokazati da su sva rjeSenja jednadzbe (1.9) dana

= 9 + 41/5. Koristeéi rekurzivne relacije analogne ovima
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sa x = Loy, y = Fy,, a sva rjeSenje jednadzbe (1.10) sa z = %Lgn, y = %F(jn,
gdje su F}, i L, Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi, definirani sa

F():O, Flzl’ Fn+2:Fn+1+Fna
Lo=2, L =1, Ln+2:Ln+1+Ln-

Konaéno, promotrimo jos i jednadzbu
22— dy? = —4. (1.11)

Ona ne mora imati rjeSenja. Ako jednadzba z? — dy?> = —1 ima rjeenja,
onda i jednadzba (1.11) ima rjeSenja (u parnim brojevima). No, jednadzba
(1.11) moze imati rjeSenja i u neparnim brojevima. To je npr. slucaj za d = 5
(rjesenje je x =y = 1), d = 13,29, 53. Ponovo je nuzan uvjet za postojanje
neparnih rjeSenja d = 5 (mod 8). Analogno Teoremu 1.3 se dokazuje sljedec¢i
rezultat:

Teorem 1.5. Pretpostavimo da jednadiba x> — dy?> = —4 ima rjesenja, te
da je x1 + y1Vd njezino fundamentalno rjesenje. Tada su sva rjesenja te
jednadzbe dana sa

Tn + yn\/a N (-751 + yl\/a
2 N 2

n
> , N neparan.
. z1+y1\/32~ o domie 4 5 2 _ 2 —
Nadalje, | === je fundamentalno rjesenje jednadzbe x= — dy* = 4.

Rezultate iz ovog odjeljka o jednadzbama z? — dy? = +1, +4 ¢emo sumi-
rati i interpretirati u terminima jedinica u realnim kvadratnim poljima, Sto
nam je i bila jedna od motivacija za njihovo proucavanje. Sljedeé¢i korolar je
direktna posljedica Teorema 1.2, 1.3, 1.4 i 1.5 u kojima je dana struktura
skupa svih rjesenja Pellovih jednadzbi.

Korolar 1.1. Grupa jedinica u realnom kvadratnom polju Q(\/E) mma dva
generatora: —1 i eq, gdje je eq = a+bVd ili %ﬁ’ dok je a+bV/d fundamen-
talno rjesenje jedne od Pellovih jednadibi x*> — dy? = +1,+4. Dakle, svaka
se jedinica moZe napisati u obliku L€, n € Z. Generator ¢4 se zove funda-
mentalna jedinica kvadratnog polja @(\/3) Ako je x1 +y1Vd fundamentalno
rjesenje Pellove jednadzbe x> — dy? = 1, onda je x1 + y1Vd = (a + b\/a)”,
gdje je v € {1,2,3,6}.
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Preciznije informacije o eksponentu v su dane u sljedec¢oj tablici, pomoéu
koje v mozemo odrediti iz kongruencijskih svojstava brojeva a, b, d.

d a® — db? b a v primjer
=3 (mod 4) 1 1 d=3
=1,2 (mod 4) 1 =0 (mod 2) 1 d=6
=1,2 (mod 4) -1 =1 (mod 2) 2 d=2
=5 (mod 16) 4 =1 (mod 2) = +3b (mod 8) 3 d=21
=5 (mod 16) —4 =1 (mod 2) = +b (mod 8) 6 d=5
=13 (mod 16) 4 =1 (mod 2) = +b (mod 8) 3 d =45
=13 (mod 16) —4 =1 (mod 2) = +3b (mod 8) 6 d=13

Tablica 1.1: Veza fundamentalnih rjesenja i fundamentalnih jedinica
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1.2 Verizni razlomci i Pellova jednadzbe

Teorem 1.2 i Napomena 1.1 nam pokazuju kako mozemo generirati sva
rjeSenja Pellove jednadzbe x? — dy? = 1 ukoliko znamo njeno fundamen-
talno (najmanje) rjesenje. No, ostaje pitanje kako na¢i to fundamentalno
rjeSenje. Ponekad rjesenje mozemo naci uvrstavajuéi redom y =1,2,3,... 1
provijeravajuéi je li dy? + 1 kvadrat. Medutim, veé i za relativno male d-ove
fundamentalno rjeSenje moze biti vrlo veliko, npr. za d = 94, fundamentalno
rjesenje je 2143295 + 2210641/94. Stoga je potrebno naéi efikasniji nacin za
njegovo nalazenje.

Jedan relativno efikasan algoritam za nalazenje fundamentalog rjesenja
dobit ¢emo iz veze Pellovih jednadzbi s diofantskim aproksimacijama, te
preko njih s veriznim razlomcima. Naime, svako netrivijano rjeSenje jed-
nadzbe z? — dy?> = 1 inducira jako dobru racionalnu aproksimaciju ira-
cionalnog broja v/d. Zaista,

Vi ®
Yy

1 1
= < .
yloe +yvd|  2Vdy?
Poznato je da se sve jako dobre racionalne aproksimacije realnog broja mogu

dobiti iz njegovog razvoja u verizni razlomak.
Neka je a € R. Izraz oblika

(1.12)

a=ay+———7—,

ay +
az +

gdje je ap € Z, te ai,ag,... € N, zove se razvoj broja a u jednostavni
verizni (ili neprekidni) razlomak. Verizni razlomak krace zapisujemo kao
[ap; a1, asg,...]. Brojevi ag, ay, ag, ... se zovu parcijalni kvocijenti, a definiraju
se na sljede¢i nacin:

1
ap = |a), a=a+—, a1=|a1], aa=a1+—, ax=|az],....
a1 Q2

Postupak se nastavlja sve dok je arp # «g. Razvoj u jednostavni verizni
razlomak broja « je konac¢an ako i samo ako je « racionalan broj. Ako je
a = 7%, brojevi ag,ai,az, ... su upravo kvocijenti iz Euklidovog algoritma
primjenjenog na brojeve m i n.
Racionalne brojeve
&:aoﬂ— 1 T = lag;aq,...,ak)

U ay +
as +
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zovemo konvergente veriZnog razlomka. Brojnici i nazivnici konvergenti zado-
voljavaju sljedeée rekurzije:

—_

Pnt2 = Uny2Pnt1 +Pn, Po=ag, p1=apar+1, (p_1 =1, p_o=0),
nt+2 = On42Gnt1 +qns =1, g =ai, (¢-1=0, g2 =1).

Indukcijom se lako dokazuje sljede¢a vazna relacija koja povezuje konver-
gente sa susjednim indeksima:

gnPn—1 — Pndn—-1 = (_1)n. (1.13)

Relacija (1.13) povlaci da je ZQL: <aiac< Z;:ﬁ za svaki k. Nadalje, moze
se dokazati da ako je « pozitivan, onda vrijede sljede¢e nejednakosti:

@<@<%<...SQS...<]§<&<&.
q0 q2 qa s a3 q1
Ako je « iracionalan, onda je limn_mozq’—: = « (za detalje vidjeti [UTB,

Poglavlje 6]).
Postavlja se pitanje koliko dobro konvergente aproksimiraju «. Odgovor
je dan u sljede¢im nejednakostima:

1 1
—<'a—@ <. (1.14)
In(qn + Gnt1) | @

Vrijedi i svojevrsni obrat ove ¢injenice (Legendreov teorem): ako je % racionalan

broj koji zadovoljava nejednakost |av — s‘ < #,

Mi éemo dokazati nesto opéenitiju tvrdnju (Worley [1981], Dujella [2004]).

onda je g konvergenta od a.

Teorem 1.6. Neka je o proizvoljan realan broj, te c pozitivan realan broj.
Ako racionalan broj g zadovoljava nejednakost

(1.15)

tada je
D TPpESpn_1

q TG ESGn1’
za neke nenegativne cijele brojevi n,r, s takve da je rs < 2c¢ (i izbor predz-
naka).

Dokaz: Pretpostavit ¢emo da je a < g. U slucaju a > g, dokaz je
analogan. Takoder ¢emo pretpostaviti da je « iracionalan (za « racionalan
potrebna je mala modifikacija dokaza). Neka je n najveéi neparan broj takav
da je

a < b < bn
q dn
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(Ako je g p1 , onda uzimamo n = —1.) Definirajmo brojeve r i s sa:

D = TPn+1 + SDn,
q = Tqn+1 + Sqn-

Prema relaciji (1.13), determinanta ovog sustava je 1, pa su r, s cijeli bro-

jevi, a kako je Z”E < Z < p” , vrijedir > 01is > 0.

Zbog minimalnosti od n imamo

C
M_B\<'a__'<_.

dn+2 q

Nadalje,

Pni2 1_7' . (an+2Qn+1 + QTL)(rpn-l—l + Spn) — (an+2pn+1 +Pn)(7“Qn+1 + Sqn)

qn+-2 q q4qn+-2
_ SGp42 —T
qqni2
Stoga je
c
q(Sany2 — 1) < CQny2 = ;((San+2 —7)qnt1 +Q),
t].

& C
(sant2 —7)(q = —qnt1) < —¢.
S S
Dalje imamo

1 q— $qp+1 S 1
> = s e 2
SGp4o — T Sq c r+ o

mlm
ﬁl»—t

Tako smo dobili nejednakost (kvadratnu nejednadzbu po 7):
72 — 8742 + Capig > 0. (1.16)
Razlikujemo sada dva slucaja:

1) s2ay,,2 > 4c

Uz ovu pretpostavku je s4a721+2 — 4cs?an1o > (s%an12 — 4c)?, pa za
rjesenje nejednadzbe (1.16) vrijedi da je

1 2c
r< % a0 — sta2 o —dcs?anqo | < =

ili

(8%ap42 — 2¢).

®w | =

1
r > % <32an+2 + \/84a%+2 — 4cs2an+2> >
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Prva moguénost povlaci rs < 2¢. Ako je nastupila druga moguénost,
uvodimo supstituciju ¢t = sa, 2 — r. Broj ¢ je prirodan i vrijedi

P = TPn+1 + Spn = (San+2 - t)pn-i—l + SPn = SPn+2 — tpn-l—la
q = Sqn+2 — tqn+1

i st = s%ap40 —1s < 2c.

1) s%ani2 < 4c

Ako je r < %San+2’ onda rs < %82an+2 < 2¢. Ako je %san+2 <r<
SGn42, onda ponovo definiramo t = sa, 1o — 7 1 vrijedi st < %82an+2 <
2c.

O

Iz nejednakosti (1.12) i Teorema 1.6 (ustvari, ve¢ iz Legendreovog teo-
rema koji je specijalni slu¢aj Teorema 1.6 za ¢ = 1/2) zakljué¢ujemo da za
svako rjesenje Pellove jednadzbe 2% — dy? = 1 vrijedi da je % neka konver-
genta u razvoju od v/d. Broj v/d je kvadratna iracionalnost, pa mu je razvoj
periodi¢an ([UTB, Teorem 6.14]). Stovise, broj v/d+ |v/d] je reduciran (veéi
je od 1, a konjugat —v/d + [V/d| mu je iz (—1,0)), pa mu je razvoj &isto
periodi¢an ([UTB, Teorem 6.15]). Odavde slijedi da v/d ima razvoj oblika:

Vd = [ag; a1, az, - - -, ag_1, 2ag),

gdje je ag = |V/d|. Nadalje, moze se pokazati da vrijedi ”palindromno svo-
jstvo”: ay = ag—1, ag = ay_g, ... ([UTB, Teorem 7.7]).

Sada ¢emo navesti algoritam za razvoj kvadratnih iracionalnosti u verizni
razlomak (za dokaz korektnosti algoritma, vidjeti [UTB, dokaz Teorema

6.14]). Neka je a kvadratna iracionalnost. Prikazemo je u obliku oo = %,

gdje su d,so,tg € Z, tg # 0, d # O i to|(d — s2). Ako je a = V/d, onda
je jednostavno sg = 0, tp = 1. Sada brojeve a; (tzv. parcijalne kvocijente)
racunamo rekurzivno na slijedeé¢i nacin:

2
S; +ap d—siy
I, sip1 =aiti — si,  tipg = ————.

1.17
& > (1.17)

CLZ':L

Uoc¢imo da, iako je « iracionalan broj, ovaj algoritam radi samo s cijelim
brojevima. Pokazuje se da su nizovi (s;) i (¢;) ograniceni. Preciznije, dobije
se da za dovoljno velike indekse 7 vrijedi

0<Si<\/a, 0<ti<si+\/ﬁ<2\/3.

Na taj nacin se upravo i zaklju¢uje da razvoj mora biti periodi¢an (jer
moraju postojati razliciti indeksi j, k takvi da je (s;,t;) = (sg,t)). Odavde
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direktno dobivamo ocjenu za duljinu perioda u razvoju od Vd: od) <
Vd - 2v/d = 2d. Preciznijom analizom odnosa izmedu s; i t; (posebno kon-
gruencije s? = d (mod t;)), dobije se ocjena £(d) = O(v/dInd). Najbolji
poznati rezultat toga tipa je £(d) < #\/&lnd za dovoljno velike d ([Cohn
1977]), a slutnja je (povezana s cuvenom Riemannovom slutnjom) da vrijedi

((d) = O(v/dInlnd).
Izjednacavanjem racionalnih i iracionalnih dijelova u jednakosti

3n+1+\/g

Vi — g1 Pn T DPn—
n d ’
%Qn + qn—1
dobiva se relacija
P2 —dg? = (=1)""t, 1, zasven>—1. (1.18)

Ona nam pokazuje da rjesenja Pellove jednadzbe z? — dy? = 1 odgovaraju
onim n-ovima za koje je (—1)"*1¢,,1 = 1. Nije tesko za vidjeti da je t; = 1
ako i samo ako /i (¢ je duljina perioda). Zato vrijedi

Teorem 1.7. Neka je ¢ duljina perioda u razvoju od v/d.

Ako je £ paran, onda jednadzba x* — dy?> = —1 nema rjesenja, a sva
riesenja od x? —dy? = 1 su dana sa (z,y) = (Pne—1,qne—1), n € N. Posebno,
fundamentalno rjesenje je (po—1,qe—1)-

Ako je £ neparan, onda su sva rjesenja jednadibe x* — dy?* = —1 dana
sa (7,y) = (Pan—1)—1>9(2n—1)i—1), @ sva rjesenja jednadzbe 2?2 —dy? =1
sa (x,y) = (P2ne—1,92n0—-1), n € N. Posebno, fundamentalno rjesenje od
z* — d?f =1 je (p2e—1,q20-1)-

Primjer 1.3. Nadimo fundamentalno rjesenje jednadibe x> — 113y = 1.

Rjesenje: Razvijmo v/113 u verizni razlomak koristeéi algoritam (1.17):

d— s?
apg = 10, 31:a0t0—30:10, t1 = 7 213;
0
10
a; = fl: le, S59=3, ty=8 as=1, s3="5, t5=11;
1

a3:1,54:6,t4:7; a4:2,55:8,t5:7.

Mozemo nastaviti dalje s algoritmom sve dok ne dobijemo (s, tx) = (s1,t1).
No, mozemo i uociti da vrijedi t4 = t5. Ovo ”djelomi¢no” ponavljanje nam
indicira da smo dosli do polovice punog perioda. Naime, vrijedi slijedece:

e ako je s, = Sp11, onda je £ = 2n;

e ako je t, =ty41, onda je £ =2n + 1.
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U nasem slucaju je £ = 9, pa nam svojstvo palidromnosti i ¢injenica da je
zadnji ¢lan u periodu jednak 2ag, omogucava da rekonstruiramo razvoj:

V113 = [10;1,1,1, 2, 2,1, 1, 1, 20].

Da bi izra¢unali fundamenalno rjesenje jednadzbe x? — 113y? = 1, do-
voljno je naéi fundamentalno rjesenje jednadzbe x? — 113y? = —1 (a to je
(ps,gs)) 1 kvadrirati ga (Teorem 1.3).

il-1 0 1 2 3 4 5 6 17 8
a; 0 1 1 1 2 2 1 1 1
pi| 1 10 11 21 32 85 202 287 489 776
| 0 1 1 2 3 8 19 27 46 73

Trazeno fundamentalno rjesenje jednadzbe 22 — 113y% =1 je

(776 4 73v/113)? = 1204353 + 1132961/113.
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1.3 Jednadzba x? —dy?=N

Jednadzba oblika
22 —dy®> = N, (1.19)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i N cijeli broj razlic¢it od
0, naziva se pellovska jednadzba. Jasno je da ovakva jednadzba ne mora
imati cjelobrojnih rjesenja. No, ukoliko ima barem jedno rjesenje, onda ih
ima beskonaéno mnogo. Zaista, ako je x + yv/d rjesenje jednadzbe 1.19, a
u 4 vV/d rjesenje pripadne Pellove jednadzbe 22 — dy? = 1, onda je

(z + yVd)(u +vVd) = (ux + dvy) + (uy + ve)Vd (1.20)
takoder rjesenje jednadzbe (1.19), jer je
(uzx + dvy)* — d(uy + vz)? = (2% — dy?)(u® —dv?) =N -1= N.

Bududéi da Pellova jednadzba ima beskonatno mnogo rjesenja, to iz (1.20)
slijedi da i jednadzba (1.19) ima beskonac¢no rjesenja (uz pretpostavku da
ima barem jedno).

Za dva rjesenja x 4+ yVd i 2’ + y/V/d jednadzbe (1.19) kazemo da su
asocirana ako se jedno iz drugog moze dobiti mnozenjem s nekim rjeSenjem
Pellove jednadzbe kao u formuli (1.20). Lako se provjerava da je na ovaj
nac¢in uvedena relacija ekvivalencije na skupu svih rjesenja jednadzbe (1.19)
(podsjetimo se da je (u+vvd)~! = u—wvv/d, §to povlaéi simetriénost). Redi
¢emo da medusobno asocirana rjeSenja tvore jednu klasu rjesenja. Nije tesko
za vidjeti da su = + yv/d i 2/ + y/v/d asocirani ako i samo ako vrijedi

vz’ =dyy’ (mod N), xy =2’y (mod N)

(pogledati dokaz Teorema 1.1).

Neka je K jedna klasa rjeSenja, te neka su njeni elementi z; + y;V/d,
i=1,2,3,.... Tada klasu koja se sastoji od rjesenja x; — y;v/d oznacavamo
s K i kazemo da je konjugirana klasi K. Ako vrijedi da je K = K, onda
kazemo da je klasa K dvoznacna.

Medu svim elementima klase K odabrat é¢emo jedan, z* + y*v/d, kojeg
¢emo zvati fundamentalno rjesenje jednadzbe x> —dy? = N u klasi K. Biramo
ga tako da y* poprimi najmanju mogucu nenegativnu vrijednost medu svim
elementima z+y+v/d u klasi K. Ovim je zahtjevom i z* jednoznaéno odreden,
osim u sluc¢aju kada je K dvozna¢na. Ako je K dvoznacna, onda izabiremo
x* tako da zadovolji i dodatni uvjet da je z* > 0. Uoc¢imo da |z*| poprima
najmanju mogucéu vrijednost unutar klase K.

Teorem 1.8. Neka je u+vv/d fundamentalno rjesenje jednadzbe x> —dy* =
1. Tada za svako fundamentalno rjesenje x* +vy*Vd jednadzbe z? —dy? = N
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vrijede nejednakosti:

0<y" < ——/IN],

2(u+¢)

1
u+¢)|NJ,

27 < 4/ 5

gdjejec =1 akoje N >0, aec = —1 ako je N < 0. Posebno, fundamentalnih
rjesenja (pa i klasa rjesenja) ima konacéno mnogo.

Dokaz: Dokazat ¢emo tvrdnju za N < 0. Dokaz za N > 0 je analogan.
Definirajmo cijele brojeve 2,y sa 2’ +1y/v/d = (z* +y*Vd)(u — dv/d), gdje
je d =1 ako je z* > 0,ad = —1 ako je z* < 0. Tada 2’ + y'v/d pripada istoj
klasi kao i 2* + y*V/d, pa zbog minimalnosti od y* zakljuéujemo da je

Y =uy" —ovz* >y,
sto povlaci v|z*| < (u — 1)y*. Kvadriranjem dobivamo
V(dy™? + N) < (u® = 2u+ 1)y*?,
tj. y*%(2u — 2) < |N| - v?, pa dobivamo trazenu nejednakost za y*. Sada je

B 2 N2 (1 —
x*dey*2+N§ dNv LN N(u 2u+1):\N\ (u 1).
2u — 2 2u — 2 2

Primjer 1.4. Rijesimo jednadibu x> — 6y> = —29.

Rjesenje: Fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe z? —6y? =
1 je 5+ 2v/6. Stoga za fundamentalna rjesenja polazne jednadzbe vrijede
nejednakosti 0 < y* < 3, |2*| < 7. Lako se provjeri da su jedina rjesenja
koja zadovoljavaju te nejednakosti 5+3v/6 i —543+/6 (i ona nisu asocirana).
Dakle, sva rjeSenja su dana sa

24+yv6==+5+3V6)(5+2V6)" ili z+yV6=+(—5+3V6)(5+2V6)",

zan € Z. To zna¢i da imamo dva niza rjesenja (u prirodnim brojevima):

o =05, Yo =3; x1 =61, y1 =25; xpy2 = 102p41—2p, Ynt2 = 10Ypt1—Yn,

xo = =5, yo=3; ¥} =11, y; =5 2510 = 1023, 1 =27, Yo = 10yp1—Yy
¢

Propozicija 1.4. Pretpostavimo da je |[N| < \/d. Ako je x + y\/d rjesenje

jednadzbe x> — dy?> = N, onda je £ neka konvergenta u razvoju u veriini

Yy
razlomak od \/d.
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Dokaz: Pretpostavimo najprije da je N > 0. Tada je z > yV/d, pa je

N N 1
0<Z-Vd= < <.
y ylx+yvd)  2Vdy? 2y

1z Legendreovog teorema slijedi da je % neka (neparna) konvergenta od v/d.
Neka je sada N < 0. Tada je z < yV/d, pa imamo

1 N N 1
sy L _ N N

v VA i b yVd) e 2

Zakljucujemo da je ¥ neka konvergenta od %. No, ako je £ i-ta konvergenta
od %, onda je ¥ (i — 1)-va konvergenta od v/d. O

Dakle, rjesivost jednadzbe z? — dy?> = N u relativno prostim cijelim
brojevima x,y, ako je |[N| < v/d, mozemo ustanoviti tako da v/d razvijemo

u verizni razlomak, te provjerimo zadovoljava li neka od prvih 2¢ konvergenti
relaciju

p; —dgi = (=1)"" i = N.
Ako |N| nije puno veéi od v/d (npr. |N| < 4v/d), onda mozemo koristiti
Teorem 1.6 umjesto Legendreovog teorema. Pritom koristimo relaciju

(rp; £ spl-,l)2 —d(rg; £ sqi,l)2 = (—1)”1(7“2@“ — % F 2rssiy1). (1.21)

Za rjeenje xo + yoVd kazemo da je primitivno ako su zg i yo relativno
prosti. Ako je (zo,y0) = g, onda je % + y—gO\/E primitivno rjesenje jednadzbe
N

22 —dy? = ek

Primjer 1.5. Neka je k prirodan broj. Odrediti sve prirodne brojeve N takve
da je N < 4k i da jednadzba

2 — (K> + 1)y =N
mma primitivno rjesenje.
Rjesenje: Imamo da je
T N 2k 2
0<§—\/l<:2—+1<2\/kz_+1y2<my2<?.
Po Teoremu 1.6, brojevi x i y imaju oblik = rp; &+ sp;—1, y = rq; £ sqi—1,
gdje je rs < 4. Broj v/k2 + 1 ima vrlo jednostavan razvoj u verizni razlomak:

VEZ +1 = [k;2k].

Nadalje, s; = k, t; = 1 za svaki ¢ > 1. Zato je u formulu (1.21) dovoljno
uvrstiti ¢ = 1, te (r,s) = (1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1). Dobivaju se
sljedece vrijednosti od N koje zadovoljavaju uvjet 0 < N < 4k:

N =1, 2k, 4k — 3 (za svaki k € N),
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te jos dodatno N = 10 za k = 3 (Sto je jednako 6k — 8). O

Opisat ¢emo opéi algoritam kojim se rjesavanje jednadzbe z2 — dy?> = N
za |N| < v/d moze svesti na rjesavanje jednadzbe 22 — dy?> = N, gdje je
IN'| > Vd. Konstrukcija koja se pritom koristi dat ée nam i novi dokaz

konac¢nosti broja klasa rjeSenja, te ocjenu za broj klasa koja neée ovisi o
veli¢ini fundamentalnog rjesenja pripadne Pellove jednadzbe.

Lema 1.2. Ako je xy + yo/d primitivno rjesenje jednadzbe x> — dy? = N,
L . IN| .
onda postoji cijeli broj k, |k| < 5+, sa svojstvom

xo = kyo (mod N),
k* =d (mod N).

U tom slucaju kazemo da rjesenje xo + yov/d pripada broju k.

Dokaz: Bududi da su xp i yo relativno prosti, to su i yo i N takoder
relativno prosti. Stoga postoji k € Z takav da je kyg = z¢p (mod N). Broj k
mozemo izabrati iz bilo kojeg potpunog sustava ostataka modulo IV, a tako i
iz onog s najmanjim ostacima po apsolutnoj vrijednosti, koji sadrzi ostatke
koji su < |7N‘ Nadalje,

w2 —dyi =k —dyt=0 (mod N),
pa je k> =d (mod N). O

Lema 1.3. Dva primitivna rjesenja jednadzbe x> — dy?> = N su asocirana
ako i samo ako pripadaju istom broju.

Dokaz: Neka su zo+yoVd i 21 +y1V/d dva primitivna asocirana rjesenja
jednadzbe 22 —dy? = N. Tada postoji rjesenje u+vv/d jednadzbe 22 —dy? =
1 tako da je

r1 = zou + dyov, Y1 = TU + You.

Ako zo + yoV/d pripada broju k, onda vrijedi
ik = zovk + youk = yovk® + zou = dyov + Tou = 1 (mod N),
pa i z1 + y1V/d pripada broju k.
Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da rjesenja zo + yovd i 21 + y1v/d
pripadaju istom broju k. Tada je
zoz1 = K yoy1 = dyoyr  (mod N) i woy1 = kyoy1 = yor1  (mod N),
pa su rjeSenja asocirana. ]

Korolar 1.2. Neka je N kvadratno slobodan cijeli broj. Broj klasa rjesenja
jednadzbe x> — dy?* = N je < 2°N) | gdje je w(N) broj prostih faktora od N.
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Dokaz: Buduéi da je N kvadratno slobodan, sva rjeSenja su primitivna.
Po Lemi 1.3, broj klasa je manji ili jednak broju moguéih k-ova, tj. broju
rjesenja kongruencije 22 = d (mod N). Neka je N = pips - - “Pu(N)- La svaki
i=1,2,...,w(N), kongruencija #?> = d (mod p;) ima najvise dva rjesenja,
pa je (po Kineskom teoremu o ostacima) broj rjeSenja kongruencije 22 = d

(mod N) manji ili jednak 2<(V). O
Napomena 1.2. U opéem slucaju, kada je N = pi*---pfm, moze se
pokazati da je broj rjesenja jednadzbe z?> — dy?> = N odozgo omeden s

[[:%, (e +1). Naime, ovdje treba uzeti u obzir i neprimitivna rjesenja. Tako,
npr. kada je N = p*’*1 onda promatramo jednadibe z? — dy? = p?7*! za
0 <~ < 8. Svaka od njih ima najviSe dvije klase primitivnih rjeSenja, pa je
ukupan broj klasa < 2(841). Ako je N = p*5, onda promatramo jednadzbe
2?2 —dy? = p*? za 0 < v < . Za v = 0 imamo toéno jednu klasu rjesenja,
a za v > 1 najviSe dvije klase primitivnih rjeSenja, pa je ukupan broj klasa
<1+26.

Neka je k? = d (mod N). Definirajmo M = L];d. Moze se pokazati da
jednadzba 2% — dy?> = N ima rjesenje koje pripada broju k ako i samo ako
jednadzba X2 — dY? = M ima rjesenje koje pripada broju k. Nadalje, veza
medu rjesenjima ovih dviju jednadzbi je dana sa:
dY + kX X +kY

M M
(ovdje predznak izabiremo tako da brojnici budu djeljivi s M). Pretpostavimo
da je |[N| > v/d. Ako je k> — d > 0, onda je

k* _ N?/4 |N|

‘M’<—S - )
IN| — [N 4

x = (1.22)

)

a ako je k* —d < 0, onda je

Stoga u konaéno mnogo koraka dolazimo do jednadzbe oblika 22 — dy? =
M’ u kojoj |M’| < V/d, koja se moze rijesiti pomoéu veriznih razlomaka
(Propozicija 1.4).
Primjer 1.6. DokaZimo da jednadzba x> — 13y = 53 ima rjesenja.
Rjesenje: Promotrimo kongruenciju k2 = 13 (mod 53). Ona ima rjesenja
k = 415. Pripadni M je jednak 4, a pripadna jednadzba je X2 — 13Y?2 = 4.
Znamo da ova jednadzba mora imati rjesenja, a najmanje je X + YVd =
11+ 3+/13. Stoga i polazna jednadzba ima rjesenja. Koristeéi formule (1.22),
dobivamo da je jedno rjeSenje
‘13-3—1—11-15 11+15-3
r=|— _—

4

| s |

‘:14.



Poglavlje 2

Ternarne kvadratne forme

2.1 Legendreov teorem
Promatrat ¢emo ternarne kvadratne forme
Q(z,y,2) = Ax* + Bay + Caz + Dy* + Byz + F2* (2.1)

s racionalnim koeficijentima (tj. homogene polinome drugog stupnja u tri
varijable). Zanimaju nas kriteriji za odredivanje ima li jednadzba Q(x,y, z) =
0 netrivijalnih racionalnih rjesenja (z,y, z) (rjesenje (x,y, z) = (0,0,0) ¢emo
zvati trivijalnim). Jasno je da je za ovakvu (homogenu) jednadzbu rjesivost
u racionalnim brojevima ekvivalentna rjesivosti u relativno prostim cijelim
brojevima (mnozimo sa zajednickim nazivnikom; dijelimo sa zajednickim
faktorom).

Neka je A = [o;] nesingularna 3 x 3 matrica s racionalnim koeficijentima.
Tada za formu

g9(z,y,2) = flanz + a2y + a132, @21 + a2y + a3z, a31 + 32y + 332)

kazemo da je ekvivalentna formi f. Na taj nacin o¢ito dobivamo relaciju
ekvivalencije. Nadalje, vrijedi da jednadzba f(x,y,z) = 0 ima netrivijalno
rjeSenje ako i samo ako jednadzba g(z,y,z) = 0 ima netrivijalno rjesenje
(zato ¢emo i za te dvije jednadzbe govoriti da su ekvivalentne).

Lema 2.1. Jednadzba Q(z,y,z) = 0 ekvivalentna je nekoj jednadzbi oblika
azx® 4+ by? + cz* =0,

gdje su a, b, c cijeli brojevi. Ako je abc # 0, onda se a,b, c mogu izabrati tako
da budu kvadratno slobodni i u parovima relativno prosti.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je A £ 0. U protivnom, polaznu formu
mozemo zamijeniti njoj ekvivalentnom formom koja ée imati to svojstvo.
Zaista, neka je Q(xo,y0,20) = a # 0. Postoji nesingularna matrica A kojoj

23
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je prvi stupac xg, Yo, 20- Primijenimo li supstituciju s matricom 4 na formu

@, dobivamo formu oblika ax?+ - - -. Dakle, imamo A # 0. Sada supstitucija

r—z— 2 y;‘cz eliminira ¢lanove uz xy i xz, tj. dobivamo jednadzbu oblika

Ax?+ Dy + Elyz+ F'22 =0.

Ako D', E', F' nisu svi jednaki 0, onda slicno kao gore mozemo pretpostaviti
da je D’ # 0. Primjenom supstitucije y — y — 51/)2/ eliminiramo ¢lan uz yz i
dobivamo jednadzbu oblika

ax? + by + cz* =0, (2.2)

a,b,c € Q. Mnozedi sa zajednickim nazivnikom, mozemo pretpostaviti da
su a,b,c € Z.

Ako sada npr. a nije kvadratno slobodan (i razlicit je od 0), tj. a = a’a”?,
onda supstitucijom z + -7 dobivamo jednadzbu oblika (2.2) u kojoj je a
kvadratno slobodan. Dakle, mozemo postiéi da su a, b, ¢ kvadratno slobodni.
Dijeleé¢i sa zajednickim faktorom, mozemo postiéi da je (a,b,c) = 1. Pret-
postavimo da a, b, ¢ nisu u parovima relativno prosti. Neka je npr. p prost
broj koji dijeli b i ¢, tj. b = pb’, ¢ = pc’. Supstitucijom x — pz dobivamo
jednadzbu

paz® +by? + 22 =0.
Na ovaj na¢in mozemo ukloniti sve eventualne zajednicke faktore dvaju od
brojeva a, b, ¢, te posti¢i da na kraju a, b, c budu u parovima relativno prosti.
O

U daljnjem ¢emo promatrati forme oblika az?+by?+cz2, gdje a, b, ¢ zado-
voljavaju uvjete iz Leme 2.1. Ti uvjeti se mogu objediniti tako da trazimo
da je abc kvadratno slobodan. Takoder ¢emo pretpostavljati da je forma
negenerirana, $to zna¢i da je abc # 0. (Ako je a = 0, onda jednadzba
by? + cz?> = 0 ima netrivijalno rjesenje ako i samo ako je —bc kvadrat cijelog
broja. A ako su b i ¢ kvadratno slobodni i relativno prosti, to je mogude
samo za bc = —1.)

Teorem 2.1 (Legendre). Neka su a,b,c cijeli brojevi razli¢iti od 0, takvi
da je broj abc kvadratno slobodan. NuzZan i dovoljan uvjet da bi jednadzZba
ax? + by? + cz% = 0 imala netrivijalno rjesenje u racionalnim brojevima je
da

1) brojevi a,b, c nisu svi pozitivni niti svi negativni;

2) broj —bc je kvadratni ostatak modulo a,
broj —ac je kvadratni ostatak modulo b,
broj —ab je kvadratni ostatak modulo c.

Dokazimo najprije dvije leme. Prva govori o tome kako linearna ho-
mogena kongruencija uvijek ima relativnho mala netrivijalna rjesenja, dok
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druga govori o tome kako mozemo kombinirati faktorizacije kvadratne forme
na linearne faktore po razlicitim modulima. Mi ¢emo to iskoristiti da bi nasu
formu (2.2) faktorizirali modulo abc, te pomo¢u dobivenih linearnih faktora
nasli "malo” rjeSenje promatrane kongruencije. Bude li to rjesenje dovoljno
malo, kongruenciju ¢emo moci zamjeniti jednakoséu i time dokazati teorem.

Lema 2.2. Neka su A\, p, v pozitivni realni brojevi takvi da je Auv = m € Z.
Tada kongruencija

ar+ By+vz=0 (mod m)

(s cjelobrojnim koeficijentima) ima netrivijano rjesenje x,y,z takvo da je
[zl <Ayl <, |zl < v

Dokaz: Neka x prolazi skupom {0, 1,...,[A]}, y skupom {0,1,..., |u]},
a z skupom {0,1,...,|v]}. Tako dobivamo (1 + |A])(1 + [x])(1 + [v]) ra-
zlicitih trojki (x,y, z). Kako je (14 [A])(1 + [u])(1 + [v]) > Auv = m, po
Dirichletovom principu postoje dvije razli¢ite trojke (z1,y1,21) 1 (2, Y2, 22)
za koje vrijedi

azy + fy1 + vz = axg + Pya + vz (mod m).
Sada je
a(z1 —x2) + B(y1 —y2) +7(21 — 22) =0 (mod m),
te [r1 — x| < [A] <A, Jy1 — 2| <, |21 — 2] S O

Lema 2.3. Neka je (m,n) = 1. Ako se ax®+by*+cz? faktorizira na linearne
faktore modulo m i modulo n, onda se faktorizira na linearne faktore modulo
mn.

Dokaz: Po pretpostavci je

az® + by? + c2* = (a1x + Bry + 112)(wz + Boy 4+ Y22)  (mod m),
az® + by? + c2* = (azx + B3y + y32)(oux + By + v42)  (mod n),

gdje su g, Bi,vi € Z.
Po Kineskom teoremu o ostacima, postoje a, 3,7, 3,7 € Z sa svoj-

stvima:
a=a; (modm), a=a3 (mod n);
B=p (modm), [=p; (modn);
y=m (modm), =73 (modn);
o =ay (modm), o =a4 (modn);
B'=p2 (modm), p'=ps (modn);
( )

mod m), ' =74 (modn).
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Tada kongruencija
az® + by? + c2? = (ax + By + v2)(dz + 'y ++'2)

vrijedi i modulo m i modulo n, pa vrijedi i modulo mn. O

Dokaz Teorema 2.1:

Nuznost: Ako az? + by? + cz? = 0 ima cjelobrojno rjesenje (g, yo, 20) #
(0,0,0), onda je jasno da a,b,c ne mogu svi biti pozitivni (jer bi tada bilo
azd+by2 +cz2 > 0), niti svi negativni. Dijeleéi s (o, yo, 20) ako je potrebno,
mozemo pretpostaviti da su zg, yg, 20 relativno prosti.

Dokazimo sada da je (¢,z9) = 1. Pretpostavimo da prost broj p dijeli
c i 9. Tada p|by?, ali p 1 b, pa mora biti plyp. No, tada p?|c23, pa jer je ¢
kvadratno slobodan, imamo da p|zy. To je kontradikcija s (xo,yo,20) = 1.
Dakle, zaista je (¢, xg) = 1.

Zato postoji u € Z takav da je uzg =1 (mod c¢). Promotrimo kongruen-
ciju

azxf + by =0 (mod c).
Mnozeéi ju s u?b, dobivamo (ubyp)? = —ab (mod c), §to upravo znaci da je
—ab kvadratni ostatak modulo c¢. Sasvim na isti nacin se dokazuju analogne
tvrdnje za —ac i —bec.

Dovoljnost: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a >
01ib,c <0 (uotimo da ako a,b,c zadovoljavaju uvjete teorema, onda ih
zadovoljavaju i —a, —b, —c).

Neka je 2 = —ab (mod c), te aa; = 1 (mod ¢) (r i a; postoje po pret-
postavkama na a,b,c). Tada je

az® 4+ by? + ¢z = ax® + by? = aai(ax® + by?) = ay(a®x* + aby?)

al(a2x2 — r2y2) = ay(ax — ry)(ax + ry)

= (z —aryry)(ax +ry) (mod c).

Dakle, az?® + by? + cz? je produkt linearnih faktora modulo ¢, a sasvim
analogno i modulo a i modulo b. Primijenimo li Lemu 2.3 (dvaput), dobivamo
da vrijedi

azr® + by? + c2* = (ax + By + v2)(d'z + By ++'2) (mod abc).  (2.3)
Sada ¢emo primijeniti Lemu 2.2 na kongruenciju
ar + py+v2z=0 (mod abe) (2.4)

uz A = Vbe, p = \/M, v = \/w. Zaklju¢ujemo da postoji netrivijalno
rjesenje (x1,y1,21) kongruencije (2.4) koje zadovoljava |z1| < vbe, |y1| <
Vlacl, |z1] < v/]ab]. Uocimo da v/be moze biti cijeli broj samo ako je be = 1,
tj. b = ¢ = —1. Slican zakljuc¢ak imamo i za preostala dva korijena. Stoga
smo dobili slijedece:
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2?2 < be i jednakost vrijedi samo za b = ¢ = —1;
y? < —ac i jednakost vrijedi samo za a = 1, ¢ = —1;
22 < —ab i jednakost vrijedi samo za a =1, b= —1.
Promotrimo najprije slu¢aj b = ¢ = —1. Sada uvjet teorema postaje da

je —1 kvadratni ostatak modulo a. No, dobro je poznato (vidi [UTB, Teorem
4.7) da se tada a moze zapisati kao suma dva kvadrata: a = y3 + 22, pa

jednadzba ax? + by? + cz? = az? — y?> — 22 = 0 ima netrivijalno rjesenje
(‘T’ Y, Z) = (1’ Yo, ZO)-

Dakle, sada mozemo pretpostaviti da nije b = ¢ = —1. U tom slucaju
imamo

az? 4 by} + 2} < az? < abe,
ax? 4+ byt + czi > byi + czi > b(—ac) + c(—ab) = —2abc,

tj. —2abe < ax? + by? + cz? < abe. No, zbog (2.3) i (2.4) vrijedi i az? +
by? + c2? =0 (mod abe). To znaci da imamo samo dvije moguénosti (samo
su dva visekratnika od abc u intervalu (—2abc, abc)):

axd + byt +czi =0 ili  axt+ by} + czf = —abe.

Ako je nastupio prvi sluc¢aj, onda smo nasli netrivijalno rjeSenje proma-
trane jednadzbe i dokaz je gotov. U drugom slucaju ¢emo modificirati tro-
jku (z1,y1, 21) da bi pomoéu nje ipak dobili rjeSenje promatrane jednadzbe.
Definirajmo: xo = —by1 + z121, yo = ax1 + Y121, 22 = z% + ab. Imamo
c(2} + ab) = —ax? — by?, pa je

cz2 = —(az?+by?) (22 4ab) = —a(=by1+x121)2—blaxi+y121)? = —ax3—by3.
Dakle, (x2,y2, 22) je trazeno rjeSenje. Treba jos samo provjeriti Sto se dogada
u sluéaju kada je ovo rjesenje trivijalno. Tada je z} = —ab, pa jer je ab

kvadratno slobodan, mora biti a = 1, b = —1. Dakle, imamo jednadzbu
22 —y? +c2z? = 0, koja ocito ima netrivijalno rjesenje (x,y,2) = (1,1,0). O

Primjer 2.1. Ispitajmo ima li diofantska jednadzba
Qx,y,2) = 2% + 3y + 52% + Ty + Yyz + 11z = 0
netrivijalnih cjelobrojnih rjesenja.

Rjesenje: Zelimo dobiti ekvivalentnu jednadzbu oblika ax? + by? + c2? =
0, pa postupamo kao u dokazu Leme 2.1. Najprije iz

7 .11 \? 37, 101, 41
Qz,y,2) = (95 ToyT 7»?) - Z?JQ - 722 A
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dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
glx,y,2) = 42 — 37y* — 10122 — 41yz = 0,

a potom iz g(x,y,z) = 4x? — 37 (y + %z)2 — 1?237,22 dobivamo jednadzbu
37 (4x)? — (T4y)? — 1326722 = 0. Konacno, eliminacijom kvadratnih faktora

dolazimo do jednadzbe

h(z,y,z) = 372 — y* — 132672% = 0

na koju mozemo primijeniti Legendreov teorem.
Vidimo da koeficijenti nisu istog predznaka. Nadalje, brojevi 37 i 13267
su prosti, pa jos samo treba provjeriti da su Legendreovi simboli (%) i

(=L3257) jednaki 1. Oba ova simbola su jednaka (132%7), pa racunamo

(27)-()- () - (3)-

Prema tome, polazna jednadzba ima netrivijalno rjesenje. U idué¢em poglavlju
¢emo vidjeti kako se to rjeSenje moze nadi. &
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2.2 Algoritmi za nalazenje netrivijalnih rjesenja

Kao §to smo vidjeli u prethodnom poglavlju, Legendreov teorem nam daje
relativno efikasnu metodu za ispitivanje postojanja netrivijalnih nultocaka
ternarne kvadratne forme. Preciznije, algoritam koji koristi Legendreov teo-
rem ima subeksponencijalnu slozenost, jer je njegov najzahtjevniji dio fak-
torizacija brojeva a, b, ¢ na proste faktore, koja je nuzna da bi mogli testirati
jesu li zadovoljeni uvjeti s kvadratnim ostacima.

Postavlja se pitanje, nakon §to smo ustanovili postojanje netrivijalnog
rjesenja, kako pronaéi barem jedno takvo rjesenje (ili ¢ak sva rjesenja).

Prikazat ¢emo dva algoritma za nalazenje jednog netrivijalnog rjesenja.
Prvi algoritam je zasnovan na preciznim ocjenama (preciznijim od onih koje
slijede iz gornjeg dokaza Teorema 2.1) koje mora zadovoljiti barem jedno
netrivijalno rjesenje.

Teorem 2.2 (Holzer). Neka je broj abc kvadratno slobodan, te a > 0 i
b,c < 0. Ako jednadzba
az® +by? + ¢z =0 (2.5)

1ma netrivijalno rjesenge, onda postoji barem jedno netrivijalno rjesenje koje
zadovoljava nejednakosti

2| < Voe, |yl < V]acl, 2| < +/lab].

Dokaz: Neka je (zo,y0,20) rjeSenje od (2.5) u relativno prostim broje-
vima. Pretpostavimo da je |xg| > Vbe. Pokazat ¢emo da tada postoji rjesenje
(x,y,2) od (2.5) ukojem je |z| < |zg|. Nastavljajuéi isti postupak, dolazimo
do zakljucka da mora postojati rjesenje u kojem je |z| < v/be. No, tada je
bly? < ax? < abe, pa je |y| < v/Jac], a slicno i 2| < /]ab].

Pokazimo dakle kako se moze dobiti rjesenje u kojem je |z| < |zl
Stavimo

r=x9+tX, y=yo+tY, z=zy+1tZ, (2.6)

gdje su X,Y, Z cijeli brojevi koje ¢emo na prikladan nacin izabrati malo
kasnije. Moze se reéi da smo povukli (projektivni) pravac kroz (projek-
tivnu) racionalnu tocku na (projektivnoj) koniki. Zato ocekujemo da ¢e se
pravac i konika sje¢i u jos jednoj tocki. Zaista, uvrstavanjem (2.6) u (2.5),
te kracenjem s t (slobodni ¢lan je jednak nula jer je (xo,yo,20) rjesenje),

dobivamo
2(axoX + byoY + c202)

t —
aX?2+bY2+cz?

Stoga je
or = xo(aX2 +bY? + cZQ) —2X (axoX + byoY + cz202),
6y = yo(aX? 4+ bY?% + cZ?) — 2Y (azoX + byoY + c2Z),
6z = 29(aX? +bY? 4 cZ?) — 2Z(azo X + byoY + c202).
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gdje je § zajednicki djelitelj triju izraza na desnoj strani.

Pretpostavimo sada da dla i §|(yoZ — 20Y"). Pokazat ¢emo da su tada
x,, z cijeli brojevi. Dovoljno je dokazati da §|(bY 2+ cZ?) i §|(byoY +czZ).
1z ax% —i—byg —i—czg = 0 i pretpostavke da su xg, yo, 2o relativno prosti, te a, b, c
kvadratno slobodni i u parovima relativno prosti, slijedi da je (9, beypzg) = 1.
Sada imamo:

bY? +cZ? =y, 2Y2(byO +c22) = —axdy;?Y? =0 (mod §),
byoY +cz20Z = yy 'Y (byd +¢22) =0 (mod §),

¢ime smo dokazali da su stvarno z, v, z cijeli brojevi. Zelimo izabrati §, X, Y, Z
tako da |z| bude §to manji. Imamo:

5 byoY Z\% b
o <X+ m) + o (oZ — 20Y)% (27)
axgo Ty

Odaberimo sada Y i Z kao rjeSenja linearne kongruencije ygZ — 20Y = 6.
Dalje se dokaz malo razlikuje u ovisnosti o parnosti od a. Neka je najprije
a paran. Tada stavljamo § = 5, a za X izabiremo najblizi cijeli broj broju
—W (da bi minimizirali prvi pribrojnik na desnoj strani u (2.7)).
Tada iz (2.7) dobivamo

Ll 1 be 1
2wo] 4 2@ 2

tj. |z| < |xol, Sto se i trazilo.

U slucaju kada je a neparan, potrebna je malo modifikacija da bi dobili
isti zakljucak. Sada je § neparan. Ako su desne strane u jednakostima za
dx, oy i 0z parne, onda su djeljive s 20, a to zna¢i da u (2.7) mozemo
0 zamijeniti s 2. Stavljamo § = a, te X izabiremo kao najblizi cijeli broj

broju — by(ﬂ;+zoZ koji zadovoljava dodatno svojstvo da je broj aX +bY +cZ

paran. Dobivamo 2% < 141, te ponovo |z| < |zg|. O

Holzerov teorem nam daje moguénost nalazenja netrivijalnog rjeSenja
jednadzbe (2.5) testiranjem svih parova x,y takvih da je 0 < z < \/W,
0<y< \/@ i ispitivanjem je li broj —ijgﬁ kvadrat cijelog broja. O al-
goritmima za efikasno testiranje je li dani prirodni broj kvadrat moze se naci
u skripti iz kolegija Teorija brojeva u kriptografiji, Poglavlje 2.8. No, parova
koje treba ispitati ima priblizno |c| \/w , pa ovo daje prilicno neefikasan (ek-
sponencijalni) algoritam na nalazenje rjesenja. Prikazat ¢emo dva efikasnija
algoritma. Prvi koristi Holzerov teorem i op¢u ideju za nalazenje rjeSenja
jednadzbe oblika y? = f(z1,...,7,). Ona se sastoji u tome da se za do-
voljan broj prostih brojeva p eliminiraju (“prosiju”) vrijednosti (z; mod
p,..., Ty, mod p) za koje f(z1,...,x,) nije kvadrat modulo p. Relativna
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efikasnost ove metode lezi u ¢injenici da su samo pola elemenata iz reduci-
ranog sustava ostataka modulo p kvadratni ostaci modulo p (vidi [UTB,
Teorem 3.1]).

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je |a] < [b] < |¢].
Tada je |y| < ¢, pa je y u potpunosti odreden s y mod ¢, a to povlaci da
je y skoro u potpunosti odreden s x. Zaista, ako je y = rz (mod |c|), onda
je r rjesenje kongruencije br? = —a (mod |¢|). Ova je kongruencija sigurno
rjesSiva po Legendreovom teoremu, a broj rjeSenja joj ovisi o broju prostih
faktora od |c|. Kongruenciju mozemo efikasno rijesiti u koliko nam je poznata
faktorizacija broja |c| na proste faktore. Sljedeéi algoritam sito (zg, M, r)
nalazi rjeenje (rjesive) jednadzbe az? + by? + cz?2 = 0, koje zadovoljava
granice iz Holzerovog teorema, te dodatne uvjete da je z = z¢ (mod M),y =
rx (mod |c|). Poziva se sa sito (0, 1, r) za sve r koji su rjeSenje kongruencije
br? = —a (mod c).

Rekurzivni algoritam sita za ax? + by2 +e¢22=0

sito (xg, M, r) =
p najmanji prost broj koji ne dijeli M - ¢
for 21 = x to max(p - M, \/|bc|) step M,
y1 =r -z mod ||
if (pt 21 and p1yp) then
if (—(a-23+b-y?)-c! je kvadrat modulo p) then
if (p- M > +/]bc]) then
n=—(a-2f+b-yf)/c
if (22 je kvadrat) then print (z1, y1, /22)
else sito (z1, p- M, r)

Druga metoda koju ¢emo prikazati naziva se metoda silaska i analogna je
metodi za rjeSavanje pellovskih jednadzbi koju smo opisali na kraju Poglavlja
1.3. Ovdje je ideja polaznu jednadzbu zamijeniti s jednadzbom koja ima
manje koeficijente, te taj postupak (“silazak”) nastaviti sve dok ne dodemo
do jednadzbe koja ima ocito rjesenje.

Ponovo kreéemo od jednadzbe az? + by? + cz? = 0 u kojoj su a,b,c
kvadratno slobodni i u parovima relativno prosti, te zadovoljavaju uvjete
“lokalne rjesivosti” iz Legendreovog teorema. Mnozenjem jednadzbe sa c, te
supstitucijom z — %, dobivamo jednadzbu oblika

w? = Az? + By?, (2.8)

gdje je A = —ac, B = —bc, pa su A, B kvadratno slobodni. Mozemo pret-
postaviti da je |A| < |B|, a takoder i da je |B| # 1 (jer ako je B = 1, onda
imamo o¢ito rjesenje (z,y,w) = (0,1,1), a ako je B = —1, onda je A = 1,
pa imamo o¢ito rjesenje (z,y,w) = (1,0,1)).
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Izaberimo sada 0 < r < @ tako da je r? = A (mod |B|). Takav r postoji
jer je po pretpostavci —ac kvadratni ostatak modulo b, pa postoji r; takav
da je r{ = A (mod |b]). Sada izaberemo r tako da vrijedi » = 1 (mod |b|)
ir =0 (mod |c|). Stavimo > — A = BQ = BB'd? gdje je B’ kvadratno

slobodan. Tada je

o5 < 5 ] <21
Uz supstituciju
rX —Ww Y —AX +rW
T2 a0 YT Ba T2 A
jednadzba (2.8) postaje
W?=AX?+ B'Y2 (2.9)

Zaista,
B'Y? = B'B2d?y? = (2 — A)By? = (r* — A)(w® — Az?) = W? — AX2

Dakle, dobili smo jednadzbu istog oblika, ali s manjim koeficijentima (po
apsolutnoj vrijednosti). Postupak nastavljamo sve dok ne dobijemo A =1
ili B=1.

Algoritam silaska za w? = Ax? + By?

silazak (A, B) =
if (JA| > |B|) then (y,z,w) = silazak (B, A)
if (A =1) then return (1,0,1)
if (B = 1) then return (0,1,1)
nadir € [0,1,...,|B|/2] takav da je 7> = A (mod |B])
neka je dy najvedi kvadrat koji dijeli Q = (r?> — A)/B
B = Q/dy, d = /5
(X,Y,W) = silazak (4, B’)
y=BdY, z=rX -W, w=—-AX +rW
return (x,y, w)

Opisani algoritam silaska daje prilicno efikasnu metodu na nalazenje
netrivijalnih rjeSenja promatrane jednadzbe. Buduéi da za dovoljno veliki
|B| (veé za |B| > 12) vrijedi |B'| < ‘—?‘, broj koraka u algoritmu je O(log | B|).
No, ovo ipak nije polinomijalni algoritam, ve¢ samo subeksponencijalni jer

- moramo faktorizirati |B| da bismo mogli efikasno rijesiti kvadratnu
kongruenciju i naéi r;

- moramo faktorizirati |@| da bismo mogli odrediti njegov kvadratno
slobodni faktor B’.



Diofantske jednadzbe 33

Primjer 2.2. Nadimo jedno netrivijalno rjesenje jednadzbe
w? = 3722 — 13267y>

iz Primjera 2.1 (promijenili smo nazive varijabli da bi slijedili notaciju iz
algoritma silaska).

Rjesenje: Primijenit ¢emo algoritam silaska. Najprije treba rijesiti kon-
gruenciju r? = 37 (mod 13267). Jer je 13267 prost broji 13267 = 3 (mod 4),
imamo (vidi [UTB, Primjer 3.6]) da je r = +37(13267+1)/4 (mod 13267), pa
uzimamo r = 3167. Sada je r? — A = B - (=756) = B - (—21) - 62, pa je
B’ = —21. Dakle, nova jednadzba je

W?=37X*-21Y>
Postupak bi mogli nastaviti, ali sada se sasvim ocito da je (1,1,4) rjeSenje

zadnje jednadzbe. 1z njega dobivamo jedno rjesenje polazne jednadzbe: x =
3163, y = 126, z = 12631. &

Konaéno, postavlja se pitanje kako iz jednog netrivijalnog rjesenja do-
biti sva ostala (cjelobrojna ili racionalna) rjesenja, i je li to uopée moguce.
Odgovor je potvrdan, a metoda vrlo slicna dokazu Holzerovog teorema.

Neka je (x0, Yo, 2z0) netrivijalno rjesenje jednadzbe

Q(z,y,2) = Az® + Bxy + Cxz + Dy* + Eyz + F2* = 0.
Opce rjesenje trazimo u obliku
r=rrg, Y=rYo+S, z=rz +t, (2.10)

gdje su r, s,t racionalni parametri. UvrStavanjem u jednadzbu dobivamo:

TQQ(.%'(), Yo, 20) — r(c1s + cot) + (c38? + cyst + 05152) =0,

za neke konstante 261, ... ,052. Buduéi da je po pretpostaveci Q(xo, Yo, 2z0) = 0,
dobivamo r = s tastiest” = Ako nas zanimaju samo racionalna rjeSenja
c15+cat )

onda uvrstavanjem ove vrijednosti za r u (2.10), dobivamo formule za sva
racionalna rjesenja jednadzbe Q(z,y,z) = 0.

Slucaj s cjelobrojnim rjesenjima je nesto kompliciraniji. Naime, uvrsta-
vanjem, te rjeSavanjem nazivnika i zajednickih faktora od s i ¢, dobivamo
da postoje g € Z, te a;; € Z tako da vrijedi

gr = a1182 + ayast + a13t2,
gy = a918% + agest + agst?,

gz = a3182 + asost + a33t2.
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Pokazat ¢emo da g moze poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti, te time
u principu rijesiti problem. ZapiSimo gornji sustav matri¢no:

T 52
gly | =4 st
z t2
Odavde je
T 52
gadj(A) | y | =det A | st
z t2

Buduéi da su s i t relativno prosti (podijelili smo ih sa zajednickim fak-
torom), zaklju¢ujemo da g|det A. Ostaje jos samo vidjeti da je det A # 0,
no direktnim rac¢unom se provjeri da to vrijedi za svaku nedegeneriranu
formu (uvjet det A = 0 je ekvivalentan uvjetu da je diskriminanta forme
jednaka 0).

Tlustrirat ¢emo upravo opisani postupak na sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.1. Neke je |p| neparan prost broj. Sva rjesenja jednadzbe
2+ py? = 22 (2.11)

u relativno prostim cijelim brojevima dana su s jednom od sljedeéih dvaju
parametrizacija:

1) x==4(s — pt?), y = 2st, z = £(s> + pt?),

gdje su s,t relativno prosti cijeli brojevi razlicite parnosti i p 1 s;
2) =+ (;%1(82 +t3)+ (p+ 1)3t>, y=s>—12

2=+ (p—;l(s2 + )+ (p— 1)st>,

gdje su s,t relativno prosti cijeli brojevi razli¢ite parnosti i s % t
(mod p).

Dokaz: Koristimo ocito (ali netrivijalno u smislu definicije trivijalnosti)
rjesenje od (2.11): (z,y,2) = (1,0,1). Imamo transformaciju:

z=r, y=t, z=r-+s.

Uvrstavanjem u (2.11), dobivamo r2 + pt? = r? + 2rs + s%, odnosno 2rs =

12— 2 i = P25 Dokl toji g € Z takav da j

D , tj. 7 = P> Dakle, postoji g € Z takav da je
gr = pt? — §*,
gy = 2st,

gz = s? —|—pt2.
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Ovdje mozemo pretpostaviti da su s it relativno prosti. Matrica A je ovdje

—10p
020
1 0p

i imamo det A = —4p. Dakle, g|4p.

Ako p t s, onda je g = £1, £2 ili +4. Zadnji slucaj otpada jer bi tada
s 1t bili oba parni. Za g = +1 dobivamo upravo parametrizaciju 1). Ako je
g = £2, onda su s i t oba neparni, pa su s; = STH ity = ths relativno prosti
brojevi razli¢ite parnostii s; # t; (mod p). Uvrstavanjem dobivamo upravo
parametrizaciju 2).

Ako pls, onda stavimo g = pg’ i kradenjem s p svodimo ovaj slucaj na
prethodni (uz zamjenjenu ulogu od s i t). U
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2.3 Princip Hassea i Minkowskoga

Neka je f(z1,...,x,) polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako jednadzba
f(x1,...,2,) = 0 ima cjelobrojnih rjesenja, onda je jasno da kongruencija
f(z1,...,2,) =0 (mod m) ima rjeSenja za svaki cijeli broj m. Zanima nas

vrijedi li obrat ove tvrdnje (i uz koje uvjete na f).
Dokazimo najprije sljedeéu posljedicu Legendreovog teorema 2.1:

Teorem 2.3. Neka su a,b,c cijeli brojevi koji nisu svi istog predznaka, te
takvi da je abc kvadratno slobodan. Tada jednadzba

ar® +by* +cz* =0 (2.12)
1ma netrivijalno rjesenje ako i samo ako za svaki cijeli broj m kongruencija
az® +by? +cz> =0 (mod m) (2.13)

ima rjesenge takvo da je (x,y,z,m) = 1.

Dokaz: Ocito je da ako (2.12) ima netrivijalno rjesenje (z,y, z), onda ta
trojka zadovoljava i kongruenciju (2.13), a mozemo pretpostaviti da su z, y, z
relativno prosti. Dokazimo drugi smjer u teoremu. Prema Legendreovom
teoremu, zbog simetrije, dovoljno je dokazati da je —ab kvadratni ostatak
modulo c. Neka je p neki prosti faktor od c. Stavimo m = p? i promotrimo
rjesenje od (2.13) koje zadovoljava uvjet (z,y, z,p) = 1. Ako ply, onda p|z,
pa p?|cz?, te dobivamo da i p|z, §to je kontradikcija s (,y, z, p) = 1. Dakle,
p 1y ianalogno p{ z. Sada iz kongruencije ax? +by? = 0 (mod p) dobivamo
—ab = (byz~1)? (mod p), pa je —ab kvadratni ostatak modulo p. Kako to
vrijedi za svaki prosti faktor p od ¢, zaklju¢ujemo da je —ab kvadratni ostatak
modulo c. O

Jasno je, po Kineskom teoremu o ostacima, da je opc¢enito uvjet

f(z1,...,2,) =0 (mod m)

dovoljno provjeriti za sve module oblika m = p*, p prost, k € N. U slucaju
kongruencije (2.13), prema Legendreovom teoremu, to je dovoljno provjeriti
samo za proste brojeve p sa svojstvom p|abc. Dat éemo jos jedno objasnjenje
tog fenomena.

Teorem 2.4 (Chevalley). Neka je f(x1,...,x,) polinom stupnja d < n.
Ako je kongruencija

flz1,...;2,) =0 (mod p) (2.14)

rjesiva, onda ona ima barem dva Tjesenja.
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Dokaz: Dokazat ¢emo da je broj M n-torki (z1,...,x,) € [} za koje je
flx1,...,2,) Z 0 (mod p) djeljiv s p. Tada e i broj rjeSenja kongruencije
(2.14) biti djeljiv s p (jer je broj svih n-torki p™), odakle ¢e slijediti tvrdnja
teorema.

Po Malom Fermatovom teoremu je

M = Z f(zy,...,z,)P"1  (mod p).

zl,...,mner

Posljednja suma se moze shvatiti kao suma pribrojnika oblika x‘fl coogln
gdje je 01 + -0, < d(p — 1) < n(p — 1). Dakle, u svakom pribrojniku je
barem jedan eksponenent §; manji od p — 1. Zato je dovoljno dokazati da za

svaki 4, takav da je 0 < § < p — 1, vrijedi

p—1
S(6) = Zx‘s =0 (mod p).
=0

Za 6 = 0 imamo S(0) = p = 0 (mod p). Neka je 1 < § < p — 1, te neka
je g primitivni korijen modulo p (za dokaz egzistencije primitivnog korijena
vidjeti npr. [UTB, Teorem 2.19]). Tada je ¢° # 1 (mod p), pa iz

p—1 p—1
S@) =Y 2= (g2)° =¢°S(5) (mod p),
=0 =0
tj. S(6)(1 — ¢°) =0 (mod p), slijedi S(6) =0 (mod p). O

Primijenimo li teorem 2.4 na kongruenciju
ax® +by? +cz* =0 (mod p), (2.15)

kod koje je d = 2 i n = 3, zaklju¢ujemo da ona ima netrivijalno rjesenje za
svaki p (ima trivijalno rjesenje (0,0,0), pa mora imati barem jos jedno).

Neka sada p 1 2abc (slucaj p = 2 ¢emo diskutirati kasnije). Tada pomocu
Henselove leme (vidi [UTB, Teorem 2.16]), rjesenje modulo p mozemo “podiéi”
do rjesenja modulo pF. Zaista, neka je (z0,o, z0) netrivijalno rjesenje kon-
gruencije (2.15), te neka je npr. g # 0 (mod p). Tada funkcija f(z) =
az®+byt+cz¢ zadovoljava uvjete Henselove leme. Naime, f(29) =0 (mod p)
i f'(x0) = 2axp # 0 (mod p) (tj. xo nije “dvostruki” korijen). Zato za svaki
k € N postoji rjeSenje kongruencije f(z) = 0 (mod p¥) takvo da je z = x
(mod p).

Vratimo se jo$ jednom na Legendreov teorem. Vidimo da u njemu postoje
(barem na prvi pogled) dva tipa uvjeta. Prvi govori o predznaku koeficije-
nata i njega se moze interpretirati kao uvjet da jednadzba ima (netrivijalno)
rjeSenje u R. Upravo smo vidjeli da se drugi tip uvjeta moze shvatiti kao
zahtjev za rjesivost pripadnih kongruencija modulo p*. Postoji nacin da se
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ova dva tipa uvjeta objedine, a za to nam treba pojam p-adskih brojeva.
Naime, skup (polje) R mozemo shvatiti kao upotpunjenje polja Q s obzirom
na standardnu (arhimedsku) normu |z|s := |z|, koja je obi¢na apsolutna
vrijednost. No, postoje i drugi (vazni) nacini za uvodenje norme na Q. Neka
je p prost broj. Tada svaki x € Q, x # 0, ima jedinstven prikaz u obliku

~p”1’(m), ptab, wvp(z) € Z.

SalS!

Funkcija x — v,(x) se zove p-adska valuacija, a funkcija

p*”p(ﬂ”)7 T 7& 0
=l = { 0, =0
p-adska norma (p-adska apsolutna vrijednost). U ovoj normi je broj “blizu”
nule, ako je djeljiv s “velikom” potencijom od p, $to je u skladu s time da
je 0 djeljiva s proizvoljno velikom potencijom od p. Lako se vidi da funkcije
| |, imaju svojstva norme. Sto se tice nejednakosti trokuta, one je zadovo-
ljavaju u “jacoj” formi: |z +y|, < max{|z|p,, |y|,}, pa se ove norme nazivaju
nearhimedske, a metricki prostori koje induciraju ultrametricki (u njima
su svi trokuti jednakokracni). Za dvije norme se kaze da su ekvivalentne
ako induciraju istu topologiju (otvoreni skupovi im se podudaraju). Prema
poznatom teoremu Ostrowskoga, svaka norma na Q je ekvivalentna nekoj
od gore navedenih normi | |,, za p prost ili p = cc.

Polje Q nije potpuno u odnosu na normu | |, (kao $to nije bilo ni u
odnosu na | |~ ). Njegovim upotpunjenjem, analogno kao kod konstrukcije
polja R, dobivamo polja Q,. To znaci da se norma | |, moze prosiriti sa Q
na Qp, Qp je potpun u odnosu na | |, i Q je gust u Q. Slicno kao u slucaju
skupa R, postoji i spretnija interpetacija elemenata od @, od one koja se
dobije po definiciji (kao klase Cauchyjevih nizova). Naime, svaki o € Q,, se
moze na jedinstven nacin zapisati u obliku

e S gt
k>vp(a)

gdje je vp(a) € Z, a za “znamenke” ay, vrijedi 0 < aj < p. Elemente od Q,
zovemo p-adski brojevi. Elemente od Q, za koje je |af, < 1, tj. vp(a) > 0,
zovemo p-adski cijeli brojevi i skup svih takvih elemenata oznacavamo sa
Z,,. Dakle, elementi od Z, su oblika o = ke, gdjeje k>0, a

c=eyteptep’+---, 0<e <p, e #0, (2.16)
i e je invertibilni element (jedinica) u prstenu Z,.

Lema 2.4. Broj a = p?* - ¢, gdje je € oblika (2.16), je kvadrat u Z, ako i
samo ako
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i) eo je kvadratni ostatak modulo p, u slucaju kada je p # 2;
it) e =1 (mod 8), u slucaju p = 2
Dokaz:

i) Ako je a = (p*n)?, gdje je n = ng+mn1p+- - - jedinica, onda je eg = nd
(mod p), pa je eg kvadratni ostatak modulo p.

Obratno, neka je eg = b> (mod p). Primijenimo Henselovu lemu na
polinom f(z) =22 —¢. 1z f(b) =0 (mod p) i f/(b) =2b# 0 (mod p)
slijedi da postoji n € Z, takav da je f(n) = 01in = b (mod p). Tada
: 2
jee=n°.

ii) Nuznost slijedi iz ¢injenice da je kvadrat neparnog cijelog broja kon-
gruentan 1 modulo 8. Za dovoljnost, promotrimo ponovo polinom
f(x) = 2% — ¢. Za njega sada vrijedi f(1) =0 (mod 8)i f/(1)=2#0
(mod 4). Sli¢no kao u dokazu Henselove leme, pokazuje se da postoji
n € Zy takav da je f(n) =0in=1 (mod 4). Tada je ¢ = n°.

Sada uvjete na rjesivost kongruencija modulo p*, k € N, mozemo zam-
jeniti s jednim uvjetom da je jednadzba rjesiva u p-adskim cijelim brojevima.

Teorem 2.5 (Hasse-Minkowski). Kvadratna forma s racionalnim koeficijen-
tima ima netrivijalno riesenge u Q ako © samo ako ima netrivijalno rjesenje
u R 1 uQ, za svaki prost broj p.

Za funkcije koje zadovoljavaju tvrdnju iz Teorema 2.5 kazemo da zado-
voljavaju lokalno-globalni princip (ako imaju rjesenja u “lokalnim” poljima
R, Qp, onda imaju rjeSenje i u “globalnom” polju Q) ili princip Hassea i
Minkowskoga.

Mi smo Teorem 2.5 dokazali u sluc¢aju ternarnih kvadratnih formi, tj. u
slucaju n = 3. Slucaj n = 1 je trivijalan, a slucaj n = 2 vrlo jednostavan.
Zaista, dovoljno je promatrati jednadzbe oblika z? 4+ dy? = 0. Iz rjesivosti u
R slijedi da je d < 0. Neka je d = —p{" - - pp*. Iz rjesivosti u Qp, slijedi da
je ay; paran. Zato je —d kvadrat prirodnog broja, pa jednadzba ima rjeSenja
u Q.

No, ne zadovoljavaju sve funkcije lokalno-globalni princip. Medu najpoz-
natije kontraprimjere spadaju 3z3 + 4y — 52% (pronasao ga je Selmer) i
%17 = 2y? (pronasli su ga Lind i Reichardt). Dakle, veé za kubne ternarne
forme taj princip ne vrijedi. Mi ¢emo pokazati primjer koji je jednostavniji,
ali i specijalniji, jer je forma reducibilna.

Primjer 2.3. PokaZimo da jednadzZba
(2® = 2y%)(2* — 17y%)(2” — 34y*) = 0

ima netrivijalna rjesenja u R i Q, za svaki p, ali nema u Q.
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Rjesenje: Ocito je da jednadzba ima rjeSenja u R, a nema u Q.

Neka je p # 2,17. Tada je (%) (%) (%) = 1, pa je barem jedan od

ovih Legendreovih simbola jednak 1. To znaéi da je 23 = a (mod p) za neki
a € {2,17,34}, pa po Henselovoj lemi xy mozemo podiéi do rjesenja u Z,.

Za p = 17, imamo kongruenciju 2 = 2 (mod 17), koja ima rjesenja jer
je (1%) = 1, pa imamo rjeSenje u Ziy.

Za p = 2, po Lemi 2.4 znamo da jednadzba z? = 17 ima rjesenje u Z,, jer
je 17=1 (mod 8). Pokazimo kako se to rjeSenje moze konstruirati. Kao §to
smo rekli u dokazu Leme 2.4, slijedi se dokaz Henselove leme. Prematramo
kongruencije 2> = 17 (mod 2¥). Ova kongruencija ocito ima rjeSenja za
k=1,2,3,4 (mozemo uzeti x = 1). Za k = 5, promatramo z-eve u obliku
x = £(1+8t5). Dobivamo uvjet 14-16t5+64t2 = 17 (mod 32), tj. t5 = 1+2t6.
Sada za k = 6 trazimo = u obliku x = +(9 + 16%¢), i nastavljamo postupak,
te dobivamo rjesenje u Zs. &

Definicija 2.1. Za o, € Q,\ {0} definiramo Hilbertov simbol (O‘Tﬁ> tako

da je (O‘ng) = 1 ako jednadzba ax® + By? — 22 = 0 ima rjesenje u Qp, a
avﬁ — y ~
(T) = —1, wnace.

Definicija Hilbertovog simbola ima smisla i za p = oo, tj. Q, = R. Tada
je (%ﬁ) —lakojea>0ili 3> 0.

Pokazuje se da Hilbertovi simboli za razli¢ite p-ove nisu sasvim neovisni.
Naime, za a,b € Q, vrijedi produkina formula

I1 <al’)b) ~ 1. (2.17)

p

Posebno, ako su svi faktori u formuli (2.17), osim mozda jednog, jednaki 1,
onda i taj preostali mora biti jednak 1. To znaci da ako ternarna kvadratna
forma f (netrivijalno) reprezentira 0 u svakom polju Q,, (p prost ili p = o0)
osim mozda u jednom polju Qg4, onda f reprezentira 0iu Q.

Ovo objasnjava zaSto u naSoj prvoj verziji Legendreovog teorema nije
bilo nikakvog uvjeta na rjesivost kongruencija modulo 2¥, tj. na rjesivost u
Q2. Da smo dodali takav uvjet, mogli smo recimo izbaciti uvjet na predznake
koeficijenata, tj. na rjesivost u R.

Dokaz Teorema 2.5 za n = 4 Slicno kao kod slu¢aja ternarnih kvadratnih
formi, mozemo pretpostaviti da je forma dijagonalna, te da su joj koeficijenti
relativno prosti (Stovise, da nikoja tri nemaju zajednicki faktor) i kvadratno
slobodni. Dakle, promatramo formu

2 2 2 2
f(561.$2, z3, 564) = a17] + a2%y + a3T3 + a4xy.
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Zbog rjesivosti u R, brojevi ai, a9, a3, a4 nisu istog predznaka, pa smijemo
prepostaviti da je a; > 01 aq < 0. Neka je

g(x1,19) = a12? + aga3, h(x3,r4) = —azri — as2’.
Zelimo pokazati da postoji cijeli broj a koji se moze (netrivijalno) reprezen-
tirati i pomoc¢u g i pomocu h.
Neka su pi,...,ps neparni prosti djelitelji od ajasaszas. Za prost broj
p€{2,p1,...,ps} postoji b, € Z, koji je prikaziv u obliku

by = a1y} + asys = —asy; — asyi, Yi € Lp,

i brojevi y; nisu svi 0. Stovise, mozemo pretpostaviti da su svi razliciti od
0. Zaista, kada bi npr. bilo y4 = 0, onda za proizvoljni y} # 0 mozemo naéi
t tako da za y| = ty1 + 21, yh = tys + 22, y5 = tys + 23 vrijedi a1y} + asyF +
azy? + asy? = 0 (dobivamo linearnu jednadzbu u t; analogno se pokazuje
op¢i rezultat da ako kvadratna forma reprezentira nulu, onda reprezentira i
svaki drugi element iz pripadnog polja). Nadalje, mozemo pretpostaviti da je
b, # 0, jer ako je b, = 0, onda, kao $to smo upravo rekli, g i h reprezentiraju
sve elemente iz Q.
Neka je vp(by) = Ap. Odaberimo prirodan broj a tako da vrijedi

a=by (mod2273), a=b, (modp™™), p=p, ... ps (2.18)

Broj a je jedinstveno odreden modulo m = 2’\2+3pi\p1+1 = -p?p”q. Iz b, #0
(mod p*»*1) slijedi da je bya=! = 1 (mod p), pa je prema Lemi 2.4 bya~!
kvadrat u Q,. Sliéno je bya=! =1 (mod 8), pa je bya~! kvadrat u Q. Dakle,
dobili smo da jednadzbe

—ax% + a2 fagri=0 i - ax% — agacg —agri =0

imaju rjesenje u Q, za p = 2,p1,...,ps. Zbog a1 > 0, ag < 0, one imaju
rjeSenja i u R, a iz Chevalleyovog teorema i Henselove leme znamo da imaju
rjeSenja u Q, za p { 2aajazazas. Dakle, ostaje jos samo pitanje prostih
brojeva p koji dijele a. No, vidjeli smo da jedan prost broj ne predstavlja
problem, tj. da ako jednadzba ovakvog tipa (ternarna kvadratna forma) ima
rjeSenja za svaki p prost ili p = oo, osim eventualno jednog, onda ima rjesenja
za sve p. Zato zelimo izabrati a tako da ima samo jedan prosti faktor razli¢it
od 2,p1,...,ps. To nam omogucava Dirichletov teorem o prostim brojevima
u aritmetickom nizu. Neka je a’ bilo koji prirodan broj koji zadovoljava
kongruencije (2.18), te neka je d = (a’,m). Tada su d’/d i m/d relativno
prosti, pa postoji k € N takav da je broj %/ + 7 -k = q prost. Sada broj
a = qd = @’ + km ima Zeljeno svojstvo.

Dakle, mozemo primijeniti Teorem 2.5 za n = 3. Zaklju¢ujemo da postoje
c1,Co,c3,c4 € Q, takvi da vrijedi

2 2 2 2
a=aic] + ascy, a= —azc3 — a4Cy,
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Sto je i trebalo dokazati. O
Dokaz Teorema 2.5 za n > 5 Dovoljno je promatrati forme

flzy,...,2,) = a123 + - - apz2,
gdje su a; relativno prosti i kvadratno slobodni, te a; > 0, a,, < 0. Pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi da sve forme s manje od n varijabli. Ozna¢imo

2

g(x1,m9) = alx% + agxg, hzs,...,xn) = —agacg — = apx.

Kaoiusluéaju n = 4, pomocu Dirichletovog teorema, mozemo naéi prirodan
broj a koji je reprezentiran sa g i sa h u R i Q,, s mogucim izuzetkom jednog
prostog broja ¢ koji ne dijeli koeficijente a;. Tada iz svojstava ternarnih
kvadratnih formi slijedi da g reprezentira a i u Q. Bududi da je n — 2 > 3,
forma h reprezentira nulu u Q, (Chevalleyov teorem i Henselova lema), pa
reprezentira i broj a. Sada na forme —am% +gi —am% + h mozemo primijeniti
pretpostavku indukcije, pa zaklju¢ujemo da g i h reprezentiraju a u Q. U

Napomena 2.1. Moze se pokazati da za n > 5 svaka kvadratna forma f
reprezentira nulu u svakom Q, za p prost. Zato je za n > 5 dovoljan uvjet
za rjeSivost jednadzbe f(z1,...,x,) =0 u Q taj da jednadzba ima rjesenja
u R.



Poglavlje 3

Rezultati, metode i algoritmi
iz diofantskih aproksimacija

3.1 Liouvilleov, Thueov i Rothov teorem

Definicija 3.1. Za kompleksan broj « kazemo da je algebarski broj ako
postoji polinom f(z) s racionalnim koeficijentima, razli¢it od nulpolinoma,
takav da je f(a) = 0. Kompleksan broj se zove transcendentan ako nije
algebarski.

Teorem 3.1. Neka je o algebarski broj. Tada postoji jedinstveni ireducibilni
normirani polinom g(x) s racionalnim koeficijentima takav da je g(a) = 0.
Nadalje, svaki polinom nad Q kojeg a ponistava djeljiv je sa g(x).

Dokaz: Neka je G(x) polinom nad Q najmanjeg stupnja kojeg o ponista-
va. Ako je vodedi koeficijent od G(z) jednak ¢, definirajmo g(z) = 1G(x).
Tada je g(«) = 01 g je normiran. Pokazimo da je g ireducibilan. U protivnom
bi bilo g(x) = hi(x)ha(x), pa bi imali hj(a) = 0 ili he(a) = 0, protivno
pretpostavci o minimalnosti stupnja od G(x).

Neka je sada f(x) bilo koji polinom nad @ sa svojstvom da je f(«a) = 0.
Podijelimo polinom f(x) sa g(z). Dobivamo f(z) = g(x)q(x) + r(x), gdje je
degr < degg. No, r(a) = 0, pa zbog minimalnosti stupnja od G(z), mora
biti 7(z) nulpolinom. Dakle, f(z) je djeljiv s g(z).

Konaé¢no, pokazimo jedinstvenost od g(z). Neka je gi(x) ireducibilan
normiran polinom nad Q takav da je g;(«) = 0. Tada, prema upravo doka-
zanom, postoji polinom ¢(x) takav da je g1(x) = g(x)q(x). No, ireducibilnost
od gi1(z) povlaci da je ¢(x) konstanta. U stvari, ¢(x) = 1, buduéi su g(z) i
g1(x) normirani. O

Definicija 3.2. Minimalni polinom algebarskog broja « je polinom g(x)
opisan u Teoremu 3.1. Stupanj algebarskog broja je stupanj njegovog mini-
malnog polinoma.

43
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Definicija 3.3. Za algebarski broj « je kazemo da je algebarski cijeli broj
ako je a korijen nekog normiranog polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Iz Gaussove leme koja kaze da ako su f(z) € Z[z], g(z),h(zx) € Q[z]
normirani polinomi i f(z) = g(x)h(z), onda je g(x),h(x) € Zx], slijedi da
minimalni polinom algebarskog cijelog broja ima cjelobrojne koeficijente.

Teorem 3.2 (Liouville). Neka je o realan algebarski broj stupnja d. Tada
postoji konstanta c(a) > 0 tako da vrijedi

c(a
| ela)
q

-l
.
q

za, sve racionalne brojeve g, gdje je ¢ > 0 (to éemo i nadalje pretpostavljati

u svim nejednakostima ovakvog tipa) i g £ a.

Dokaz: Dokaz ¢emo podijeliti u tri dijela, zbog kasnijih komentara o
dokazu Rothovog teorema.

(a) Neka je g(z) minimalni polinom od «. Odaberimo prirodan broj m
tako da polinom P(z) = m - g(z) ima relativno proste cjelobrojne
koeficijente.

(b) Mozemo pretpostaviti da je |o — £| <1 (inace mozemo staviti c(ar) =
1). Razvijemo li P(z) u Taylorov red oko «, dobivamo:

d

p P\ ! P
P— _ L _a _P o < .a——’ 31
PO (G o) e < -l e
adje je c(a) = =

(c) Buduéi da je polinom P(x) ireducibilan, to je P(g) # 0. Stoga je
broj qd|P(§)| prirodan, pa je [P(L)| = qid. Usporedimo li nejednakosti
dobivene pod (b) i (c), dobivamo tvrdnju teorema.

O

Primjer 3.1. Dokazimo da je broj o = 7, 2= transcendentan.

k

—n! .
n—1 2™, onda je

Rjesenje: Zaista, ako stavimo q(k) = 2%, p(k) = 28 Y

a_P(k)‘ I L S
n=k+1

_ 9. o—(k+1)! _

2
(q(k))k+1
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Odavde slijedi da za svaki prirodan broj d i svaki ¢ > 0 postoji kg € N takav
da za sve k > kg vrijedi

‘ (k) ‘ ¢

a(k) 1~ (q(k))?
Po Liouvilleovom teoremu, o ne moze biti algebarski broj stupnja d za niti
jedan d, pa je stoga « transcendentan. &

Neka je o realan algebarski broj stupnja d > 2. Liouvilleov teorem
povlaci da nejednadzba
a . < pm (3.2)
ima samo kona¢no mnogo racionalnih rjesenja g ako je p > d.

Thue [1909] je dokazao da nejednadzba (3.2) ima samo kona¢no mnogo
rjesenja ako je u > 2d + 1, Siegel [1921] je dokazao da ista tvrdnja vrijedi
ako je p > 2v/d, dok su Dyson [1947] i Geljfond [1948] dokazali tvdnju
za p > v/2d. Konaéno, Roth [1955] je dokazao da nejednadzba (3.2) ima
samo kona¢no mnogo rjesenja ako je u > 2. Za taj rezultat Klaus Roth je
1958. godine nagraden Fieldsovom medaljom.

p‘l

Teorem 3.3 (Roth). Neka je a realan algebarski broj stupnja d > 2. Tada
za svaki 6 > 0, nejednadzba

1
q2+6

a——‘ < (3.3)

mma samo konacno mnogo rjesenja u racionalnim brojevima g.

Napomena 3.1.
(i) Tvrdnja Teorema 3.3 je istinita i trivijalna za v € C \ R,

(ii) Ako je « algebarski cijeli broj stupnja d koji zadovoljava jednadzbu
aga® 4+ -+ 4+ ap = 0 s cjelobrojnim koeficijentima, onda je f = ago
algebarski cijeli broj stupnja d. Pretpostavimo da nejednadzba |o —
s’ < (12% ima beskona¢no mnogo rjesenja. Tada i nejednadzba |8 —
%\ < W ima beskona¢no mnogo rjesenja. Stoga je dovoljno tvrd-
nju Rothovog teorema dokazati za algebarske cijele brojeve.

(iii) Po Dirichletovom teoremu, eksponent 2 u (3.3) je najbolji mogudi.
Ako je stupanj od « jednak 2, onda je |a — g\ > %‘3) po Liouvilleovom

teoremu, Sto povlaci tvrdnju Rothovog teorema u ovom slucaju.

(iv) Za niti jedan algebarski broj a stupnja > 3 nije poznat odgovor na
pitanje vrijedi li |a — §| > %‘3) (za takve brojeve se kaze da su slabo
aproksimabilni; oni imaju ogranicene parcijalne kvocijente u razvoju

u verizni razlomak).
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Ideja dokaza Rothovog teorema je da pokusamo modificirati korake (a),
(b) i (¢) u dokazu Liouvilleovog teorema.

Jedna potencijalna modifikacija bi bila da u koraku (a) uzmemo polinom
P(z) € Z]x] takav da je deg P = r i da je a korijen od P kratnosti . U koraku

(b) pretpostavimo da vrijedi [ — £] < q%,

=S (i) g

j=i -

pa Taylorov razvoj

daje [P(E)| < c- g *. Kona¢no, u koraku (c), iz P(E) # 0 slijedi |P(E)] =
q~ ", pa ova nejednakost vrijedi za sve osim konacno mnogo racionalnih bro-
jeva %. Dakle, ako (3.2) ima beskonaéno mnogo rjesenja, onda je ui < r, tj.
p < %. Zato bi trebalo pokusati broj 7 uciniti sto manjim. Medutim, ocito
je uvijek = > d i jednakost % = d vrijedi ako je P(z) potencija minimalnog
polinoma od «. Prema tome, najbolje Sto na ovaj nac¢in mozemo dobiti je
w < d, tj. niSta bolje od Liouvilleovog teorema.

U svom poboljsanju Liouvilleovog teorema Thue je koristio polinom u
dvije varijable oblika xoQ(z1) — P(x1). Siegel je koristio opéenitiji polinom
P(z1,72) u dvije varijable, dok je Roth koristio polinom P(zi,...,zy) u
viSe varijabli.

Glavna poteskoca u ovakvom pristupu nastupa u koraku (c¢). Naime, skup

rjesenja jednadzbe P(z1, -+ ,x;,) = 0 je neka algebarska mnogostrukost u
R™ i jako je tesko pokazati da je P(%, ce %) # 0. Ta se poteskoca pokusava
rijesiti koristenjem m-torki %, e Z—Z razlicitih racionalnih aproksimacija

i pokuSava se dokazati da je P(%7 e Z—Z) # 0. Pokazuje se da nazivnici

q1 < g2 < --- < @y moraju brzo rasti. Na primjer, u sluéaju m = 2, trebaju
nam dvije dobre aproksimacije %, Z—; od a takve da je g puno veéi od ¢1. To
je razlog zbog ¢ega jedna dobra aproksimacija ne daje nikakvu kontradikciju,
te je Rothov teorem, kao i sva ostala poboljsanja Liouvilleovog teorema
dobivena ovom metodom, “neefektivan”, u smislu da ne daje nikakvu ogradu

za veli¢inu nazivnika u dobrim aproksimacijama.

Feljdman [1971] je koristeéi Bakerovu metodu linearnih formi u logar-
itmima algebarskih brojeva dokazao “efektivno” poboljsanje Liouvilleovog
teorema, tj. rezultat tipa

c(a)

‘a - 5' 7 a@

gdje su c(a) > 01 ci(a) > 0 eksplicitne konstante. No, konstanta ¢;(«)
dobivena na ovaj nacin je obi¢no vrlo mala, tako da je eksponent d — ¢1(«)
vec¢i od eksponenta %d + 1 iz Thueovog teorema.

Neka je
F(z,y) = apz" + a12™ 'y + - + apy"
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binarna forma s cjelobrojnim koeficijentima, ireducibilna nad @Q, stupnja
n > 3. Primijetimo da forma F' ne moze biti ireducibilna nad C. Naime,

F(z,1) =ap(x —01) - (x — 0y),
gdje su #4,...,0, algebarski brojevi stupnja n, pa je

Fla,y) = yF(; 1) = ag(z — O1y) - (x — Oy).

No, ireducibilnost nad Q povlaci da F(x, 1) nema viSestrukih korijena, tj. da
su 6;-ovi medusobno razlic¢iti.

Neka je m # 0 cijeli broj. Diofantsku jednadzbu oblika F(z,y) = m
zovemo Thueova jednadzba. Godine 1909. Thue je dokazao da takva jed-
nadzba ima samo konacno mnogo rjeSenja, koriste¢i svoj, ranije spomenuti,
rezultat iz diofantskih aproksimacija. Dokazimo najprije jednostavan speci-
jalni slucaj tog rezultata.

Teorem 3.4. Ako jednadzba F(z,1) = 0 nema realnih rjesenja, tada jed-
nadzba F(x,y) = m ima samo konacno mnogo rjesenja. Preciznije, sva
rjesenja zadovoljavaju nejednakost

m|

ly| <

)

minlgign ]Im ((91)‘
gdje smo sa 0; oznacili korijene polinoma F(x,1).

Dokaz: Pretpostavimo da je (x,y) rjesenje jednadzbe f(x,y) = m i
uzmimo 6, tako da je |z — Ory| = minj<;<, |z — O;y|. Tada je jasno da
vrijedi |y| - [Im (0)| = |Im (0xy)| < |x — Oxy| < |m|, pa dobivamo tvrdnju
teorema. U

Teorem 3.5 (Thue). Thueova jednadzba ima samo konacno mnogo cjelo-
brojnih rjesenja.

Dokaz: Neka je F(z,y) = m. Uz gore uvedene oznake, mozemo pisati
ap(x — 61y) -+ (x — Opy) = m. (3.4)

Mozemo pretpostaviti da je y # 0, jer za y = 0 imamo najvise dva rjeSenja.
Podijelimo (3.4) sa y™ i uzmimo apsolutne vrijednosti, pa dobivamo

i
Y

m

Y|

(3.5)

T
‘GOI' 0, — —
Y

Kao i u dokazu prethodnog teorema, uzmimo 6 tako da je

|z — Oyl = min |z —0yl,
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tj.

X T

O — — 0; — —

Y Y
Neka je v = %mini#j |6; —0;] > 0. Za y dovoljno velik, obje strane od (3.5)
se mogu uciniti po volji male. Posebno to onda vrijedi i za najmanji faktor
na lijevoj strani, tj. |0 — %] Dakle, postoji yg > 0 tako da za y > yo vrijedi
|0k — | <. Zai # k imamo:

= min
1<i<n

X X
0i — = =10 = Ok| — |0 — —[ 22y =y =1.
Yy Yy

Stoga iz (3.5) slijedi

O, — =
Y

m
aoyn,-yn— 1

o C
lyld”

Bududéi da je n > 3, Rothov teorem (u stvari ve¢ i Thueov, ali ne i Liou-
villeov) povlaci da nejednadzba (3.6) ima samo konaéno mnogo rjesenja, sto
je i trebalo dokazati. O

<

(3.6)

Napomena 3.2. Iz teorije linearnih diofantskih jednadzbi i Pellovih jed-
nadzbi znamo da tvrdnja Teorema 3.5 ne vrijedi ako je stupanj n = 1 ili
n = 2. S druge strane, tvrdnja Teorema 3.5 vrijedi ukoliko se pretpostavka
da je polinom ireducibilan nad @Q zamijeni s pretpostavkom da polinom
F(z,1) ima barem tri razli¢ita (kompleksna) korijena.

Zaista, pretpostavimo da je polinom F'(z,y) reducibilan nad Q. Ako F
ima barem dva razli¢ita ireducibilna faktora F} i F5, onda dobivamo konac¢no
mnogo sustava diofantskih jednadzbi Fi(x,y) = mq, Fo(x,y) = mg. Svaki
od tih sustava ima kona¢no mnogo (kompleksnih) rjesenja (po Bezoutovom
teoremu broj rjesenja nije veéi od produkta stupnjeva od Fj i Fy). Ostaje
razmotriti slucaj F(z,y) = aG(z,y)", gdje je polinom G ireducibilan nad Q.
Ako je deg G > 3, onda iz Teorema 3.5 slijedi da jednadzba F(x,y) = 0 ima
kona¢no mnogo rjesenja. Dakle, jedini slucajevi kada jednadzba F(z,y) = 0,
gdje je F' binarna forma, moze imati beskona¢no mnogo rjesenja su jed-
nadzbe oblika

F(z,y) = albz +cy)” ili F(z,y) = a(bx® + cxy + dy®)"/?,
a to su upravo slucajevi kada F'(x,1) ima manje od tri razli¢ita korijena.

Primjer 3.2. Naci sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
z° — x4y — 4903?;2 + 2x2y3 + 4xy4 + y5 =1.
Rjesenje: Vrijedi

2® — 'ty — 42y? + 22%y% + dayt + 9P = (2 - 3xy® — yP) (2 — 2y — ¥P),
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pa se rjeSavanje dane jednadzbe svodi na rjeSavanje dvaju sustava dio-
fantskih jednadzbi

23 —3xyt -y =1, 2?—ay—y?=1; (3.7

233z —y =1, 2r—ay—yP=-1 (3.8)

Jedan od nacina za rjeSavanje sustava polinomijalnih jednadzbi je pomocu

tzv. rezultante polinoma. Rezultanta polinoma f(X) = agX' + --- 4+ q; i

g(X) = bpX™ + -+ + by, nad poljem k, u oznaci Res(f,g) ili Res(f, g, X),
je (I +m) x (I +m) determinanta

ao bo
aj ap b1 bo
as aq . b2 b1 '
a9 . ap bg . bo
a "-al bm b1
ay as bin by
ap bm

(na praznim mjestima su nule). Vazna svojstva rezultante su:
e Res(f,g) =0 ako i samo ako f i g imaju zajednicki faktor u k[X];
e postoje polinomi A i B iz k[X] takvi da vrijedi Af + Bg = Res(f, g).

Ako su f,g € k[z,y], onda ovo posljednje svojstvo povla¢i da za svako
rjesenje sustava f(z,y) = 0, g(x,y) = 0 vrijedi Res(f, g,z) = 0iRes(f,g,v)
0. U slucaju sustava (3.7), dobivamo jednadzbu

Res(z® — 3z9? — 9 — 1,22 —zy —9y? — 1,2) =

1 0 1 0 0
0 1 —y 1 0
—3y? 0 —yr-1 —y 1 = S+ P+ 3y -3y =0,
—y3 -1 =3y° 0 —y*-1 —y
0 —-y*-1 0 0 —y>—1

¢ija su jedina cjelobrojna rjesenja y = 0 i y = 1. Za sustav (3.8), dobivamo
jednadzbu

Res(z® —3zy® =9 + 1,22 —ay—9? +1,2) = =30 — 2 + 32 =3y +2 =0,

¢ije je jedino cjelobrojno rjesenje y = 1. Sada se lako provjeri da su sva
rjesenja polazne jednadzbe (z,y) = (1,0),(2,1) i (0,1). &
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3.2 Hipergeometrijska metoda

Neka je « algebarski broj stupnja d > 2, te k > 2. Tada Rothov teorem
povla¢i da postoji konstanta ¢ = ¢(«, k) > 0 takva da je

P c
a—Yl> = 3.9
=31 & (3.9)
za sve racionalne brojeve g, q > 0. Medutim, dokaz Rothovog teorema ne
daje metodu za eksplicitno odredivanje konstante c¢. U ovom poglavlju ¢emo
dokazati nejednakost (3.9) s eksplicitnom vrijednoséu od ¢ i k < d, za jednu
klasu algebarskih brojeva. Tako ¢emo dobiti “efektivno” poboljsanje Liou-
villeovog teorema.

Za n € N neka je

pln

Tada je 1 < pp < .

Teorem 3.6 (Baker [1964]). Neka su m,n prirodni brojevi takvi da vrijedi
n >34l <m <n. Neka su a,b prirodni brojevi za koje je %a <b<ai
pretpostavimo da je a = b (mod n). Pretpostavimo, nadalje, da je

A =4b(a—b)2u, !t > 1. (3.10)

Tada o = (%)m/n zadovoljava (3.9) za sve p € Z, q € N, gdje su k i ¢ dani
sa

N =20, (a +b), (3.11)
¢t =272 (g 4 ). (3.12)

Napomena 3.3. Uvjet a = b (mod n) se moze uvijek zadovoljiti mnozedi,
ako je nuzno, a i b sa n. To, medutim, poveéava vrijednosti od x i ¢~ 1,
definirane s (3.11) i (3.12).

Rezultat Teorema 3.6 je zanimljiv (u svijetlu Liouvilleovog teorema)

samo ako je k < n, tj. ako je A"t > 2, (a + b).

Korolar 3.1. Za sve racitonalne brojeve g, q > 0, vrijedi

V3 p‘ - 1.36 - 1076

q q2.954

Dokaz: Stavimo u Teorem 3.6 n = 3, m = 1, a = 128, b = 125, tako da
je (4)ym/m = 2/2. Tada je us = V3 i = g%% > 1. Dobivamo: x ~ 2.95377,
¢ ~ 0.0001275, pa Teorem 3.6 povlaci da za sve p € Z, g € N vrijedi

44~ 4p| _ 0.000127
“V2 - | > e
‘ 5V2 5q|~ (5g)**
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odnosno 6
1.36 - 10~
e 2‘ . 1361072

q 2954

O

Sa F <ar’yﬁ !x) oznacavat ¢emo hipergeometrijsku funkciju definiranu

sa

% ok k k—1 . .
F(a”@‘gs):z&,g %:Z (Oé+].)(f+3') 2k
Ona zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

2z —1)F"+(1+a+B)z—v)F +afF =0.
Ako su 1« negativni brojevi i f > v, podrazumijevamo da su koeficijenti

uz z¥ za k > 1 — v jednaki 0.

Lema 3.1. Neka su m,n prirodni brojevi takvi da je 1 < m < n i neka je
v=".Zar €N stavimo

A(z)=F (‘” :;; - |:c> , B.(z)=F (” __7”2’7“_7" |x> ,

—v4+r+1,r+1
F( 2 + 2 |x>

—v+r+1,r+1 .
F( 2r + 2 ‘1>

E.(z) =

Tada za svaki z, takav da je O < x < 1, vrijeds
Ap(z) — (1 = 2)’Bp(x) = 22T A, (1) E,. (). (3.13)
Dokaz: Neka je

—v+4+r+1,r4+1

s ) @ = a0 B (19

flr)(l“) _ p2rtlp <

Tada funkcije fl(r) i fz(r) zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu za A,(z).

Provjerimo to za funkciju fl(r), koju ¢emo krace oznaciti sa fi. Imamo:

f1=(@2r+ 1)x2TF + x2’"+1F',
fl=2r2r+ 1)x2r—1F +2(2r + 1)$2TF, + 2 TR

pa je

-+ (1 —-v=2r)z+2r)fi+r(v+r)fi =
p(z— D2 F + 22 (1 —v+r+1+r+ 1)z —2r—2)F
+ 22+ 1)1 —v+7r)F=0.
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Funkcije fl(r) i Q(T) su linearno nezavisne buduéi da je

F70)y =0, 0 =1. (3.15)
Prema tome, postoje realni brojevi uy, us takvi da je
Ar(w) = urf{7 (@) + ua £y (). (3.16)

Buduéi da je A,(0) =1, iz (3.15) dobivamo da je ug = 1, a iz (3.14) i (3.16)
dobivamo

A1) =w f{7(1) =w F (‘””* Ll \1) :

2r + 2

Uvrstimo li sada vrijednosti dobivene za wu; i u u (3.16), dobivamo (3.13).
O

Lema 3.2. Neka vrijede pretpostavke Leme 3.1. Tada za svaki x, takav da
je 0 <z <1, vrijedi

A (@) Bri1 (z) — Apsr (2) B (z) = 221 A, (1) B, (0), (3.17)

Ap(z) = A, (1)F <_” - x) : (3.18)

gdje je

Ar(D) = 55 <1——.), (3.19)

r1)? ! v
E.(0) = ﬁug (1 + ;> : (3.20)

Dokaz: 1z Leme 3.1, za r i r + 1, imamo:

A (2)Bry1(z) — Apga(2) By (z) =
T (Ap (1) Byt (2) By (2) = 2% Apss (1) By (2) By (2)).

Lijeva strana ove jednakosti predstavlja polinom u z stupnja najvise 2r + 1,

2?1 A, (1)E,(0). Time je dokazano (3.17).

Po definiciji su A, (x) i B,(z) polinomi. Polinom F <_V1__TI’/ - 11— x>
takoder zadovoljava diferencijalnu jednadzbu za A, (z), pa je stoga linearno
zavisan sa A,(z) i (1—x)"B,(x). Medutim, ako on ne bi bio linearno zavisan
sa A,(z), onda bi (1 — z)” mogli prikazati kao kvocijent dva polinoma, tj.
racionalnu funkciju. Dobivena kontradikcija dokazuje relaciju (3.18).
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U dokazu relacija (3.19) i (3.20) koristit ¢emo tzv. Gaussovu formulu:

0,81 _ T —a = §)
P( 1) = et 2

koja vrijedi uz pretpostavku da je Rey > Rea+Re 5 ili da je 5 nepozitivan
cijeli broj. Stavimo z = 0 u (3.18) i primijenimo (3.21). Dobivamo:

rr+1)I'tr+1-v) rlr—v)r—v—-1)---(1—-v)I'(1 —v)
Ar(1) = Tl-l@r+1) T(1—v)(2r)!

(r? { v
~enllt=3)

Sliéno, iz definicije od E,(x), dobivamo:

) 1 T4+ 1-wI(r+1)
ET(O)—F L+l D2
( 2r 42 | >
I R RN O B G L = T
B @ + D)) BCERUEE S

Lema 3.3. Neka vrijede pretpostavke Leme 3.1, te neka su a,b prirodni
brojevi takvi da vrijedi %a <b<aia=b (modn). Zar €N stavimo

o = [[ o7V,

pln

2

pr = < r) ora" B, (1 - 9) s
T a
2

q,r B ( r>o-raTAr (1 - é> .
T a

Tada su p,,q, prirodni brojevi 1
4r < 22pnla+ b)) (3.22)

Dokaz: Po definiciji je

(—x)

Ay (x) :Zr(r—1)...(r—k+1)(r—|—u)(r+l/—1)...(7a+y_k+1)

=0 2r)(2r —1)--- (2r — k + 1!

. e (M (2r—k
B l;)lfnk)n k(2r)!k:!( r >(_x)k’
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r

gdieje I = [ Gn+m).
j=r—k+1
Ako je p prost broj koji ne dijeli n, onda je za svaki prirodan broj 1,

tocno L%J od brojeva 1,2, ..., k, te barem L%J od k faktora u lfﬂk), djeljivo

o
, k
s p'. Prema tome, najveca potencija od p koja dijeli k!, a to je E {_ZJ , nije
. p
i=1
veca od najvece potencije od p koja dijeli l,(nk).

Ako sada prost broj p dijeli n, onda je najveéa potencija od p koja dijeli

r! manja li jednaka
| r r
> |5 <[]
o L p—1

Zakljucujemo da su svi koeficijenti od (2:) o, Ar(nx) cijeli brojevi, a isti za-

2r
T

kljucak vrijedi i za ( )arBr(n:c). Sada uvjet da n dijeli a — b povlaéi da su
pr 1 g cijeli brojevi.
Iz Leme 3.2 slijedi

qr = Jrn_’"% Z ( H (jn — m))lﬁk) <IZ> a kbR
k=0 j=k+1

Odavde je oc¢ito ¢, > 0, a slicno se vidi i da je p,. > 0.
Konaé¢no, koriste¢i ocjene

T T r ' 1
WL Gn=my <ot T G+ 11 j=n1"<r+1>ﬁ-%:””<rz >
Jj=k+1 j=r—k+1 j=k+1
S ,r!nT27’+1

io, <pl, dobivamo

r

4 <uny () 27 = 2(2pn(a + D))"
k=0

O
Lema 3.4. Neka vrijede pretpostavke Leme 3.3. Tada za svakir € N vrijedi

a\’ pr _3(a+Db)
0 - =< —= 3.23
< (b) o " Abga (3.23)

gdjge je X\ definiran s (3.10), te

Prdr41 ?é Pr+19r-
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Dokaz: Uvedimo oznaku u = C‘T—b. 1z Leme 3.1, za x = u, dobivamo

@@ o
die Jo A1) By (u)
ty = ﬁ (3.25)

Buduéi da E, (u) predstavlja red s pozitivnim ¢lanovima, ovo o¢ito povlaci
lijevu nejednakost u (3.23).

Da bi dokazali desnu nejednakost u (3.23), najprije ¢emo naéi jednu
gornju ogradu za E,(u). Neka je s = | 5],

2 —1
w$k>:<rzk> <2T+:+1> L k=0,1,2,...,

o0

U, :Zwﬁk)uk, V. = Z wﬁk)uk.
k=0 k=s+1

—v4+r+1,r+1

TadaJeF( 9 4 2

|u) < U, + V., jer je

(—v+7r+DFr+1)F
(2r + 2)FK!

<

(r+EEr+E)E ek 2r k17!
El2r+k+1)E &k k ’

Za svaki k je ocito wﬁk) < (Tzk) < 27tk pa zbog u = “T*b < %, dobivamo

o0 o0

o0
2
r+k, k r—2k -2k _ “
D S ST D) SO
k=s+1 k=s+1 k=1
Sada ¢emo iskoristiti nejednakost

(r+1+j)2 <r(2r+2+)),

koja je ekvivalentna s 72 > rj + (j + 1)2, pa vrijedi za 0 < j < sir > 5.
Imamo:

za sve k < sir > 5. Prema tome,

S k r
U, < 2 %uk <e<(l—u)"= (%)

ako je r > 5. Lako se provjeri (koriste¢i da je 1 < ¢ < %) da nejednakost
Uy < (3)" vrijediizar=1,2,3,4.
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Kombinirajuéi ocjene za U, i V,., dobivamo:

) - B0 <—1/ #raLre] |u> < E,(0) (% + (%))

5 a

< 2E(0) (g) (3.26)

Sada iz Leme 3.2, koriste¢i nejednakost

921 — i (2]:) < (2r+1) (2:>,

k=0

dobivamo

2y - v .
E,(0) < 2 j];[l(uj), (3.27)

pa iz (3.26) i (3.27) dobivamo zeljenu gornju ogradu za E,(u).
Iz Lema 3.2 i 3.3 imamo:

()< T )

o e

Kombinirajuéi ovu nejednakost sa (3.24), (3.25) i (3.26), dobivamo

5v [ pna®\" - v 5v(1 —v?) [(una\’
ty < — | | 1——= )< . 3.28
= 3q7’ ( 4b > ( .]2> N 3QT 4b ( )

Jj=1

Uocimo da za 0 < v < 1 funkcija f(v) = v(1 — v?) poprima maksimum
za v = Lg i taj maksimum je < 5. Bududi da je A™' = pu,(au)?(4b) 7, iz
(3.28) 1 (3.24) slijedi desna strana od (3.23).

Konaéno, p,gr4+1 # pr+1¢- slijedi iz Leme 3.2 za x = u, imajuéi u vidu
da je A.(1) # 0, E,(0) # 0. O

Dokaz Teorema 3.6: Leme 3.1 1 3.2 povlace da postoji niz parova prirod-
nih brojeva p,, g, takvih da vrijedi (3.22), (3.23) i (3.24).
Neka su p € Z, q € N i pretpostavimo da je ¢ > %)\un. Tada postoji
r € N takav da je
AT < 2u g < AT (3.29)

Odaberimo p = r ili p = r 4+ 1 tako da bude pg, # qp,. 1z (3.11), (3.12),
(3.22) i lijeve strane od (3.29) slijedi

gp < 2ATDUTD <220 1) = (20) 7 R (3.30)
Iz (3.10), (3.23) i desne strane od (3.29) slijedi

3 - n
B &‘ _ (a—b)An 3
dp

o )
‘ 8bqq, 2(a —b)qq,
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Ako sada iskoristimo da je a —b>n > 31k > 2, iz (3.30) dobivamo

p‘ pp p‘ ‘ pp‘ 1 1 D N _
> > — ——> =(2cu; “)g " >cq
‘ 4! qq,  2qq, 20"

K

Prema tome, dokazali smo da vrijedi (3.9) ako je g > %)\,un.
Neka su sada p,q € Z i pretpostavimo da je 0 < ¢ < %)\un. Koristimo
razvoj u Taylorov red funkcije (1 + x)":

B 1+a—b V—l—l— a—b+S
- b ) T T ’

gdje je

=2 () (5 S 0-9)

Nadimo gornju ogradu za |S|. Ocito je za j > 2

60| < o<l

|
Ji i J!

Iz pretpostavke ¢ < 2b(a — b) 72, zakljuéujemo da je

1

<
Hga

(3.31)

Primijetimo nadalje da je

(a—b)

14 O (3.32)

Inace bi nb dijelilo mq(a — b), a to je nemoguce jer je m < niq(a —b) < b.
Buduéi da n dijeli a — b, (3.31) i (3.32) povlace

‘ ‘ S 1 1 3a—10 - 2 - 1 c

o — — _— - —_——_— Y = —_— _— = — s
- bq bq 3aq 3abg 3bg ~ q*252(a+b) ¢~

pa smo dokazali da (3.9) vrijedi i u slucaju da je ¢ < %)\,un. O

Korolar 3.2. Sva rjesenja Thueove jednadzbe
a3 — 23 =M

zadovoljavaju nejednakost max{|z|, |y} < 10*27 . |M|?2.
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Dokaz: 1z dokaza Teorema 3.5 (preciznije, iz relacije (3.6)), imamo

vzt <| M
y| — [1.18y3

Usporedimo li ovo s Korolarom 3.1, dobivamo da je

1.36-10*6< | M|
[y L8]y

odakle je |y| < (6.3 -10° - |[M|)?%® < 10127 . | M |%2. O

Napomena 3.4. Easton [1986] je poboljsao rezultat iz Korolara 3.1 i dobio
nejednakost

q q2.795

Najbolji poznati rezultat ovog tipa je Bennettov [1997]:

%_;_9' - 2.2.10°8

0.25
V3 - B‘ L 025
q q2.45

Sliéni rezultati su dobiveni i za neke druge algebarske brojeve. Npr.

0.25

5 D 0.25
V- 5‘ 7

q6.96

1750—£'>
q

Ove nejednakosti su dobivene koristenjem nekih funkcija, definiranih pomocéu
krivuljnih integrala, koje poopcéuju hipergeometrijske funkcije.

3.3 Simultane diofantske aproksimacije

Vidjeli smo veé¢ da se mnogi vazni problemi vezani uz diofantske jednadzbe
mogu preformulirati u odgovarajué¢e probleme iz diofantskih aproksimacija.
No, osim “obi¢nih” aproksimacija, mogu se pojaviti i tzv. simultane dio-
fantske aproksimacije, tj. problemi istovremene aproksimacije viSe realnih
brojeva. Tipi¢an primjer je sustav Pellovih (ili pellovskih) jednadzbi. Npr. iz

:c2—2y2:1, z2—3y2:1

1

slijedi da je V2 ~ £, V3 & % (preciznije ‘\/_—5 ot V3—Z| <

Yy’ y
ﬁ), pa vidimo da bi iracionalni brojevi V2 i /3 trebali imati jako dobre
racionalne aproksimacije s istim nazivnikom. Postavlje se pitanje mogu li
takve aproksimacije postojati, te posebno koji je “kriti¢ni eksponent” koji
razdvaja aproksimacije kojih ima beskona¢no mnogo, od onih kojih moze
postojati samo kona¢no mnogo.
Navest ¢emo analogone glavnih rezultata iz “obi¢nih” aproksimacija, t;j.
Dirichletovog i Rothovog teorema.

<
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Teorem 3.7 (Dirichlet (1842)). Neka su oy (i =1,...,n; 5 =1,...,m)
realni brojevi, te QQ > 1 prirodan broj. Tada postoje cijeli brojevi q1, ..., Gm,
D1, .-, Pn takvi da je

1< max{lar,-..lgm|} < Q"™
lai1qr + -+ + QimGm — pi] < %, i=1,...,n. (3.33)
Dokaz: Promotrimo tocke
a1z 4+ -+ amxmt, - {anizr + - + @@ }),
gdje su z;, j = 1...,m, cijeli brojevi koji zadovoljavaju uvjet 0 < x; <

Q"/™. Postoji barem Q" takvih tocaka i svaka od njih lezi u zatvorenoj
jedini¢noj kocki I = {(t1,...,ty) : 0 <t <1,k =1,...,n}. Takoder je
i(1,1,...,1) € I", pa zajedno s ovom tockom promatramo barem Q" + 1
tocaka iz I".

Podijelimo I"™ na Q™ u parovima disjunktnih potkocaka ¢iji su bridovi
duljine % (Dakle, potkocke sadrze neke od svojih strana ili bridova, a neke
ne.) Po Dirichletovom principu, dvije od promatranih tocaka nalaze se u
istoj potkocki. Recimo da su to tocke

(1121 + -+ AT — Y1y« o, @11 + -+ U Tm, — Yn),

(a11@) + -+ @, — Y, 1@+ T, — UL).
Ovdje je (21,...,%m) # (2},...,2p,). Stavimo ¢; = z; -2} zaj=1,...,m,
tep; =y —y.zai=1,...,n Tada je (3.33) ocito zadovoljeno. U
Korolar 3.3. Neka je barem jedan od brojeva aq,s,...,qy iracionalan.
Tada postoji beskonacno mmnogo n-torki racionalnih brojeva %1, e %" sa
svojstvom

Pi 1 .
|OZZ—E| W, ’L—l,...,’l’l. (334)
Dokaz: Primijenit ¢emo Teorem 3.7 za m = 1. Zaklju¢ujemo da postoje
(relativno prosti) cijeli brojevi ¢, p1,...,p, takvi da je
noo 1.
1<qg< @, i ]aiq—pilgé,zzl,...,n. (3.35)

Ocito je da nejednakosti (3.35) povlace nejednakosti (3.34).

Neka je, recimo, aq iracionalan. Tada je |aq — p1| # 0. Zato, za fiksne
q,P1,- - - » Pn, Nejednakosti (3.35) mogu vrijediti samo za Q < |a1q£p1|. Prema
tome, kad () — oo, dobivamo beskona¢no mnogo razlicitih rjesenja. O
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Korolar 3.4. Neka su 1,1, -+, realni brojevi linearno nezavisni nad
Q. Tada postoji beskonacno mnogo (m + 1)-torki relativno prostih brojeva
(q1,-- - qm,p) sa svojstvom

. 1
qg=max{|q],---,|gn|} >0 i Jarqg1+ -+ amgm —p| < P (3.36)
Dokaz: 1z Teorema 3.7 za n = 1 slijedi da postoje cijeli brojevi g1, - , ¢m,p
takvi da je
. 1
1< max{|qi],..., lgml} < QY™ i |aagi 4+ + amgm — pl < 0 (3.37)

Ocito je da (3.37) povlaci (3.36). Zbog linearne nezavisnosti, vrijedi
lorgr + -+ - + amam — p| # 0. Zbog toga, za fiksne q1, ..., ¢m, p, nejednakost
(3.37) vrijedi samo za @ < \mqﬁ;--{iamgmfpl" Prema tome, kad QQ — oo,
dobivamo beskonacno mnogo razlicitih rjesenja. O

Analogon Rothovog teorema dobivamo kao posljedicu poznatog Schmid-
tovog teorema o potprostorima.

Teorem 3.8 (Schmidt (1972)). Neka su Ly, ..., L, linearno nezavisne li-
nearne forme u n varijabli s algebarskim koeficijentima, te neka je § > 0.

Tada sve cjelobrojne tocke x = (x1,...,x,) koje zadovoljavaju nejednadzbu
1
|Li(z) oo Ly ()] < —
[l
leze u konacno mnogo pravih potprostora od Q™.
Korolar 3.5. Neka su aq,...,q, algebarski brojevi takvi da su 1, aq, ...,y
linearno mezavisni nad Q, te neka je 6 > 0. Tada postoji samo konacéno
mnogo n-torki (%, e %) racionalnih brojeva takvih da je
Pi 1 .
(XZ—E ﬁ’ 2—1,2,...,12. (338)

Dokaz: Pomnozimo li sve nejednakosti u (3.38), te rezultat jos pomnozimo
s ¢" 1, dobivamo

1
qlarg — pi| - Jang — pp| < it
Stavimo z = (p1,...,Pn,q) € Z" 1. Promotrimo linearne forme
LZ‘((L‘l, e ,xn+1) = aixn-l—l — T, Ln+1(x1, e ,.%'n_H) = .%'n+1.

Za dovoljno veliki ¢, imamo

1 1
|L1(@) - L1 ()] < = < — ==
¢ lz)”
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Primjenom Teorema 3.8 za dimenziju n + 1, dobivamo da rjeSenja ove ne-
jednadzbe leze u konatno mnogo pravih racionalnih potprostora. Elementi
takvog potprostora zadovoljavaju jednadzbu oblika

11+ 1t =0, ¢ € Q.
Za rjesenja od (3.38) koja leze u tom potprostoru vrijedi

(61041 + - epap + CnJrl)q - Cl(Oélq _pl) +--+ Cn(anq - pn)'

Stavimo v = |ciaq + -+ - + cpay + cpt1|- Tada je v > 0 zbog uvjeta linearne
nezavisnosti od 1, aq, ..., a,. Za dani potprostor, broj ~ je fiksan. Nadalje,

v-q <lellarig —pil + -+ lenllang — ol < e + -+ |enl.

Stoga je ¢ omeden. Dakle, u svakom od kona¢no potprostora imamo samo
kona¢no mnogo g-ova koji zadovoljavaju (3.38). O

Slicno kao kod Rothovog teorema, i ovaj njegov analogon je “neefekti-
van”, tj. ne daje eksplicitnu gornju ogradu za veli¢inu g-ova koji zadovolja-
vaju (3.38). Postoje efektivni rezultati ovog tipa za neke konkretne vrijed-
nosti ay-ova. Metode kojima su dobiveni ti rezultati vrlo su slicne onima iz
prethodnog poglavlja. Spomenimo rezultat Rickerta iz 1993. godine:

1077
q1.913’

max{|V2 = T V3= 21} >

za sve p1, p2, q € N. Kao posljedica dobiva se da sva rjeSenja sustava pellovskih
jednadzbi
22— =u, 222-3y2=v

zadovoljavaju nejednakost max{|z|, [y|, 2|} < (107 - max{|ul, |v|})'2.

3.4 Linearne forme u logaritmima

Zelimo i rijesiti sustav pellovskih jednadzbi

?—ayt=c¢, 22—b?=d,

mozemo rijesiti svaku jednadzbu zasebno i dobivena rjesenja (za y) iz-
jednaciti. Znamo da ¢e rjeSenja biti oblika

r+yva= (2" +y"Va)(u+vva)",

odnosno

2+ yVb = (2 +y/'Vb)(s + tVb)",
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gdje su u + vy/a i s+ tv/b fundamentalna rjesenja pripadnih Pellovih jed-
nadzbi, a 2* + y*/a i 2/ + y'v/b prolaze konaénim skupom fundamentalnih
rjeSenja promatranih pellovskih jednadzbi. Odavde je

1
N

odnosno

(@ + v Va)ut V@) - @~y Va)(u - vva)"],

1
y=—— [(z' 4y Vb) (s + tVB)" — () — i/ Vb) (s — t\/E)"]
2v/b
Ugrubo imamo da je v-a™ =~ §-5", gdje su «, 3,7, 6 kvadratne iracionalnosti.
Logaritmiranjem dobivamo

RS

50.

mlna —nlnf +In

Od kraja 60-tih godina 20. stolje¢a (Alan Baker) do danas, pojavilo se
vise rezultata koji govore o tome da linearna forma u logaritmima alge-
barskih brojeva ne moze biti jako blizu nuli. Takvi rezultati daju (ekspli-
citnu) gornju ogradu za m i n u naSem problemu trazenja rjeSenja sustava
pellovskih jednadzbi, a primjenjivi su i na mnoge druge diofantske probleme.

Razvoj teorije linearnih formi u logaritmima motiviran je sedmim Hilber-
tovim problemom koji je trazio da se dokaze da ako je a algebarski broj
#£ 0,1, te ( algebarski i iracionalan, onda je o transcendentan broj. Tu su
tvrdnju dokazali neovisno Gelfond i Schneider 1934. godine. Baker je 1967.
godine poopéio taj rezultat i dokazao da ako su aq,...q, algebarski bro-
jevi # 0,11 Bq,..., 0, algebarski brojevi takvi da su 1, 5y, ..., 3, linearno
nezavisni nad Q, onda je broj af o aﬁ" transcendentan.

Dakle, ako su aq,...,ap,01,..., 8, kao gore, a ay41 proizvoljan alge-
barski broj, onda je f1 Inag+- -+ 8, Inay, # apyq. Stovise, Baker je pokazao
da broj

|rlnag + -+ Bplnoy, — apy

ne moze biti jako mali.

Za primjene na diofantske jednadzbe, od interesa je malo drugacija situ-
acija u kojoj su f;-ovi cijeli brojevi. Dakle, promatramo izraze oblika

A=blnaj +---+b,Ina,,

gdje su b; € Z, i = 1,...,n. Pokazuje se da ako je A # 0, onda se |A]
moze ocijeniti odozdo u terminima veli¢ine apsolutne vrijednosti od b;-ova, te
stupnja i visina a;-ova. Mi éemo dokazati jedan jednostavniji rezultat takvog
tipa (Stewart), koji medutim nije dovoljno jak za primjene na diofantske
jednadzbe (moze se povuéi analogija s Liouvilleovim teoremom), a potom
¢emo navesti i rezultat (Baker-Wiistholz) koji ¢emo kasnije primjenjivati.
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Prije toga recimo nesto o visinama algebarskih brojeva. Neka je a alge-
barski broj, neka je g(x) njegov minimalni polinom, te neka je, kao i prije,
P(z) visekratnik od g(z) s relativno prostim cjelobrojnim koeficijentima
(zvat ¢emo ga cjelobrojni minimalni polinom od «):

d
P(x) = agz® + - a1x + ag = aq H(m —al).
i=1
Visina (naivna visina) od « je H(a) = max{|aql, ..., |a1|,|ao|}.

Postoje i druge definicije visine algebarskog broja. Npr.

d
M(e) = |ag| [ [ max{]a!?], 1},
i=1

koja se naziva Mahlerova mjera broja «, ili logaritamska Weilova visina
h(a) = L 1In M (a). Vrijedi sljedeca nejednakost izmedu naivne visine i Mahle-
rove mjere: M («) < +/d+ 1H(a).

Propozicija 3.1. Neka je o # 0 algebarski broj. Tada vrijedi
H ! H
( (@) + 1) < lal < Hla) + 1.
|aol |aq|

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je |a| > 1. Iz P(a) = 0, imamo

age = —aq_1 — ag_sa” " — -+ = apa” Y,
pa je
lag| - || < (lag_1] + |ag_2|la ] + - - + |ag|[a¢F1))
< H(a)(1+ |oz|71 N |a|*d+1) < #;)_1’

: _ H(a)
odakle je |a| — 1 < ]

Time je dokazana desna nejednakost iz propozicije. Lijeva nejednakost
slijedi primjenom desne na algebarski broj a~!, ¢iji je cjelobrojni minimalni

polinom jednak z?P(1). O
Propozicija 3.2. Neka je d = [Q(au,...,a,)] @ Q] stupanj algebarskog
prosirenja polja Q generiranog algebarskim brojevima aq,...,a,. Neka je
B = max{|bi1|,...,|bn],2}, te A = max{H(cv1),...,H(an)}. Ako je A # 0,
onda je |A| > W.

Dokaz: Neka je a; vodeci koeficijent cjelobrojnog minimalnog polinoma
od «a; ako je b; > 0, odnosno od a;l ako je b; < 0. Stavimo

— |b1‘ bn b1 bn
w_al a"n ‘(alan_l)

€1|b1| “e aEnlbn| . 1)
n .

_ b1 b
= al a‘rln‘(al
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Uoc¢imo da je w algebarski cijeli broj stupnja najvise d (jer je a‘ib”afi‘b”
algebarski cijeli broj).

Konjugati od w imaju oblik
o(w) = ay" - al (o(ai)M - o (ag)l 1),

gdje je o ulaganje od Q(ay, ..., ay,) koje fiksira Q. Po Propoziciji 3.1 imamo
|aio(a;*)| < 24, pa je
lo(w)| <2 (24)"8. (3.39)

Ako je w = 0, onda je e = 1, pa je A visekratnik od 27i (razlicit od 0),
pa tvrdnja propozicije vrijedi.

Ako je w # 0, onda je apsolutna vrijednost produkta svih konjugata od
w prirodan broj. Zato iz (3.39) dobivamo

1 —d+1
> > (2.(24)"8 . 3.40
12 oty = A (340
Za sve kompleksne brojeve z vrijedi nejednakost
lel?l — 1] < |2] - €. (3.41)

Mozemo pretpostaviti da je [A| < 3. Tada je e/l < 2, pa iz (3.41) dobivamo
laft ol — 1] = |eh — 1] < |A]- M < 2]

Odavde i iz (3.40) slijedi

b
‘A‘>|a11”'al;zn_1|: |U}|
- 2 2Pl gl
- 1 1 1
= 9. (2 i (QA)nB)dfl (QA)"B - od . (QA)dnB
1
- (3A)dnB"

O
Vel smo napomenuli da nejednakost iz Propozicije 3.2 nije dovoljno do-
bra za veéinu primjena. Mozemo se pitati koliko jaka nejednakost bi uopce
mogla vrijediti. Uzmimo zbog jednostavnosti da su «;-ovi racionalni brojevi.
Neka je S = {bilnai+---+byIna, : |bj| < B, H(ay) <Ay, j=1,...,n}.
Kardinalni broj od S je < (2B + 1)"(24 + 1)?** (minimalni polinomi od ;-
ova imaju samo dva koeficijenta). Elementi skupa S su sadrzani u segmentu
[-nBln A, nBln A]. Ako bi elementi od S bili “uniformno distribuirani”
unutar ovog segmenta, onda bismo ocekivali da najmanji element u .S ima
apsolutnu vrijednost priblizno

2nBIn A
(2B+1)"(2A+1)%
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Ovakva razmatranja su motivirala Lang-Waldschmidtovu slutnju, koja glasi
da (uz oznake B; = |bj|, B = maxi<j<p Bj, Aj = max{H («a;),1}) za svaki
e > 0, postoji C(g) > 0 tako da ako je A # 0, onda je

Ce)"B
(Bl---BnA%---A%)Ha'

[A]>

Jedan od najboljih (i najspretnijih za primjenu) poznatih opéih rezultata
ovog tipa je sljedeéi teorem Bakera i Wiistholza iz 1993:

Teorem 3.9 (Baker-Wiistholz). Neka je A = by Inag+---+b, Ina, linearna
forma u logaritmima algebarskih brojeva aq, ..., o, s cjelobrojnim koeficijen-
tima by,...,b,. Ako je A # 0, onda je

In|A| > —18(n 4 1) 1(32d)" 2 In(2nd)h (ay) - - - k' (o) In B,

gdje je d = [Qan,. .-, an) : @), B = max{[bl, .. ]}, k() = max{h(a),
Hnal, 1}, a h(a) je logaritamska Weilova visina.

Usporedimo ovaj teorem s Propozicijom 3.2 i Lang-Waldschmidtovom
slutnjom. Ugrubo, Teorem 3.9 kaze da je In |A| > —C'(n,d)In A; ---In 4, In B.
Usporedimo li to s Propozicijom 3.2 koja daje In|A| > —Ci(n,d)In A - B,
vidimo da je faktor B zamijenjen sa In B. Ako pak Teorem 3.9 usporedimo
s Lang-Waldschmidtovom slutnjom, vidimo da bi se mozda moglo oc¢ekivati
da je moguce produkt In Ay - - - In A,, zamijeniti sa sumom In A1 +---+1n A,,.

Rezultat Bakera i Wiistholza je malo poboljsao Matveev 2000. godine.
Postoje i poboljsanja za slucajeve (koji su najvazniji za primjene) n =
2 (Laurent, Mignotte, Nesterenko [1995]) i n = 3 (Mignotte [2006]). Ta
poboljsanja su vrlo relevantna kod rjeSavanja parametarskih familija dio-
fantskih jednadzbi, jer obi¢no daju zakljucak da za velike vrijednosti param-
etara imamo samo “trivijalna” rjeSenja, te ostavljaju relativnho mali broj
pojedinacnih jednadzbi koje treba posebno ispitati. Kad je u pitanju samo
jedna konkretna jednadzba, onda je Baker-Wiistholzov teorem (pa ¢ak i
originalni Bakerov rezultat iz 1967.), u kombinaciji s metodama redukcije
koje éemo obraditi u sljede¢im poglavljima, najcesée sasvim dovoljan.

3.5 Baker-Davenportova redukcija

Veé smo napomenuli da se mnogi problemi iz diofantskih jednadzbi mogu
transformirati u nejednadzbe za linearne forme u logaritmima algebarskih
brojeva. Te nejednadzbe obi¢no imaju oblik

InyInag + -+ nglnag| < cre— N,
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gdje su ny,...,ng € Z, N = max{|ni],...,|nk|}, te c1,co pozitivne kon-
stante. Tada se mogu primijeniti rezultati iz prethodnog poglavlja (npr.
Baker-Wiistholzov teorem). Tako se dobije nejednadzba oblika

csIn N > csN — Incq,

odakle slijedi da je N < Ny, gdje je Ny eksplicitna konstanta (obi¢no dosta
velika, npr. 102% ili 10'%). Buduéi da je Ny najéesée prevelik (osim kada je
k = 2) da bi se ispitali svi moguéi preostali slucajevi, postavlja se pitanje
moze li se ta ograda smanjiti. Odgovor je potvrdan. Naime, poznata su dva
algoritma koji (ako su ispunjeni odredeni tehnicki uvjeti) ogradu N < Ny
zamjenjuju sa N < Ny, gdje je N1 = In Nj.

U ovom i sljede¢em poglavlju prikazat ¢emo te dvije metode. Prva je tzv.
Baker-Davenportova redukcija. Nju su uveli Baker i Davenport u ¢lanku iz
1969. godine u kojem su rijesili problem koji se pojavio u diskusiji tijekom
konferencije u Oberwolfachu u ozujku 1968. Problem je povezan s tzv. Dio-
fantovim m-torkama, tj. skupovima prirodnih brojeva sa svojstvom da je
produkt svaka dva njihova razli¢ita ¢lana uvecan za 1 jednak kvadratu nekog
prirodnog broja. Najpoznatija Diofantova cetvorka je skup {1, 3, 8,120} koji
je pronasao Fermat (zaista, 1-34+1=221-84+1=2321-120+1 = 112,
3-84+1=25%3-120+1 = 192, 8-120 + 1 = 312). Na spomenutoj kon-
ferenciji, van Lint je prikazao svoje rezultate vezane uz pitanje moze li se
Fermatov skup prosiriti do petorke s istim svojstvom. Ili jo§ preciznije: ako
je d prirodan broj takav da je {1, 3,8, d} Diofantova ¢etvorka, mora li d biti
jednak 1207

Primjenom Bakerove teorije linearnih formi u logaritmima, te novou-
vedene metode redukcije, Baker i Davenport su u potpunosti rijesili taj
problem. Njihov rezultat je kasnije generaliziran u viSe smjerova. Danas je
poznato da ne postoji Diofantova Sestorka, te da Diofantovih petorki ima
najvise kona¢no mnogo (Dujella [2004]).

Prikazat ¢emo sada kako se Baker-Wiistholzov teorem (ili bilo koji rezul-
tat slicnog tipa) moze primijeniti na problem prosirenja Fermatovog skupa.
Neka je d prirodan broj takav da je

1-d+22, 3-d+1=1v% 8-d+1=2:%
Tada je

y? —32? = -2, (3.42)
22— 8% = -7, (3.43)
pa smo dobili sustav pellovskih jednadzbi. O¢ito su fundamentalna rjeSenja

pripadnih Pellovih jednadzbi 2 4+ v/3, odnosno 3 + /8. Sada se lako dobije
da su sva rjesenja jednadzbe (3.42) dana sa

y+azv3==+(1+£V3)(2+V3)", (3.44)
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a sva rjeSenja jednadzbe (3.43) sa
Z4 2V/8 = +(1+V8)(3+V8)™. (3.45)

Mozemo pretpostaviti da je x pozitivan. Imajuéi u vidu da je (1 — v/3)(2 +
V3) = —(1+v/3), u (3.44) mozemo izostaviti predznake — (klasa je dvoznacna),
pa dobivamo sljedeéu eksponencijalnu jednadzbu:

1+ VHE+VI' -~ (1= VIR VA"

2V3
42 ’ '
tj. jednadzbu oblika v, = wity~, gdje su vy, Wiy~ (binarni rekurzivni) nizovi.
Imamo vy = war’_ = 1, odakle je d = 0 (trivijalno rjeSenje), te vo = wy, = 11,

odakle je d = 112 — 1 = 120. Zelimo dokazati da drugih rjeSenja nema.
Lako se vidi da je w " > vy, odakle slijedi da je m < n.

Lema 3.5. Neka su m,n > 2 prirodni brojevi koji zadovoljavaju (3.46).
Tada vrijeds

0<|Al <7.3-(2+V3)72", (3.47)
gdje je
2v2(1 +/3)
A=nln2+V3)—mh(B+2V2) +In =~ 1
( ) ( ) NCENCEEY
Dokaz: Ocito je
oo 0t V32V L _ 22 4+1)(3 +2v2)™
n 2\/5 Y m 2\/5 ?
pa iz v, = w:f{_ slijedi
(2v2+1)V3
3-2V2)" < o (2 - V3)" < 1.T163(2 — V3)"™.
G v 0 B
Sada iz (3.46), dijeljenjem s 2V241 (3 +2v/2)™, dobivamo

2v/2

2V2(1+V3) 2+V3)" |

V3(2V2+£1) (3+2V2)m
< ﬁ-(?,—zx/i)? +m(2—\/§) (3—2V2)
< 7.29(2 — V3)™.

Iskoristit ¢emo sljedec¢u jednostavnu ¢injenicu:
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Ako je a € (0,1) i 0 < |X| < a, onda je

—In(1 —
(X +1)] < B0 =9 5 (3.48)
a
Zaista,
o o .
(-1)i-tx? a1 —In(1 —a)
(X +1)] =D ———| <X} —=|X| ——.
i=1 =1

2V2(14+v3)  2+VB3"™ 4. _
J3avael) (3ravam 1ia=0.0027
(=729 - (2 —/3)5), dobivamo trazenu nejednakost

Primjenom nejednakosti (3.48) na X =

Al <7.3-(2—+3)%".

Jos treba dokazati da je |A| > 0. Ako bi bilo A = 0, onda bi (kvadrira-
njem) dobili da je

16(2 4+ v/3)2 1 = 3(9 + 4v2)(3 + 2v/2)?™,

sto je kontradikcija (jer je jednakost oblika a4 bv/3 = c+dv/2, a,b,c,d € Q,
moguca samo ako je b =d =0). O

Sada imamo sve spremno za primjenu Baker-Wiistholzovog teorema na

formu A iz Leme 3.5. Imamo: oy = 2++/3, ap = 3+2v/2, a3 = w,

by = n, bo = —m, by = 1, d = 4 (jer je Q(ay,a2,a3) = Q(V2, \/3))

Minimalni polinomi su
P, (z) = 2* — 4z + 1,
P, (x) = 2? — 6z + 1,
P, (x) = 4412% — 201623 + 288022 — 1536 + 256,

pa su visine h(a1) = 3 In(2++v/3) ~ 0.6585, h(az) = 1 In(3+2v/2) ~ 0.8814,
h(as) = Ln (441 24+V2(34VE) 2(4‘@1(3”5)) ~ 1.7836. Dakle, Baker-

21
Wiistholzov teorem nam daje

In(|A]) > —18-4!-3%(32-4)%In 24-0.6585-0.8814-1.7836 In n. > —3.96-10'° In n.
Usporedimo li ovo s (3.47), dobivamo nejednadzbu
3.96 - 10 Inn > 2.63n — 1.99,

koja povlaci da je n < 6 - 1016,

Sljedec¢a lema predstavlja jednu od varijanti Baker-Davenportove reduk-
cije.



Diofantske jednadzbe 69

Lema 3.6. Neka su k @ i realni brojevi, te neka je N prirodan broj. Neka
je & konvergenta u razvoju veriznog razlomka od k takva da je ¢ > 6N, te
neka je € = ||puql|— N -||kq||, gdje || || oznacava udaljenost od najblizeg cijelog
broja.

Ako je e > 0, onda nejednadzba

O<nk—m+pu<A-B",

(A >0, B > 1 realni brojevi) nema rjesenja u prirodnim brojevima m i n
takvima da vrijedi

(<)

g

<n<N.

Sy

In

Dokaz: Pretpostavimo da je 1 < n < N. Imamo:
n(kq —p) +np—mq+ pug < gAB™".
Odavde je
qAB™" > |ug — (mq — np)| = nllrgll = |ngll — Nl[rqll =&,

Sto povlaci da je
In(49)

n < B

O

Napomena 3.5. Uvjet ¢ > 6N u lemi je donekle proizvoljan. Naime, s
jedne strane zelimo biti Sto sigurniji da ¢e vrijediti uvjet € > 0, a s druge
strane zelimo da ¢ bude $to manji (da bi nova granica bila sto manja). Iz
svojstava konvergenti veriznih razlomaka, znamo da vrijedi ||kq|| < %, dok

o ||ug|| opéenito znamo samo da je < 1. Zato je razumno uzeti da je barem
q> 2N, aq>6N je eksperimentalno potvrden kao solidan izbor.

Napomena 3.6. Ako uvjet € > 0 nije zadovoljen, onda mozemo pokusati
uzeti sljedeéu konvergentu i provjeriti hoée li za nju uvjet biti zadovoljen.
Cak i ako je ¢ < 0, moguce je dobiti neku informaciju o n. Naime, ako
oznaéimo r = |pg + %], onda je

Inp —mq+r| < gAB™" + |ug — r| + nlkq — p| < gAB™" + ||uq|| + N||rxq||
1 1

AB™" 4+ = 4+ =,

< q + 5 + 6

Ako je gAB™ > 1, onda je n < lnl(qu). Ako je gAB™™ < %, onda je
np —mq + r = 0, §to znaci da je np = —r (mod ¢). Ova kongruencija ima

jedinstveno rjesenje n = ny (mod ¢q), pa iz n < N < g, slijedi da je n = ny.
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Primjer 3.3. Primijenimo redukciju iz Leme 3.6 na formu A iz Leme 3.5
ey | ()
PN T sy In _ 32V
uz N =6-10"°. Ovdje je k = mGi2va)’ M2 = Thaarave) MENENGIE

B = (2 ++/3)%. Razvoj od & u verizni razlomak je

7.3

0:1,2,1,20,1,5,3,8,5,1,2,1,1,1,1,4,3,3,3,1,6,3,1, 2, 22,
1,2,8,2,1,2,6,3,20,2,10,3,.. ],

pa je prva konvergenta od k koja zadovoljava uvjet ¢ > 6N jednaka

p  742265900639684191

q  993522360732597120 °

Vidjet ¢emo da ée za g trebati uzeti sljedeéu konvergentu, pa promotrimo
najprije §to se dobije za po. Imamo ||paq|| = 0.24492, ||kq|| - N ~ 0.01878,
pa je € &~ 0.22614 > 0. Primjenom Leme 3.6, dobivamo da je n < 16. Sada
mozemo ponoviti redukciju s N = 16. Odgovarajuc¢a konvergenta je sada
% = % i redukcija daje n < 3.

Kao sto smo ve¢ rekli, primjenom Leme 3.6 za 1 i gore navedene p, g, do-
bivamo negativan € (||u1¢|| &~ 0.007626, ||kq||- N ~ 0.01878). Stoga uzimamo

sljede¢u konvergentu

P 2297570640187354392

Q  3075296607888933649

Dobivamo || Q| ~ 0.2989, ||kQ| - N =~ 0.002254, pa je pripadni ¢ ~
0.29665 > 0, te mozemo primijeniti redukciju, koja nam daje n < 17.
Ponovimo li redukciju za N = 17, ponovo dobivamo da je odgovarajuca
konvergenta Z—: = % i redukcija nam daje n < 4.

Lako se provjerava da jednadzbe v, = wyy nemaju rjesenja za n = 3, 4.
Tako smo dovrsili dokaz tvrdnje da ako je {1,3,8,d} Diofantova ¢etvorka,

onda mora biti d = 120.

3.6 LLL-redukcija

Neka su by, ..., b, linearno nezavisni vektori u R". Resetka L razapeta ovim
vektorima je skup svih njihovih cjelobrojnih linearnih kombinacija:

L:{Zn:ni-bi:niEZ}.
i=1

Npr. u R?, ako je by = (1,0), by = (0,1), onda je L resetka svih tocaka
u ravnini s cjelobrojnim koordinatama. Kaze se da je B = {by,...,b,}
baza resetke L. Jedna reSetka moze imati vise razlic¢itih baza, pa se pitamo
mozemo li izabati bazu koja bi imala neko dodatno dobro svojstvo. Jasno je
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da B predstavlja bazu vektorskog prostora R™. Znamo da Gram-Schmidtovim
postupkom mozemo dobiti ortogonalnu bazu za isti vektorski prostor (b =
b; — Z;_:ll pijbis i =1,...,n, gdje je pij = %). No, ta nova baza ne mora
razapinjati istu reSetku kao polazna baza B, jer koeficijenti u;; ne moraju
biti cijeli brojevi. Opéenito, reSetka ni ne mora imati ortogonalnu bazu.
A. K. Lenstra, H. W. Lenstra i L. Lovész uveli su pojam LLL-reducirane

baze, koja ima svojstva:
D) gl <3, 1< <i<m
2) 16717 > (3 = wd i) Ibia 1 -

Prvi uvjet se moze interpretirati tako da se kaze da je LLL-reducirana baza
“skoro ortogonalna”, dok drugi uvjet govori da niz normi vektora ||b}|| “skoro
raste”. Dodatno vazno svojstvo LLL-reducirane baze je da je prvi vektor u
toj bazi vrlo kratak, tj. ima malu normu. Moze se dokazati da uvijek vrijedi
da je ||b1|| < 2=V/2||z||, za sve ne-nul vektore z € L, no, u praksi se
vrlo ¢esto dogada da je ||by]| upravo najkraéi ne-nul vektor iz L. To ¢emo
precizirati u sljede¢oj lemi. U njoj se pojavljuje broj A(L) = |det(by, ..., b,)]
koji zovemo determinanta resetke. Moze se pokazati da A(L) ne ovisi o
izboru baze (zato Sto prelazak iz baze u bazu odgovara mnozenju zdesna
matricom iz GL,(Z).)

Lema 3.7. Neka je {b1,...,b,} LLL-reducirana baza, te {bj,...,b}} pri-
padna Gram-Schmidtova baza. Tada vrijedi:

1) |Ibj* < 27Hpf|P 1< g <i <y

n(n—1)

2) A(L) <TLio il <277 A(L);

3) bl < 27T (A(L))*;

4) za svakix € L, v # 0, vrijedi ||b1||> < c1|z||?, gdje je

€ = [oall® 1<i<nb<onl
1 = max e <i<ngp< .
7

5) Za vektor y ¢ L definiramo o = B~ 'y, gdje je B matrica iji su
stupci by, ..., b,. Neka je ig najveéi indeks takav da o, & Z, te {04, }
udaljenost od o;, do najblizeg cijelog broja. Tada za svaki x € L vrijedi

-1
lz = ylI* > 7 Hoig HIba ||

Dokaz: Dokazat ¢emo samo tvrdnju 4). Dokazi ostalih tvrdnji mogu se
naéi u [Smart: The Algorithmic Resolution of Diophantine Equations].
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Neka je

n n
x = Zﬁ'bi = Zr;bf, ri €Z, 7; €R.
i=1 i=1
Neka je ig najveéi indeks za kojega je r;, # 0. Tada je (po definiciji Gram-
Schmidtove baze) r; = r;,, pa imamo

n
2 2 —1
el = e 10717 = ri 21185, I = 15, 2 > e 1o
i=1

O
U svom c¢lanku iz 1982. godine, Lenstra, Lenstra i Lovasz prikazali su
polinomijalni algoritam za konstrukciju LLL-reducirane baze iz proizvoljne
baze resetke (po njima nazvan LLL-algoritam). Algoritam je ubrzo nasao
brojne primjene, npr. u faktorizaciji polinoma s racionalnim koeficijentima,
kriptoanalizi RSA kriptosustava s malim javnim ili tajnim eksponentom,
problemu ruksaka, te diofantskim aproksimacijama i diofantskim jednadzbama.
Prikazat ¢emo de Wegerovu varijantu LLL-algoritma iz 1989. godine,
koja koristi samo cjelobrojnu aritmetiku. Za ¢ = 1,...,n, uvedimo oznaku

D = det((bj, bihr<ji<i) = [ (05,05).
j=1

Tada je ¢; = D;—1b] € 2", N\ijj = Djp;j € Z.

Algoritam INIT: (nalazi Gram-Schmidtovu bazu)
Do =1
fori =1ton do
C; = bl
forj=1toi—1do
Aij = (bj, ¢j)
ci = (Djci = Xijej) [/ Dja
D; = (ci,ci)/Di—q

Algoritam MI-LAMBDA: (postize da |u| < 3)

if (2’)\191’ > Dl) then
r = [A/Di]
bk = bk — Tbl
forj=1tol—1 do
)\kj = )\kj — r)\lj
Akt = A — 1Dy
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Algoritam ZAMIJENI: (zamjenjuje by i by_1, te pripadne
podatke)

zamijeni vektore by_1 i by
forj=1tok—2do
zamijeni )‘kfl,j i )\k,j
fori=k-+1tondo
= Aik—1
Aig—1 = (Nig—1 A o—1 + XixDr—2)/Di—1
Xik = (tDg — N g Agk—1)/Di—1
Dy—1 = (Dr—2Dy, + X 1)/ Dr1

LLL-algoritam (de Wegerova varijanta):

primijeni algoritam INIT na matricu B
k=2
while (k < n) do
primijeni algoritam MI-LAMBDA zal=k — 1
if (4Dy_2Dy < (3DF_; — 4} ;) then
primijeni algoritam ZAMIJENI
ifk>2thenk=FkF—1
else
foril=kKk—1to1ldo
primijeni algoritam MI-LAMBDA
k=k+1

Pokazat ¢emo sada kako se LLL-algoritam moze primijeniti na diofantske
probleme koji se mogu transformirati u nejednakosti za linearne forme (u
logaritmima).

Promotrimo nejednadzbu oblika

’OCO +rio0 + - xnan‘ < CZeicha
gdje su «; dani realni ili kompleksni brojevi, co i ¢3 pozitivne realne kon-
stante, te X = max{|x1|,...,|x,|}. RjeSenja trazimo u cijelim brojevima
Z1,...,%,. Pretpostavimo da je poznato da je X < Xy, gdje je Xy neka (ve-
lika) konstanta. Slicno kao kod Baker-Davenportove redukcije, zelimo dobiti
novu gornju ogradu oblika X < cln Xy. Razmotrit ¢emo slucaj kada su svi
«; realni.
Odaberimo konstantu C' ~ X{'. Linearnoj formi ap+) - ; x;cy pridruzimo

reSetku L generiranu stupcima matrice

1 0 0
A= 0 0
0 - 1 0

[Can] -+ [Can] [Can]
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Ovdje [a] oznacava najblizi cijeli broj realnom broju «. Konstantu C' smo
izabrali da bude priblizno jednaka X, jer tada po Lemi 3.7.3) mozemo
ocekivati da ¢e najmanji vektor LLL-reducirane baze imati normu priblizno
Xj. Koriste¢i LLL-algoritam mozemo naéi donju ogradu c4 za veli¢inu

ngy < {minlle =l s e Lk y gL
’ min{||z|| : z € L, x #0}, y € L,

gd.]e je Yy = [07 s 707 _[CQO]]T'
Lema 3.8. Neka je S = (n—1)X2 i T = 1250 Ao je 2 > T% + S, onda

vrijeds
1
X< —(In(Ce) —1 2-S-T
< - (cey - m( /-5 1),
ili jex1 =+ = Xp_1, xn:—[[gzz]].

Dokaz: Neka je ¢ = [Cap] + > i, 24{Cay]. Tada je

" 1 X

0

’<P—C(Oéo+;xiai)\ < 5—1-217 =1T.
1= 1=

Stoga je |p| < T + C - cpe™ %, Neka je @ = [x1,...,2,]7, te z = Ax. Tada

jez—y=Ix1,...,2yp-1,9]". Buduéi da je z € L, imamo da je ili z = y (pa
jexy = =2,_1=01x, = —[C%}) ili

n—1
i <UL,y)?* < fo +¢* < S+ (T+ 0626763)()2-
=1

Po pretpostavci je ¢ > S, pa dobivamo

—c3X 1 / .2
e 2 C—Cz( C4 - S - T) (349)

Koristedi pretpostavku da je ¢ > T?+5S, iz (3.49) logaritmiranjem dobivamo

X < % <ln(002) —In(y/2 -5 - T)) .

O

Napomena 3.7. Ako su «; kompleksni brojevi, onda se umjesto gornje
matrice A promatra matrica

1 0 0 0
0 0 0
0 1 0 0
[CRe(aq)] -+ - [CRe(an—1)] [CRe(aw,)]
| [CIm(a)] -+ -+ [CIm(ap—1)] [CIm(aw,)] |
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Primjer 3.4. Nadimo kubni polinom s cjelobrojnim koeficijentima (malim
po apsolutnoj vrijednosti) kojem je jedan korijen blizu m = 3.14159..., a
jedan blizu e = 2.71828 . . ..

Rjesenje: Problem mozemo shvatiti kao nalazenje koeficijenata z1, ..., x4
takvih da linearne forme |x173 + xom? + 237 + 24 i |21 + 2€% + 236 + 24
budu (istovremeno) male, a da pritom |z;| ne budu preveliki (recimo reda
veli¢ine 10?). Zato promotrimo resetku generiranu stupcima matrice

1 0 0 O
0 1 0 O
3101 987 314 100
2009 739 272 100

A:

(elementi u treéem retku su [100 - 7%, a u Getvrtom [100 - e*~%]). Zelimo
dobiti LLL-reduciranu bazu za ovu resetku. Toc¢nije, ovdje nas zanima ma-
trica “prijelaza” U takva da stupci matrice AU ¢ine LLL-reduciranu bazu.
Nju mozemo dobiti koristenjem naredbe qf111(A, 1) u programskom paketu
PARI (drugi argument 1 znaci da se koristi cjelobrojna varijanta LLL-
algoritma). Naredbe za nalazenje LLL-reducirane baze postoje i u drugim
programskim paketima (npr. lattice u Maplu ili LatticeReduce u Math-
ematici). Dobivamo:

-3 0 =8 1

2 1 -1 -9

66 —6 214 27
—134 9 —414 =27

Sada prvi stupac od U daje koeficijente Zeljenog polinoma:
f(z) = 32 — 22 — 662 + 134.
Njegovi korijeni su priblizno 3.147875, 2.725321 i —5.20653. &
Primjer 3.5. Nadimo sva rjesenja nejednadzbe
|z1In2 + 22 In3 + x3In5] < 2, (3.50)
gdje je X = max{|z1|, |z2|,|z3|} < Xo = 10%.

Rjesenje: Nejednadzba je oblika |[A| < coe™ %%, gdje je ca = 2, 3 =

1. Kao sto smo ve¢ ranije opisali, linearnoj formi A pridruzujemo resetku
generiranu stupcima matrice
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Savjet je bio uzeti C reda veli¢ine X§. Pokazuje se da obitno treba uzeti C
nesto veéi, da bi uvjeti Leme 3.8 bili zadovoljeni. Stoga uzmimo C = 1019,
Veli¢ine S i 7' iz Leme 3.8 su S = 2-10%, T'= (1 +3-10%). Za prvi vektor
LLL-reducirane baze dobivamo
—1515246263903680163735468625616799
—502897304507254890263203391695738
1165937255867757166304329056366403

Imamo: ||by ||* &~ 3.9083 - 109 i dobivamo ¢; = 1. Iz Leme 3.7 je
I(L,0)? > ¢ b1 ]|? = 3 ~ 3.9083 - 10%.

Vidimo da je zadovoljen uvjet ¢2 > T2 + S iz Leme 3.8. Uvrstavanjem svih
poznatih vrijednosti u Lemu 3.8, dobivamo novu ogradu:

X <154,

Ovo je znatno manja ograda od polazne X < 10%°. No, i nju mozemo jos
reducirati. Dakle, uzmimo da je Xo = 154, te neka je C' = 10°. Promotrimo
reSetku generiranu stupcima matrice

1 0 0
0 1 0
693147181 10988612289 1609437912

Dobivamo da se pripadna LLL-reducirana baza sastoji od stupaca matrice

073 747 713
—237 938 —611
—300 =55 1794

Nadalje je c; = 1, cqg = 474498, S = 47432, T = 231.5, pa se moze primijeniti
Lema 3.8 koja nam daje novu gornju ogradu

X <15.

Postupak se moze dalje nastaviti. No, ograda je ve¢ dovoljno mala da
se sve preostale moguénosti mogu i direktno ispitati. Dobiva se da su sva
rjeSenja:

(x1,x9,23) = (—6,—5,6),(—4,4,1),(—3,—-4,4),(-3,—-1,2),(-2,0,1),
(—=1,-1,1),( 100) (-1,1,0),(-1,2,— ) (0, -3, 2)
(07 1) ( ;0 ) 7_1)7(07 3, =2 ) )7( )
(1,0,0), (1,1 ),(2,0,—1),(3,1, 2),( 3 4,-4), (4, 4 1),
(6,5,—6).

Napomenimo da su ova 23 rjesenja ujedno i sva rjeSenja nejednadzbe (3.50),
jer iz Baker-Wiistholzovog teorema slijedi da (3.50) nema rjesenja u kojima
je X >10%. O



Poglavlje 4

Cjelobrojne tocke na
eliptickim krivuljama i
Thueova jednadzba

4.1 Elementarni rezultati o Mordellovoj jednadzbi
Godine 1923. Mordell je dokazao da diofantske jednadzbe oblika
y? = axd + ba® + cx + d,

gdje kubni polinom na desnoj strani jednadzbe nema viSestrukih korijena,
imaju samo kona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja. Krivulje zadane takvim
jednadzbama se nazivaju elipticke krivulje. Mordellov dokaz koristi svodenje
ovakve jednadzbe na kona¢no mnogo Thueovih jednadzbi, o ¢emu c¢e biti
viSe rijeci kasnije.

Problem nalazenja svih cjelobrojnih rjesenja ovakvih jednadzbi, (tj. svih
cjelobrojnih toc¢aka na eliptickim krivuljama) nije jednostavan. No, poznato
je dosta rezultata, posebno za jednadzbe oblika y? = 2 + k, koji su dobiveni
sasvim elementarnim metodama - razmatranjem konguencija modulo 4 i 8,
te svojstava kvadratnih ostataka.

Propozicija 4.1. Neka je k = (4b—1)3 —4a?, gdje je a cijeli broj koji nema
prostih faktora oblika 41 + 3. Tada jednadzba y?> = 3 + k nema cjelobrojnih
rjesenja.

Dokaz: Tmamo k = —1 (mod 4), pa je y?> = 23 — 1 (mod 4). Buduéi da
je y? =0ili 1 (mod 4),  ne moze biti paran niti kongruentan —1 modulo
4. Stoga je z =1 (mod 4). Zapisimo jednadzbu y? = 23 + (4b — 1)? — 4a® u
obliku

Yy 440 =23+ (4b—1)2 = (x +4b — 1)(2% — z(4b — 1) + (4b — 1)?).

7
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Zadnji faktor 22 — z(4b — 1) + (4b — 1)? je kongruentan 3 modulo 4. Stoga
on mora imati barem jedan prosti faktor p koji je takoder kongruentan 3
modulo 4. No, taj prosti faktor p moze dijeliti zbroj dva kvadrata y? + 4a?
jedino ako su i y i a djeljivi s p (jer je s jedne strane Legendeov simbol
(%1) = (—1)(17*1)/2 = —1, a s druge strane bi bilo (*71) = (%fﬁ) = (%2) =1),
a to je u suprotnosti s pretpostavkom da a nema prostih faktora oblika
4l + 3. O

Navedimo nekoliko cijelih brojeva k koji zadovoljavaju uvjete Propozicije
4.1: k= =5, 11, 23, —73.

Sljededi rezultat se dokazuje sasvim analogno kao Propozicija 4.1.

Propozicija 4.2. Neka je k = (4b + 2)% — (2a + 1)2, te neka su svi prosti
faktori od 2a+1 oblika 41+ 1. Tada jednadzba y*> = x> +k nema cjelobrojnih
rjesenja.

Propozicija 4.3. Neka je k = 20> — a3, gdje je a = 2,4 (mod 8), b = 1

(mod 2) i svi prosti faktori od b su oblika 81+ 1. Tada jednadzba y* = 23+ k
nema cjelobrojnih rjesenja.

Dokaz: Tmamo y?> = 23 + 2 (mod 4), pa je z # 0 (mod 2) i z # 1
(mod 4). Stoga je x =3 (mod 4), tj. x =3 ili 7 (mod 8). Nadalje,

y? —20° = 2% — a3 = (z — a)(2? + ax + d?).

Ako je x = 3 (mod 8), onda je 2° +ar+a? =1+ 3a+a? = £3 (mod 8),
pa z?+ax+a’ ima barem jedan prosti faktor p oblika 8/43. Po pretpostavci,
p ne dijeli b, pa dobivamo

G)-()-(5)-
p p p ’
Dobili smo kontradikciju jer je (%) =1 akko p = £+1 (mod B).

Ako jexz =7 (mod 8), onda je z—a = 7—a = +3 (mod 8), pa z—a mora
imati barem jedan prosti faktor oblika 81+ 3, iz ¢ega dobivamo kontradikciju
na sasvim isti na¢in kao i u prethodnom slucaju. O

Nekoliko vrijednosti od k koje zadovoljavaju uvjete Propozicije 4.3 su
k = —6, 34, 58, —62, 66, 90.

Sasvim analogno prethodnoj propoziciji dokazuje se sljedeéi rezultat.

Propozicija 4.4. Neka je k = —2b° — a3, gdje je a = 4 (mod 8), b = 1
(mod 2) ¢ svi prosti faktori od b su oblika 81 + 1 ili 81 + 3. Tada jednadzba
y? = 23 + k nema cjelobrojnih rjesenja.

Primjer 4.1. PokaZimo da jednadzba y?> = x3+45 nema cjelobrojnih rjesenja.
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Dokaz: Zbog y?* = 3 +5 (mod 8), imamo da je z = 3ili 7 (mod 8). Ako
bi bilo = 0 (mod 3), onda bi iz z = 3X, y = 3Y, dobili Y2 =3X3 +5=2
(mod 3), sto je kontradikcija, jer 2 nije kvadratni ostatak modulo 3. Stoga
x nije djeljiv s 3.

Pretpostavimo da je z = 3 (mod 8). Zapisimo jednadzbu u obliku

y? —2-6% =2° - 27 = (z — 3)(2* + 3z +9).

Imamo da je 22 + 3z + 9 = 3 (mod 8), pa taj broj mora imati neki prosti
faktor p oblika 8/ + 3. No, buduéi da smo provjerili da je p # 3, p ne moze
biti faktor od y? — 2 - 62.

Pretpostavimo da je z = 7 (mod 8). Sada ¢emo polaznu jednadzbu za-
pisati u obliku

y? — 23> =2% 427 = (z + 3)(2* — 32+ 9).

Imamo da je 22 — 3z +9 = 5 (mod 8), pa taj broj mora imati neki prosti
faktor p oblika 814 3. No, p ne moze biti faktor od y? —2-3%, pa smo ponovo
dobili kontradikciju. &

4.2 Primjena faktorizacije u kvadratnim poljima

Jednadzbu y? = 2% + k mozemo zapisati u obliku z® = 3% — k, te je faktor-
izirati u polju Q(vk):

2 = (y+ Vk)(y — V). (4.1)

Da bi mogli ovu faktorizaciju iskoristiti za rjeSavanje polazne jednadzbe,
potrebne su nam neke informacije o cijelim brojevima u kvadratnom polju
K = Q(Vk). Pretpostavit ¢emo da je k kvadratno slobodan. Ponajprije,
podsjetimo se da je prsten cijelih brojeva O u K jednak {u + VR TRIN=
Z} ako je k=2 ili 3 (mod 4), odnosno {u+vl+T‘/E cu,v €Z}akojek=1
(mod 4). Sljedeéi vazan podatak je struktura skupa jedinica (invertibilnih
elemenata) u Ok. Kod proucavanja Pellovih jednadzbi pokazali smo da ako
je k > 2, onda ima beskonacno mnogo jedinica u K, i one imaju oblik +¢,
n € Z, gdje je g fundamentalna jedinica. Ako je k negativan, onda K ima
jednice +1, i to su jedine jedinice, osim u sluc¢ajevima k = —11i k = —3.
Jedinice u Q(y/—1) su +1, i, a u Q(v/—3) su £1, %

U relaciji 4.1 imamo da je produkt dva broja jednak kubu. Kad bi se
radilo o produktu (obi¢nih) cijelih brojeva i ako bi faktori bili relativno
prosti, onda bismo mogli zakljuc¢iti da su oba faktora kubovi. U tom za-
kljucku se koristi jednistvenost rastava cijelih brojeva na proste faktore.
Nazalost, to svojstvo ne vrijedi za cijele brojeve u svim kvadratnim poljima.
Preciznije, jedina kvadratna polja s takvim svojstvom za k < 0 su ona za
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k=-1,-2,-3,—-7,—11,—13,—-19, —43, —67, —163, dok je slutnja da takvih
polja za k > 0 ima beskona¢no mnogo.
Na primjer, u Q(y/—5) imamo:

21 =3-7=(1+2V-5)(1 -2V=5) = (4+V-5)(4 —V/-5) (4.2)

i moze se pokazati da su svi faktori 3,7,1 4 2v/=5,1 — 2v/5,4 +/5,4 — /5
nerastavljivi, tj. da su djeljivi samo s jedinicama i sebi pridruzenim brojevima
(brojevi su pridruzeni ako im je kvocijent jedinica).

Ipak, jedinstvenost faktorizacije je mogudée dobiti ukoliko se umjesto bro-
jeva promatraju ideali. Neka je D integralna domena. Ideal I u D je pot-
prsten od D koji je zatvoren s obzirom na mnozenje elementima iz D, tj.
re€ D,a¢€l = rac I. Vazan primjer ideala su glavni ideali, koji su ob-
lika <a> = {ra : r € D}. Opéenitije, skup <ay,...,a, >= {d> 1" | ria; :
r; € D} je ideal u D. Ukoliko su svi ideali u D glavni, onda kazemo da
je D domena glavnih ideala (PID). Na primjer, moze se pokazati da ideal
<7,4++/5> nije glavni ideal u OQ(\/—), pa OQ(\/—) nije PID. Usporedimo
li ovaj primjer s (4.2), nasluéujemo da su pitanja jednoznacne faktorizacije
i postojanja ideala koji nisu glavni usko povezana. I zaista, vrijedi: Og ima
svojstvo jednoznacne faktorizacije na nerastavljive elemente (kaze se da je
UFD - Unique Factorization Domain) ako i samo ako je Ox domena glavnih
ideala.

Produkt ideala I i1 J se definira sa
I!]:{:CGD : x:i1j1+”’+irjra TEN, ila"-)ir GI) jl)”'aj’f‘e‘]}’

Posebno, <a><b>=<ab>, <ai,as ><bi,by >=<aibi,aibs, asby, asbs >.
Ideal <1>= D je neutralni element na ovu operaciju mnozenja. Neka su A
i B ideali. Reé¢i ¢emo da A dijeli B, i pisati A|B, ako postoji ideal C' tako
da je B = AC. Vrijedi: A|B < B C A.

Pravi ideal P (tj. ideal koji je razlicit od <0> i <1>) se naziva prost
1deal ako

a,be D,abe P=a€ P ili be P.

Svaki ideal u Og moze se na jedinstven nacin prikazati kao produkt prostih
ideala.

Vratimo se sada na na$ primjer (4.2) nejednoznaé¢ne faktorizacije broja
21 u OQ( J=5) te rastavimo glavni ideal < 21 > na produkt prostih ideala:
<21>=pp'qq, gdje je

p=<3,14++v/-5>, p=<3,1—+v-5>,
q=<7,44++v-5>, q=<7,4—+/-5>.

Sada one tri razlicite faktorizacije iz (4.2) dobijemo tako da na razlicite
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nacine grupiramo dva po dva od ova Cetiri prosta ideala. Zaista,

pp =<3>, qq =<T7>;
pg=<4++V-5>, pd=<4-/-5>;
pgd =<1-2y/-5>, pg=<1+2/-5>.

Dokazimo samo prvu jednakost:

pp’ = <9,3(1 —v/=5),3(1 +v-5),6>=<3><3,1 —+v/-5,1++/-52>

= <3I><1>=<3>

(ako ideal sadrzi 3 i 2, onda mora sadrzavati i 3 —2 = 1).

Na skupu svih ideala u Ok definiramo relaciju ekvivalencije: A ~ B ako
postoje a, 5 € Ok \ {0} takvi da je <a> A =< > B. Uz mnozenje klasa
definirano pomocu predstavnika ([A][B] = [AB]), dobivamo grupu koja se
naziva grupa klasa ideala. Broj klasa ekvivalencije (red grupe klasa ideala)
je konacan broj i oznacava se s h(K), te zove broj klasa od K (engl. class
number). O¢ito je da su svi glavni ideali medusobno ekvivalentni, pa ako je
Ok PID, onda je h(K) = 1. Vrijedi i obrat. Stoga je Oxg UFD ako i samo ako
je h(K) = 1, pa mozemo re¢i da h(K) mjeri koliko Ox odstupa od svojstva
jedinstvene faktorizacije na nerastavljive elemente.

Teorem 4.1. Neka je k < —1 kvadratno slobodan cijeli broj, k = 2,3
(mod 4) i h(Q(Vk)) # 0 (mod 3).

a) Ako je k oblika k = 1—3a?, onda su sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
y? = 23+ k dana sa

r=4a> -1, y=+(3a—8d).

b) Ako je k oblika k = —1 — 3a?, onda su sva cjelobrojna rjesenja jed-
nadzbe y* = 2° + k dana sa

r=4a>+1, y=+(3a+8d).

c) Ako je k # +1 — 3a?, onda jednadzba y* = 2* + k nema cjelobrojnih
rjesenja.

Dokaz: Pretpostavimo da jednadzba y? = 23+k ima cjelobrojnih rjesanja.
Iz y» = 0,1 (mod 4) i k = 2,3 (mod 4) slijedi 2> = 1,2,3 (mod 4), pa
zakljuéujemo da x mora biti neparan. Nadalje, (z,k) = 1. Zaista, pret-
postavimo da prost broj p dijeli i z i k. Tada p? dijeli y? — 23 = k, §to je kon-
tradikcija s pretpostavkom da je k kvadratno slobodan. Dakle, (x,2k) = 1,
pa postoje I,m € Z takvi da vrijedi

lx +2mk = 1. (4.3)
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Promotrimo sada imaginarno kvadratno polje K = Q(vk). Buduéi da je
k = 2,3 (mod 4), prsten cijelih u K je Ox = {u+ vWk : u,v € Z}. Iz
23 = (y + Vk)(y — Vk), dobivamo jednadzbu u idealima

<z>d=<y+Vi><y —Vi>. (4.4)

Pokazimo da su glavni ideali <y + vk > i <y — vk > relativno prosti.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji prosti ideal P takav da P| < y+Vk>
i P| <y—Vk>. Tadasuy+VEk,y—Vk € P, paje 2vVk = (y+Vk)—(y—Vk) €
P i 2k = VE(2Vk) € P. Nadalje, P|<z>> pa, jer je P prost, imamo da
P| <x>. Sada iz x,2k € P i (4.3) slijedi da je 1 € P, sto je u kontradikeiji
s pretpostavkom da je P prost.

Zbog jednoznacnosti rastava na produkt prostih ideala, iz (4.4) slijedi da
je <y +VEk>= A3 za neki ideal A iz Og. Zbog pretpostavke da 3 1 h, ideal
A je glavni. Zaista, buduéi da je h red grupe klasa ideala, to je A" glavni
ideal. Iz (h,3) = 1 slijedi da postoje r, s € Z takvi da je 3r + hs = 1. Ideali
A3 i A" su glavni, pa je i

A= A3t+hs — (AB)T(Ah)S

glavni ideal.
Prema tome, A = <a + bv/k>, gdje su a,b € Z. Stoga je

<y+VE>= <at+bVk> =<(a+bVk)>> .

Dva glavna ideala <a> i <[> su jednaka ako i samo ako je a/f jedinica.
Zbog nasih pretpostavki na k, jedinice u Ok su € = +1. Dakle, imamo

y+Vk =e(a+bVk)?,

a takoder i y— vk = e(a—bVk)3. Sada je 2® = y? —k = £2(a® —kb?)3 = (a®—
kb2)3, pa je x = a® — kb%. Nadalje, 2vk = ¢ ((a V) — (a— b\/E)3> _

£-2VE(3ab+ kb%), pa je eb(3a® + kb?) = 1. Odavde je o¢ito b = +1. Drugim
rije¢ima, b = +e.
Ako je b = ¢, onda imamo

r=a>—k, y=c(a®+3ka), 1=3da>+Ek,

pa je
k=1-3d% z=4da>-1, y==+(3a—8da>).

Ako je b = —¢, onda imamo 1 = —3a® — k, pa je

k=—1-3a% xz=4a*+1, y=+(3a+8d®).
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Napomena 4.1. Npr. k£ = —2 zadovoljava uvjete Teorema 4.1.a), jer je
h(Q(v/—2)) = 1. Stoga su sva rjesenja jednadzbe y?> = 2% — 2 dana sa
(x,y) = (3,£5). Uvjete Teorema 4.1.b) zadovoljava npr. k& = —13, jer je
h(Q(v/—13)) = 2. Uvjete Teorema 4.1.c) zadovoljava npr. k = —5, jer je
h(Q(v/=5)) = 2. Primijetimo da je sluéaj k = —5 bio veé pokriven i s
Propozicijom 4.1. Broj klasa se moze izracunati u PARI-ju pomoc¢u naredbe
quadclassunit, ili koriste¢i vezu s brojem reduciranih kvadratnih formi s
diskriminantom 4k.

U slucaju kada je £ > 0, postupamo na slican nac¢in. Bitna razlika je
$to u tom slucaju imamo beskona¢no mnogo jedinica. Preciznije ¢ = 47,
gdje je n = T + Uvk fundamentalna jedinica u Ox i [ € Z. Buduéi da je
—1=(=1)3in3 = (n™)3, zapravo treba promotriti samo tri sluéaja:

y+VE = (a+bVk)?,
y+ VE = n(a+bVE)>?,
y+Vk = n*(a+bVk)?,

Prvi slucaj se rjesava na sasvim analogan nac¢in kao u Teoremu 4.1, dok se
drugi i tre¢i slucaj mogu eliminirati ako se pretpostave neki dodatni uvjeti
na k,T,U. Kao primjer navodimo (bez dokaza) sljedec¢i rezultat.

Teorem 4.2. Neka je k kvadratno slobodan prirodan broj, k = 2,3 (mod 4)
i h(Q(Vk)) # 0 (mod 3). Neka je T + Uk fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe T? — kU? = 1. Ako je k =7 (mod 9) i U = £3 (mod 9), onda

jednadzba y? = x> + k nema cjelobrojnih rjesenja.

Napomena 4.2. Npr. k£ = 7 zadovoljava uvjete Teorema 4.2 jer je 7 = 3
(mod 4), 7 = 7 (mod 9), h(Q(+/7)) = 1, a fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe T? — TU% = 1 je 8 + 3v/7, pa je U = 3 = 3 (mod 9). Dakle,
jednadzba y? = 23 4 7 nema cjelobrojnih rjesenja.

Dat ¢emo i jedan primjer koji pokazuje kako se moze postupiti u slucaju
kada je h(Q(V'k)) djeljiv s 3.

Primjer 4.2. Jednadzba y> = 2% — 31 nema cjelobrojnih rjesenja.

Rjesenje: Pokazimo najprije da x mora biti paran. Ako jex =1 (mod 4),
onda dobivamo y? = 2 (mod 4), §to je nemoguée. Ako je x = 3 (mod 4),
onda iz

Yy’ +4=a%-27=(x—3)(2® + 3z +9)

i 22 + 32+ 9 =3 (mod 4) dobivamo kontradikciju.
Faktorizacija broja 2 na produkt prostih ideala u OQ( J/=31) Je

3+ v—31 3—+v-31
+2 > <2

<2>=<2, ,
2

> .
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Nije tesko provjeriti da <2, Sty=sl V2_31 > nije glavni ideal.
Iz y? — 31 = 2 dobivamo sljedeéu faktorizaciju ideala:
v—31 —v—31 3++v-31 3—+v-31 3
<y+2 ><y 5 >=<2,7+2 > <2 <

— > <>
’ 2 2

Ideali < ¥+ 51 {31 >0 < {31 > su relativno prosti. Stoga zaklju¢ujemo da

postoji ideal A u 0@(m> takav da je

v—=31 3+ +v/—31
<%>:<2,%>A3.

Iz h(Q(v/=31)) = 3 slijedi da je A3 glavni ideal, pa dobivamo da je i
<2, 3tvsl {31 >, §to je kontradikcija. O

4.3 Transformacija eliptickih krivulja u Thueove
jednadzbe

Promotrimo opéenitu jednadzbu oblika
y? =23 +ax® + b +c,

gdje su koeficijenti a, b, ¢ cijeli brojevi, a kubni polinom na desnoj strani
nema visestrukih korijena. Prikazat ¢emo Mordellov argument kojim je pokazao
da takva jednadzba ima samo kona¢no mnogo cjelobrojih rjeSenja. Istovre-
meno, bit ¢e to i vazan korak u jednoj od opé¢ih metoda za nalazenje svih
cjelobrojnih toc¢aka na eliptickoj krivulji.

Ideja je faktorizirati polinom

fx) =23 +az? +bx+c= (z — V1) (x — 9)(x — I3). (4.5)

Tako dobivamo polja Q(¥;) u kojima promatramo jednadzbu (4.5). Mguca
su tri slucaja:

1) sva tri korijena od f su racionalni (pa onda i cijeli);

2) jedan korijen od f je racionalan, a ostala dva su kvadratne iracional-
nosti;

3) f je ireducibilan nad @, korijeni su mu algebarski cijeli brojevi 3.
stupnja.

Podsjetimo se da u Z vrijedi: ako je XY = Z!i (X,Y) = 1, onda postoje
U,V € Z tako da je X = +U', Y = +V'. Poopéenje tog rezultata na cijele
brojeve u polju algebarskih brojeva K dano je sa:
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Lema 4.1. Sva rjeienja jednadibe XY = cZ', gdje (X,Y)|6 za dani ideal
0, imaju oblik

X =XeUl, Y =peVl, Z=vesUV,

gdje su U,V proizvolyni cijeli brojevi iz K, €1,€92,e3 su jedinice, A\, u,v su
elementi iz K. Posljednjih Sest brojeva (e1,e2,3,\, u,v) poprimaju samo
konacéno mnogo vrijednosti i zadovoljavaju A\peiea = cyleé.

Dokaz: Zbog jedinstvene faktorizacije na proste ideale, dana jednadzba
povlaci sljedece jednadzbe u idealima:

<X>:5161al, <Y>:5262bl,

gdje su 91,92 elementi kona¢nog skupa ideala i u njihovoj faktorizaciji na
proste ideale svi prosti ideali dijele §, a < ¢ > = cyco je neka faktorizacija
ideala <c¢>. Postoji kona¢no mnogo klasa ideala. Neka je [a/] inverz od [a].
Tada je aa’ glavni ideal, recimo ad’ =< U >. Iz d} < X >= 6,c;<U >,
slijedi da je 61c1/a" = <A> za neki A € K. Stoga je <X >=<\> <U>!,
sto povlaci X = e\U', gdje je € jedinica. Zbog toga $to je grupa jedinica
konacno generirana, vrijedi da je e = ¢ - 56, gdje €1 poprima samo kona¢no
mnogo vrijednosti (produkt generatora s potencijama manjim od ). Zbog
konac¢nosti broja klasa i A poprima samo kona¢no mnogo vrijednosti. O

Vratimo se na jednadzbu (4.5). Promatramo je u polju K = Q(¢;). Dat
¢emo detalje za tredi slucaj, kad je kubni polinom f(z) ireducibilan. Trans-
formacija elipticke krivulje u Thueove jednadzbe u preostala dva slucaja
provodi se na slican nacin. Iz Leme 4.1 slijedi relacija

x — 9 = m(r + s0; + t9?)?, (4.6)

gdje sur, s, t € Z, a m poprima konaéno mnogo vrijednosti iz Q(v;). Zaista,
1; je algebarski cijeli broj 3. stupnja, pa se svaki element iz K moze napisati
u obliku a + 89; + 792, a, 8,7 € Q. No, {1,9;,92} ne mora biti baza za Ok
(podsjetimo se polja Q(v/d), d = 1 (mod 4)). Medutim, moze se pokazati
da ako je é(r—i— s¥; +t9?) € Ok i (d,r, s,t) = 1, onda d? dijeli diskriminantu
A[1,9;,97] = (91 — 92)2 (91 — 93)%(¥2 — U3)?. Stoga imamo konaéno mnogo
mogucénosti za d, koje mozemo “prebaciti” u m.

I broj m (svaki od konaéno mnogo njih) mozemo zapisati u obliku m =
ro + so; + tod7, gdje su 1o, s, to € Q. Uvrstimo to u (4.6), izmozimo, te 93
i 1921 prikazemo pomocu 1,191-,19@2. Usporedimo li koeficijente uz 1, 9; i 19? na
obje strane jednadzbe, dobivamo tri jednadzbe oblika

filrys, t) =0,  fao(r,s,t) =1, f3(r,s,t) =z,

gdje su fi, fa, f3 ternarne kvadratne forme s racionalnim koeficijentima. U
Poglavlju 2 smo vidjeli da se rjesivost jednadzbe fi(r,s,t) = 0 moze efikasno
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ustanoviti. Takoder smo pokazali da su (uz pretpostavku da netrivijalno
rjeSenje postoji) sva rjesenja dana s

gr = qi(u,v), gs=q(u,v), qt=qs3(u,v),

gdje su q1, g2, g3 binarne kvadratne forme s cjelobrojnim koeficijentima, a ¢
poprima kona¢no mnogo cjelobrojnih vrijednosti. Uvrstimo li to u jednadzbu
fa(r,s,t) =1, dobivamo kona¢no mnogo jednadzbi oblika

h(u,v) = ¢%, (4.7)

gdje je h homogeni polinom 4. stupnja s cjelobrojnim koeficijentima. Moze
se provjeriti da h nije kvadrat polinoma 2. stupnja. Stoga po Thueovom teo-
remu zaklju¢ujemo da jednadzba (4.7) ima konaéno mnogo rjesenja, pa zato
i polazna elipticka krivulja ima samo kona¢no mnogo cjelobrojnih tocaka
(koje dobijemo iz f3(r,s,t) = x).

Primjer 4.3. Zelimo naéi sve trokutaste brojeve koji su jednaki produktu
tri uzastopna prirodna broja (problem je postavio Mohanty [1988], a rijesio
de Weger [1989]). Podsjetimo da se trokutasti brojevi definirani sa T,, =
w. Pokazuje se da postoji tocno 6 rjesenja:

T3=1-2-3, Ti5=4-5-6, To=5-6-7, Tyu=9-10-11,

Tsos = H6 - 57 - B8,  Thar36 = 636 - 637 - 638.

Rjesenje: Na ovom primjeru ¢emo ilustrirati gore opisanu metodu trans-
formacije eliptickih krivulja u Thueove jednadzbe. Neke od dobivenih jed-
nadzbi 4. stupnja ¢e biti vrlo jednostavne, dok ¢emo rjesavanje nekih odgoditi
dok ne objasnimo metodu za rjesavanje opé¢ih Thueovih jednadzbi.

Zadani uvjet se moze zapisati u obliku n(nTH) = m(m + 1)(m + 2).
Pomnozimo obje strane jednadzbe s 8, te uvedimo supstituciju x = 2m + 2,
y = 2n + 1. Tako dobivamo jednadzbu elipticke krivulje

Yy = —dr+1 (4.8)

(trazimo cjelobrojne tocke na (4.8) u kojima je x > 4 paran iy > 3 neparan).
Pokazat ¢emo da elipticka krivulja (4.8) ima to¢no 22 cjelobrojne tocke:

(z,y) = (=2,41), (=1,42), (0, 1), (2, £1), (3, £4), (4, £7), (10, £31),
(12, 441), (20, £89), (114, £1217), (1274, +45473),

od kojih zadnjih 6 parova zadovoljava nase uvjete.

Tvrdnja se lako provjeri za x < 0 (jer je tada ocito x > —2), pa nadalje
pretpostavljamo da je x > 1.

Promotrimo polje K = Q(¥), gdje je 92 — 49 +1 = 0. Uzmimo ¥ = ¥; ~
0.2541, Y9 ~ —2.1149, 3 =~ 1.8608. Koristedi npr. PARI, mogu se dobiti
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sljedece informacije o polju K: Og = Z[], h(K) = 1, fundamentalne jedinice
su ¥ i 2 — 9 (opéenito je broj fundamentalni jedinica (generiraju grupu
jedinica, uz korijene od 1) jednak s + ¢ — 1, gdje je s broj realnih korijena,
a t broj parova konjugirano kompleksnih korijena minimalnog polinoma od
J; dakle, za stupanj 3 je s+t —1=11ili 2).

Jednadzbu (4.8) zapisimo u obliku

y? = (x —9)(2? + 92 + (9 — 4)). (4.9)

Lako se vidi da su faktori x — i 22 +9Jx + (92 — 4) relativno prosti. Odavde
slijedi da se x — 1 moze zapisati u obliku

z—9=40(2-9)YU% UecZ, i,je{0,1}.

Ista relacija vrijedi za svaki od konjugata ¥;. Za 91 vidimo (zbog z > 1 i
U € R) da u (4.9) treba uzeti predznak +, a za 93 vidimo da mora biti ¢ = 0.
Stoga je ostalo promotriti dva slucaja: j =01 j = 1.

Trazimo rjesenje u obliku
x— 19 = (r+4 s+ t9*)>2. (4.10)
Izjednacavanjem koeficijenata uz potencije od ¥ u (4.10) dobivamo
52+4t2+2rt20, 2 — 2rs — 8st = 1, r? — 2st = .

Vidimo da je s paran, ¢t neparan, pa je i r paran. Stavimo r = 2ry, s = 2s7.
Dobivamo: 4s? + 4t2 + 4rit = 4s2 + (2t +r1)? — r? = 0. Dakle, dobili smo
Pitagorinu jednadzbu

(231)2 + (2t + r1)2 = 7“%.

Zakljucujemo da postoje u,v € Z takvi da je

s1=uv, 2+r =u?—0} 1= i(u2 + vz).

Za predznak + dobivamo t = —uv?, a za predznak — dobivamo ¢t = u?.
Uvrstimo li ove vrijednosti u drugu jednadzbu, dobivamo

v(v? + 8uv? — 8utv) =1,
odnosno
u(u?® + 8u?v — Suv?) = 1.

Buduéi da su dobiveni homogeni polinomi reducibilni, ove jednadzbe je vrlo
lako rijesiti. Dobije se da je (u,v) = (0,1),(1,1),(0,—1),(—=1,—1) u pr-
vom slucaju, a (u,v) = (1,0),(1,1),(-1,0),(—1,—1) u drugom. Odavde je
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(r,s,t) = (2,0,—1),(4,2,—1), (—=2,0,1), (—4,2,1), pa je = = 4,20, 12. Tako
dobivamo cjelobrojne tocke na eliptickoj krivulji (4.8): (4,£7), (20,£89) i
(12, £41).

j=1

Trazimo rjesenje u obliku

z—19=(2—-9)(r+ s+ t*)>. (4.11)
Dobivamo jednadzbe

252 + 912 — 2rs +4rt —8st =0, 1>+ 45>+ 18t% — 4drs + 8rt — 18st = 1,
22+ 2+ 42 + 2rt — 4st = .

1z prve jednadzbe imamo
0 =25+ 9t% — 2rs + drt — 8st = 2(s — 2t)* + 1> — 2r(s — 2t).

Uz supstituciju z = s — 2t, dobivamo ¢? + 222 = 27z, tj. t2 = 22(r — 2).
Ako je z neparan, onda postoje u,v € Z tako da je z = u?, r — z = 202,
pa dobivamo
r:u2+2v2, 3:u2—|—4uv, t = 2uwv,

§to nam daje Thueovu jednadzbu
ut — 4udv — 120%0° 4+ 40t = 1. (4.12)

Ako je z paran, onda postoje u,v € Z tako da je z = 2u?, r — z = v?, pa
dobivamo
r = 2u? +v2, s = 2u? + 4duv, t = 4uv,

§to nam daje Thueovu jednadzbu
4ut — 8udv — 1200?40t = 1. (4.13)

Jednadzbe (4.12) i (4.13) su “prave” Thueove jednadzbe, tj. pripadni
homogeni polinom je ireducibilan. Iz onog sto smo do sada rekli o Thueovim
jednadzbama, znamo da te jednadzbe imaju kona¢no mnogo rjeSenja, no
jos nismo dali algoritam za nalazenje svih rjeSenja. To ¢emo napraviti u
sljede¢em poglavlju.

4.4 Algoritam za rjeSavanje Thueove jednadzbe

U Poglavlju 3.1 smo promatrali Thueovu jednadzbu oblika F(x,y) = m,
gdje je F(x,y) = fox™ + fix" 'y + - + f,y" ireducibilan polinom nad Q
stupnja n > 3. U prethodnom poglavlju smo vidjeli da se i nalazenja cjelo-
brojnih tocaka na eliptickim krivuljama moze svesti na rjesavanje Thueovih
jednadzbi. Stoga je od velikog interesa postojanje algoritma za sistematsko
rjeSavanje Thueovih jednadzbi. Mi ¢emo prikazati jedan takav algoritam -
de Wegerov algoritam iz 1989. godine.
Podijelit éemo skup mogucéih rjeSenja u cetiri klase:
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- jako mala rjesenja: |y| < Yj - provjera “grubom silom”;

- mala rjesenja: Y7 < |y| < Y - odgovaraju konvergentama veriznog
razlomka od J;;

- velika rjesenja: Yo < |y| < Y3 - eliminirat éemo ih LLL-redukcijom;

- jako velika rjeSenja: |y| > Y3 - dokazat ¢emo da ne postoje pomocu
linearnih formi u logaritmima.

Neka je g(z) = F(z,1) = fo(x — 1)+ (z — ¥,). Tada dobivamo jed-
nadzbu F(z,y) = fo(x — ty)- - (x — dpy) = m, koju éemo promatrati u
polju algebarskih brojeva K = Q(v;) (sva su ta polja Q-izomorfna). Neka su
V1,...,0s realni, a Vg1 = Vgit41, ..., 051t = Vst konjugirano kompleksni
korijeni od g(x). Vidjeli smo u 3.4, da je slucaj s = 0 vrlo jednostavan. Stoga
¢emo u daljnjem pretpostaviti da je s > 1.

Uvedimo oznaku: 8; = ¢ — 9;y, za ¢ = 1,...,n. Pretpostavimo da je
|fol = |m| = 1. Tada iz (152 --- B, = *£1, zakljucujemo da je f; jedinica
(invertibilni element) u prstenu Og. Po Dirichletovom teoremu o jedinicama
znamo da je

— ai a
by = £eit -7,

gdje je €1, ...,&, sustav fundamentalnih jedinica, te r = s +¢ — 1. U opéem
sluc¢aju ¢emo imati

ar
ro

b; = tpet e

gdje u; pripada kona¢nom skupu M neasociranih elemenata iz Ok Cija norma
zadovoljava uvjet fo - N(p;) = m.

Neka je |Bi,| = min{|f5;] : 1 <i < n}. Tada je ip € {1,...,s} 1 vrijedi

1Biol < ealyl™" 7Y, (4.14)
Bi| = ealyl, i # io, (4.15)
gdje je
2n71‘m’

T min{lg (@) 1<i<s)

1
Cy = §mln{]192—19j\ : 1§z<]§n}

(vidi dokaz Teoreme 3.5).

Lema 4.2. Ako je |y| > Y1 = (4cl)ﬁ, onda je I konvergenta u razvoju u

verizni razlomak broja U;,.
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Dokaz: Imamo:

r| 4 B 1o, o B 1
pa tvrdnja slijedi iz Legendreovog teorema o veriznim razlomcima. U

Promotrimo sada vezu izmedu tri razlicita elementa §; = x — Yy, 5 =
r — vy, B, = v — Y4y. Eliminirajudi = i y iz ove tri jednadzbe, dobivamo
Siegelov identitet

Bi(9; — k) + Bj(Vk — 9i) + Br(¥; — ;) = 0.

Za B; ¢emo uzeti B;,, dok ¢emo ¥; i ¥y uzeti da budu realni (ako je s > 3),

odnosno da je ¥j, = ¥, (ako je s = 1). Detalje ¢emo dati samo za prvi, realni,
slucaj. Seigelov identitet mozemo pisati i u obliku

9= B . =V By
V

=9 B U= B
Identitet (4.16) ¢e nam dati vezu s linearnim formama u logaritmima. Defini-

rajmo:
iy — ¥ ﬁk;)
A=In|-2—L ..
<19z'o—19k Bj

Nije tesko vidjeti da je izraz pod logaritmom pozitivan.

(4.16)

Lema 4.3. Neka je

Ui, — Vi L
c;;,:max{‘m :217&227&237&21},

1
2 n
Y2 :max{Yl,( 6103> }
C2

Ako je |y| > Ya, onda vrijedi

1.39
IA] < 1090163

ly[™".

Dokaz: Lijeva strana od (4.16) je jednaka e® — 1. Iz definicije od c3, te
nejednakosti (4.14) i (4.15), imamo

—(n—1) 1
C Cc1C
A —1<ey- 1yl = 13\y]_”<—.
caly| €2 2
Stoga je
1.39
Al <22 [ed — 1] < Z20AB ) 1-n,
C
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Sjetimo se da je 3; = ui(e(li))“l (57@)‘”. Stoga (4.16) postaje

r k r i
Dy 0y e TPE oy PO e TE e
191‘0 - 19]? /"LJ i=1 5Z-]) /Lgk - 791‘0 /"LJ i=1 5§])

U realnom slu¢aju nasa linearna forma A je

Vig =05 - e
In|[—2—2 . =F|+) q; In|-+
791'0 — ﬁk Hj zzl ! 61(])
Neka je A = max{|a;| : i = 1,...,7}. Zelimo dobiti gornju ogradu za

A. Uspijemo li naéi relativno malu ogradu za A, onda éemo modéi ispitati
sve mogucnosti za - (' -+ - €%, provjeriti koja od njih ima oblik x — Jy, te
konaé¢no provjeriti je li F'(x,y) = m.

Najprije ¢emo prikazati kako se dobije gornja ograda za A u ovisnosti o y.
Zal ={iy,...,i,} C {1,...,s+t}, definiramo matricu Uy = (In |51(”)|)1§i,l§r'
Primijetimo da iz § = p - (" -+ - %7, slijedi

1 BLi1)
aq (i)
Ul @ | = :
a 5(%)
" In ‘ L)

Analizirajuéi ovu relaciju, moze se dobiti sljedeé¢a nejednakost
A < csIn(eqly)). (4.17)
Konstante ¢4 i ¢5 su definirane na sljede¢i nacin:
Ul_l - [uil]v
,
N = max{>_|ug| : i=1,...,r},
i=1

p— = min{|p;| :pe M, i=1,...,n},

pg = max{|p;| : pe M, i=1,...,n},

o — T+ max{|¥;, —9;,] 1 1 <14 <iy < n}7
.

¢s = min{(n — 1) - mIinN(Ufl),m?XN(Ufl)}.

Tada se moze pokazati da (4.17) vrijedi ¢im je |y| > max{Y7, 2\m]%, EE)
Kombinirajuéi Lemu 4.3 i (4.17), dobivamo nejednakost

Al <egre s, (4.18)
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gdje je cg = %. S druge strane, iz Baker-Wiistholzovog teorema prim-

jenjenog na formu A, dobivamo nejednakost oblika
|A| > e~crlinAtes) (4.19)

Usporedbom nejednakosti (4.18) i (4.19), dobivamo (vrlo veliku) gornju
ogradu za A. Potom tu veliku ogradu smanjujemo primjenom LLL-redukcije
na nejednakost (4.18).

Primjer 4.4. Da bi dovrsili Primjer 4.3 i nasli sve trokutaste brojeve koji
su jednaki produktu tri uzastopna prirodna broja, trebamo jos provjeriti da
su sva rjesenja Thueove jednadzbe

at — 4ty — 1225 4+t =1
dana sa (z,y) = (1,0), (=1,0), a sva rjesenja Thueove jednadzbe
at — 1203y — 8z + 4yt =1
sa (z,y) = (£1,0), (1, -1), (=1,1), (1,3), (=1, -3), (3, 1), (=3,1).

Rjesenje: Promatraju se polja algebarski brojeva Q(¢), gdje je ¢* —4p3 —
12¢% + 4 = 0, te Q(¥9), gdje je v* — 129% — 89 + 4 = 0. No, uocimo da je
Q(p) = Q(V), jer je ¢ = 2. Koristedi programski paket PARI/GP nalazimo
da je sustav fundamentalnih jedinica u Q(¥):

1
e1=1419, eo=3+19, 6325’[92.

Primjenom de Wegerovog algoritma, dobivamo najprije za se za veli¢ine
Y1 1 Y3 moze uzeti Y7 = 1, Yo = 3. Potom dobivamo nejednakost koja
odgovara nejednakosti (4.18):

IA| < ko - e R34, (4.20)
gdje je
ke =6.39-10%, k3 = 3.303.
S druge strane se i Baker-Wiistholzovog teorema dobiva nejednakost
A] > eFelnA, (4.21)

gdje je ky = 5.87 - 1021, Usporedbom (4.20) i (4.21), dobivamo da je A <
1.44 - 10?3, Primjenom nekoliko koraka LLL-redukcije, ova je velika gornja
ograda za A moze reducirati do A < 6.

Ostaje provijeriti koji od 133 = 2197 brojeva

a a a,
+eiler’es®,  ai| <6,

imaju oblik z —y¥ ili z —yp, z,y € Z. Posebno treba ispitati i slucaj |y| < 3,
jer su gornje ocjene dobivene uz pretpostavku da je |y| > Y. Dobije se da
su rjeSenja promatranih Thueovih jednadzbi upravo ona gore navedena. <



Diofantske jednadzbe 93

4.5 Racionalne tocke na eliptickim krivuljama

Dosad smo promatrali cjelobrojne tocke na eliptickim krivuljama, tj. proma-
trali smo elipticke krivulje nad prstenom Z. Sada ¢emo nesto reci o eliptickim
krivuljama nad poljem Q. Bududi da je Q polje, na skupu racionalnih toc¢aka
na eliptickoj krivulji moguée je uvesti operaciju zbrajanja tocaka, uz koju
taj skup postaje Abelova grupa. Promotrimo najprije elipticke krivulje, tj.
skup tocaka koje zadovoljavaju jednadzbu oblika y?> = 2% + az + b, nad
poljem R. Tu krivulju mozemo nacrtati u ravnini i ona ima jedan od dva
karakteristi¢na oblika (u ovisnosti o tome ima li polinom f(x) = 23+ az + b
jednu ili tri realne nultocke). Zbrajanje tocaka se moze definirati “geometri-
jski”: pravac kroz tocke P i @) sijece elipticku krivulju u jos jednoj tocki R;
tocka P + @ se definira kao osnosimetri¢na tocka tocki R s obzirom na os
x (kod P + P povlac¢imo tangentu kroz tocku P, te dalje postupamo na isti
nacin). Neutralni element je “tocka u beskonac¢nosti” (kroz nju prolazi svaki
“vertikalni pravac”).

Tocka u beskonac¢nosti se pojavljuje prirodno ukoliko elipticku krivulju
prikazemo u projektivnoj ravnini. Projektivnu ravninu P?(R) dobijemo tako
da na skupu R3\ {(0,0,0)} uvedemo relaciju ekvivalencije (X,Y,Z) ~
(kX kY, kZ), k € R, k # 0. Ako u (afinoj) jednadzbi elipticke krivulje
uvedemo supstituciju x = %, Yy = %, dobivamo projektivnu jednadzbu

Y27 = X3+ aXZ%+ 075,

Ako je Z # 0, onda klasa ekvivalencije od (X, Y, Z) ima reprezentant (z,y, 1),
pa tu klasu mozemo identificirati s (z,y). Medutim, postoji i jedna klasa ek-
vivalencije koja sadrzi tocke za koje je Z = 0. Ona ima reprezentant (0, 1,0)
i tu klasu identificiramo s tockom u beskonacnosti O.

Naravno da se geometrijska definicija zbrajanja toc¢aka iz E(R) moze
opisati i eksplicitnim formulama za koordinate zbroja tocaka. Tako dobivene
formule onda mogu posluziti za definiciju zbrajanja tocaka na eliptickoj
krivulji nad proizvoljnim poljem K (uz malu modifikaciju ako je karakteris-
tika polja 2 ili 3). Navedimo sada te formule.

Neka je P = (z1,91), @ = (x2,y2). Tada je

) —0=0;

) =P = (z1,—w1);

3) O+ P =P,

) ako je @ = —P, onda je P+ Q = O;

) ako je Q # —P, onda je P+ Q = (x3,y3), gdje je
w3 =N — 11—, y3=—y1 + Az —x3),

)\:{%, ako je xo # x1,

31%+a
2y1

, ako je xo = x1.
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Broj A je koeficijent smjera pravca kroz P i ), odnosno tangente u tocki P
u slucaju P = Q.

Pokazuje se da je (F(K),+) Abelova grupa. Sva svojstva Abelove grupe
su evidentna, osim asocijativnosti ¢iji je dokaz nesto kompliciraniji (asoci-
jativnost se moze dokazati sredstvima projektivne geometrije, kompleksne
analize ili direktnim ra¢unom).

Najvazija Cinjenica o eliptickim krivuljama nad Q jest Mordell-Weilov
teorem.

Teorem 4.3 (Mordell-Weil). E(Q) je konacno generirana Abelova grupa.

Mordell-Weilov teorem nam, drugim rije¢ima, kaze da postoji konacan
skup racionalnih tocaka Pi,..., P, na E iz kojih se sve ostale racionalne
tocke na E mogu dobiti povlaceé¢i sekante i tangente. Dva osnovna koraka u
dokazu Teorema 4.3 su

e dokaz da je indeks [E(Q) : 2E(Q)] konacan;

e svojstva visine h, definirane sa h(P) = In H(x), gdje je P = (z,y) i
H(5) = max{|m], |n|}.

n

Kako je svaka konac¢no generirana Abelova grupa izomorfna produktu
ciklickih grupa, dobivamo sljede¢u neposrednu posljedicu Mordell-Weilova
teorema.

Korolar 4.1.
E(@) = E(Q)tom X ZT

Podgrupa E(Q)tors 0d E(Q) koja se sastoji od svih to¢aka konacnog reda
naziva se torzijska grupa od E, a nenegativni cijeli broj r se naziva rang od
E i oznacava se s rank(FE). Korolar nam kaze da postoji r racionalnih tocaka
P, ..., P. na krivulji F sa svojstvom da se svaka racionalna tocka P na F
moze prikazati u obliku

P =T+ [mi|P + -+ [m,] P,

gdje je T' neka tocka konacnog reda, a my, ..., m, cijeli brojevi. Ovdje [m1]P;
oznacava sumu P + --- + P; od my pribrojnika.

Postavlja se pitanje koje sve vrijednosti mogu poprimiti E(Q)tors i rank(E).
Nadalje, pitanje je kako ih izracunati za konkretnu krivulju E. Pokazuje se
da je puno lakSe dati odgovore na ova pitanja za torzijsku grupu, nego za
rang.

Mazur je 1978. godine dokazao da postoji to¢no 15 mogudcih torzijskih
grupa (do na izomorfizam). To su grupe:

Z/nZ, zan=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12
7)27 X Z/nZ, zan =2,4,6,8.
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Tocke reda 2 su upravo tocke s y-koordinatom jednakom 0. Mozemo
imati 0, 1 ili 3 takve tocke, Sto ovisi o broju racionalnih nultoc¢aka polinoma
23 + ax + b. Te tocke, zajedno s tockom O, éine podgrupu od E(Q)ors koja
je ili trivijalna ili izomorfna Z/27 ili Z/27 x 7./27. Ostale tocke konacnog
reda mozemo nac¢i pomocu sljedeceg teorema.

Teorem 4.4 (Lutz-Nagell). Neka je elipticka krivulja E zadana jednadzbom
v =22 +ar+b, abel.

Ako je P = (z,y) € E(Q)tors, onda su x,y cijeli brojevi, te vrijedi da je ili
y =0 ili y? dijeli diskriminantu D.

Teorem 4.4 ne¢emo dokazivati, no recimo kako drugi dio teorema slijedi
iz. prvog. Ako je P tocka konacnog reda, onda i [2]P takoder ima konaéni
red, pa je po prvom dijelu teorema x([2]P) € Z. No, iz eksplicitnih formula

za [2]P, imamo da je x([2]P) = f((?), gdje je ¢ polinom stupnja 4. MoZe se
pokazati da postoje polinomi F,®, st F' = 3, st & = 2, takvi da vrijedi

F(z)f(x) + ®(z)p(x) = D.
Sada da je jasno da y? = f(x) dijeli i f(z)i ¢(x), pa dijeli i D.

Pitanja koja se ti¢u ranga su puno teza, a zadovoljavajuéi odgovori jos
uvijek nisu poznati. Vjeruje se da rang moze biti proizvoljno velik, tj. da za
svaki M € N postoji elipticka krivulja nad Q takva da je rank(E) > M. No,
danas se tek zna da postoji elipticka krivulja ranga > 28. Tu je krivulju 2006.
godine pronasao Noam Elkies. Nadalje, nije poznat niti jedan algoritam na
racunanje ranga koji bezuvjetno radi. Ipak, pokazat ¢emo jednu metodu
za raCunanje ranga koja je ponekad uspjesna (vidjet ¢emo o ¢emu ovisi
“uspjesnost”).

Pretpostavimo da E ima tocku reda 2. U tom sluc¢aju je racunanje
ranga obicno lakse nego u opéem slucaju. Opisat ¢emo metodu za ra¢unanje
ranga koja se naziva “silazak pomocu 2-izogenije”. Ako krivulja F dana jed-
nadzbom y? = f(x) ima toc¢ku reda 2, onda polinom f(x) ima racionalnu
nultocku. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je ta racionalna
nultocka upravo jednaka 0. To znaci da F ima jednadzbu oblika

y? = 2% + ax?® + ba.
Za krivulju E’ koja ima jednadzbu
y* = 2 — 2a2” + (a® — 4b)x

kazemo da je 2-izogena krivulji E. Opéenito, izogenijom zovemo homomor-
fizam izmedu dvije elipticke krivulje koji je dan pomocu racionalnih funkcija.
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U nasem slucaju, radi se o preslikavanju ¢ : E — E', ¢(P) = (Z—z, W)

za P = (z,y) # O,(0,0), a ¢(P) = O inace. Analogno se moze definirati
Y : E' — E. Vrijedi ¢ o p(P) = [2]P i ova dva preslikavanja se koriste u
prvom koraku dokaza Mordell-Weilovog teorema.

Zapisimo x i y u obliku z = 73, y = 5, te ih uvrstimo u jednadzbu od

FE. Dobivamo:
2

n? = m(m? + ame® + bet).

Stavimo by = £(m,b), gdje je (m,b) najveéi zajednicki djelitelj od m i b,
s time da je predznak odabran tako da je mb; > 0. Tada je m = bymy,
b = b1by, n = byn1, pa dobivamo

n? = mi(bym? + amie? + byet).

Buduéi da su faktori na desnoj strani posljednje jednadzbe relativno prosti,
zakljuéujemo da postoje cijeli brojevi M i N tako da vrijedi m; = M?,
blm% + amye? + bye* = N2, te tako kona¢no dobivamo jednadzbu

N? = by M* 4 aM?e? + bye? (4.22)

u kojoj su nepoznanice M, e i N. Pritom moraju biti ispunjeni sljedeéi
uvjeti: (M,e) = (N,e) = (b1, e) = (ba, M) = (M,N) = 1.

Rang elipticke krivulje F moze se izracunati na sljedeéi nacin. Za svaku
faktorizaciju b = b1bo, gdje je by kvadratno slobodan cijeli broj, napiS§emo
jednadzbu (4.22). Pokusamo odrediti ima li ta jednadzba netrivijalnih cjelo-
brojnih rjeSenja (uo¢imo da za ovakve jednadzbe ne mora vrijediti lokalno-
globalni princip Hassea i Minkowskog, $to znaci da zapravo nemamo algori-
tam koji bi sa sigurnoséu odgovorio na ovo pitanje). Svako rjesenje (M, e, N)

by M?
62 Y

jednadzbe (4.22) inducira tocku na krivulji E s koordinatama x =
y = blgﬂ. Neka je 1 broj faktorizacija za koje pripadna jednadzba (4.22)
ima rjesenja, te neka je ro broj definiran na isti nac¢in za krivulju E’. Tada
postoje nenegativni cijeli brojevi e; 1 eg takvi da je r; = 2°1, ro = 292 i
pritom vrijedi da je

rank (E) = e; + ey — 2.

U sluc¢aju kada je rang jednak O (i mi to uspijemo dokazati), pomocu
Lutz-Nagellovog teorema mogu se naci sve racionalne, pa onda i sve cjelo-
brojne tocke na toj eliptickoj krivulji.

U opcéem slucaju se primjenom tzv. eliptickih logaritama moze dobiti
ocjena N < Ny za N = max{|ni|,...,|n,|} u prikazu cjelobrojne tocke
P = T+[n]Pi+- - -+[n,|P,. Potom se ova ograda, na standardan nacin, moze
smanjiti pomoc¢u LLL-algoritma. No, za ovu metodu je nuzno poznavati i
rang i generatore Py, ..., P,, §to moze biti vrlo tezak problem.
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Primjer 4.5. Promotrimo skup {1,2,5}. On ima svojstvo slicno onomu iz
definicije Diofantovih trogki. Naime, 1-2—1,1-5—1142-5—1 su potpuni
kvadrati. Postavlja se pitanje, moZe li se ovaj skup prosiriti do cetvorke s
istim svojstvom, tj. postoji li x € 7 takav da su

l-x—-1, 2.2—-1, 5-z—-1

kvadrati cijelih brojeva. Pokazat cemo da je jedino rjesenje x = 1, pa jer
je 1 € {1,2,5}, to ée znaciti da se skup {1,2,5} ne moze prodiriti to
cetvorke s trazenim svojstvom (D(—1)-cetvorke). To bismo mogli dokazati
analogno kao u sluc¢aju Diofantove trojke {1,3,8}, tj. rjesavanjem sustava
pellovskih jednadzbi Bakerovom metodom. No, mi ¢emo ovdje rijesiti i nesto
opcenitigi problem nalaZenja svih cjelobrojnih (¢ak svih racionalnih) tocaka
na eliptickoj krivuly

v = (z —1)(2z — 1)(5z — 1). (4.23)

Rjesenje: Dovedimo najprije krivulju u Weierstrassov oblik, mnozenjem
obje strane jednadzbe s 102 i supstitucijom 10y — y, 10z — x. Dobivamo

y? = 2% — 1722 4 80x — 100.

Translacijom = +— x + 5, dovedimo krivulju u oblik prikladan za racunanje
ranga:
E; y?=2%—22% — 15z

Njezina 2-izogena krivulja je
E' 4y =23+ 42° + 64z.

Za krivulju F, mogucénosti za broj b; su +1, £3, +5, £15. Pripadne dio-
fantske jednadzbe su N2 = M* —2M?2e% —15e*, N2 = —M* —2M?e? + 15¢*,
N2 = 3M* — 2M?e% — 5e*, N2 = —3M* — 2M32e? + 5e*, N2 = 5M* —
2M?e? —3e*, N2 = —5M* — 2M?e% 4 3e*, N2 = 15M* —2M?e? —¢e*, N? =
—15M* —2M?e? 4 e*. Zbog simetricnosti, dovoljno je ispitati rjesivost prve
cetiri jednadzbe. Prva jednadzba ima rjesenje M = 1,e = 0, N = 1, a ¢etvrta
ima rjeSenje M = 1, e = 1, N = 0. Druga jednadzba je ekvivalentna sa
N? = (3e%2— M?)(5e2+ M?). Lako se vidi da je (3e? — M? 5e2+M?) € {1,2},
pa imamo dvije moguénosti: ili su oba faktora kvadrati ili su oba dvostruki
kvadrati. No, 3e? — M? = s2 je nemoguée modulo 3, jer je (%1) = —1,
dok je 5e% + M? = 2t nemoguée modulo 5, jer je (%) = —1. Treéa jed-
nadzba je ekvivalentna sa N2 = (M? + €2)(3M? — 5¢2). Ponovo imamo iste
dvije moguénosti za faktore u zadnjem izrazu, i ponovo obje moguénosti
otpadaju: 3M? — 5¢% = t? je nemoguée modulo 5, jer je (%) = —1, dok je
3M? — 5e% = 2t2 nemoguée modulo 8, jer je 3M? — 5¢2 = 6 (mod 8), a
2t2 = 2 (mod 8). Dakle, e; = 2.



Diofantske jednadzbe 98

Za E' je b, € {£1,42}, pa su pripadne diofantske jednadzbe N? =
M*4+4M?e% +64e*, N2 = —M*+4M?e% —64e*, N2 = 2M*+4M2e? +32e* i
N2 = —2M*+4M?e%—32¢?. Prva jednadzba ima rjesenje M = 1,e =0, N =
1. Druga i ¢etvrta jednadzba su ekvivalentna s N? = —(M? — 2¢2)? — 60e?,
odnosno N2 = —2(M? — e2)2 — 30N?, te o¢ito nemaju netrivijalnih rjesenja.
Treéa jednadzba je ekvivalentna sa 2 - (N/2)? = (M? + €2)? + 15e*, te nema
rjeSenja modulo 5, jer je (%) = 1. Dakle, es = 0.

Zakljucak: rank F =24+ 0—2=0.

Dakle, treba jos samo naéi torzijske tocke na E. Ona ima tri tocke reda
2: (0,0), (=3,0), (5,0). Za ostale torzijske tocke (z,y) bi trebalo vrijediti
y%| D = 14400, tj. y|120. Provjeravamo imaju li jednadzbe z(x — 3)(z +5) =
1,4,9,...,144000 cjelobrojnih rjesenja, i vidimo da nemaju (alternativno
mozemo uoCiti da je #FE(F7) = 4). Dakle, jedine racionalne tocke na E su
(0,0), (=3,0), (5,0), pa su jedine racionalne tocke na krivulji (4.23): O,
(1,0), (,0), (£,0). Stoga je jedini cijeli broj « sa svojstvom da su 1-z — 1,
2-x—11ib5-2x—1 potpuni kvadrati, broj x = 1. &

Napomena 4.3. Krivulja
y? = (z+1)(3z+1)(8x + 1)

ima rang jednak 1, pa se Diofantova trojka {1, 3, 8} moze prosiriti s beskona¢no

mnogo racionalnih brojeva (npr. s z = 872782%5201 ).
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