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Poglavlje 1

Aproksimacija iracionalnih
brojeva racionalnima

1.1 Dirichletov teorem

Za dani realni broj «, sa |« oznacavat ¢emo cjelobrojni dio od « (“pod”
od «), tj. najvedi cijeli broj < a, a sa {a} = a — |a] razlomljeni dio od «.
Nadalje, sa ||| oznacavat ¢emo udaljenost od a do najblizeg cijelog broja,
ti. o = min({a},1 — {a}). Ocito je 0 < {a} <1i0 < ||laf < 3.

Teorem 1.1 (Dirichlet (1842)). Neka su a i Q realni brojevi i Q > 1. Tada
postoje cijeli brojevi p,q takvi da je 1 < ¢ < Q i ||aq|| = |ag —p| < %

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je @) prirodan broj. Promotrimo sljedeé¢ih
Q@ + 1 brojeva:
0’ 15 {Oé}, {20[}, ey {(Q - 1)0[}

Svi ovi brojevi leze u segmentu [0,1] i imaju oblik ra — s, za neke cijele
brojeve ris (0=0-a—0,1=0-a—(—1), {ia} =ia — |ia]). Podijelimo
segment [0, 1] na @ disjunktnih podintervala duljine %:

1. 12 .23 Q-1
[0’ >’ [_’_>’ [_’_>a s [ ,1]~
Prema Dirichletovom principu, barem jedan podinterval sadrzi dva (ili vise)
od gornjih @ + 1 brojeva. Uo¢imo da ta dva broja ne mogu biti 0 i 1. Stoga
postoje cijeli brojevi r1,7r9,81,89 takvidaje 0 <r; < Q,i=1,2, 11 #£rai
da vrijedi

|(riae — s1) — (rear — s2)| <

Q=

Mozemo pretpostaviti da je r1 > ro. Stavimo: ¢ =11 — 79, p = s1 — So. Tada
jel<qg<Qilag—p|l < é, ¢ime je tvrdnja teorema dokazana u slucaju
Qe N.
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Pretpostavimo sada da @ nije prirodan broj. Neka je Q" = Q] + 1.
Prema prije dokazanom, postoje cijeli brojevi p,q takvi da je 1 < ¢ < @’
ilag—p| < & No sada je |ag — p| < é, al < g < @ povlaci da je
1<¢<|Q], odnosno 1 < ¢ < Q. O

Korolar 1.1. Ako je « iracionalan broj, onda postoji beskonaéno mnogo
parova p,q relativno prostih cijelih brojeva takvih da je

‘a——‘ <— (1.1)

Dokaz: Tvrdnja Teorema 1.1 oc¢ito vrijedi i ukoliko zahtjevamo dasupiq
relativno prosti (uvjeti na p i ¢ ¢e ostati zadovoljeni i nakon $to ih podijelimo
s njihovih zajednikim faktorom). Dakle, za @) > 1 postoje relativno prosti
cijeli brojevi p, ¢ takvi da je |ao — g] < & < q%. Buduéi da je « iracionalan,
to je ag —p # 0.

Pretpostavimo da postoji samo kona¢no mnogo racionalanih brojeva g
koji zadovoljavaju (1.1). Neka su to brojevi Z—j, j = 1,...,n. Izaberimo
prirodan broj m tako da je - 1< lagj — pj| za sve j =1,...,n. Primijenimo

sada Teorem 1.1 uz Q = m, pa dobivamo racionalan brOJ kO_]l zadovoljava

(1.1) i za koji vrijedi |ag — p| < L. Prema tome, 2 Eje razhc1t od %, e Z—Z,
Sto je kontradikcija. O

Napomena 1.1. Tvrdnja Korolara 1.1 ne vrijedi ako je « racionalan. Za-

ista, neka je o = 2. Ako je £ 75 «, onda je
p p,_ug—vp _ 1
la—=|=[-=-~]=|——[2—, (1.2)
q vq vq

pa (1.1) povlaci da je ¢ < v. To znaci da (1.1) moze biti zadovoljeno samo
za konacno parova p, q relativno prostih cijelih brojeva.

Primjer 1.1. DokaZimo da je broj e = Zio% iracionalan.
Rjesenge: Pretpostavimo da je e = 7 racionalan broj. Uzmimo prirodan
broj n > v, te definirajmo Z =30 %, gdje je ¢ = nl. Tada je prema (1.2)

o0 (e 9]

1 P 1
- <gqle—=|=n!
v =4 q| et n—i—j. kz n+1 (n+ 1)k
1 11
n+1 1 %H_n’

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je n > v. O
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1.2 Fareyevi nizovi

Definicija 1.1. Neka je n € N. Fareyev niz F,, reda n je niz svih racionalnih
brojeva %, gdje su h ik cijeli brojevi takvi da je 0 < h < k < n inzd(h,k) =
1, zapisanih u rastucem redosljedu.

Npr. niz Fj5 izgleda ovako:

0 1112132 3 4 1

7 57 47 37 57 27 57 37 47 57 :
Broj elemenata u nizu F,, je jednak 1+¢(1)+¢(2)+---+¢(n), gdje je ¢
Eulerova funkcija, tj. ¢(n) je broj brojeva u nizu 1,2, ..., n koji su relativno

prosti s n. Moze se pokazati da je ova suma asimptotski jednaka %nQ.

. ’ .
Teorem 1.2. Ako su % i % dva uzastopna elementa Fareyevog niza JF,

onda je W'k — hk' = 1.

Lema 1.1. Neka su X = (x1,22) 1Y = (y1,y2) cjelobrojne tocke u ravnini,
takve da O = (0,0), X i Y ne leze na istom pravcu. Pretpostavimo da
zatvoreni trokut T s vrhovima O, X, Y ne sadrzi niti jednu cjelobrojnu tocku,
ostm svojih vrhova. Tada je

|z1y2 — 22y1| = 1.

Dokaz: Neka je P paralelogram s vrhovima O, X,Y, X + Y. Tada P
ne sadrzi niti jednu cjelobrojnu toc¢ku, osim svojih vrhova. Zaista, pret-
postavimo da je Z cjelobrojna tocka u P. Budué¢ida Z € T,toje X+Y -7 €
T.Stogaje X+Y —-Z=0,XiliY,paje Z=X+Y,Y il X, stojei
trebalo pokazati.

Proizvoljnu cjelobrojnu tocku R mozemo zapisati u obliku R = AX 4+ puY
s realnim koeficijentima A, i, zato sto O, X, Y nisu kolinearne. Sada je R =
R + R, gdje je

R =|M\X+p]Y i R'={\}X+{u}Y.
Budué¢i da su R i R cjelobrojne, to je i R” cjelobrojna. Takoder je R € P
(P je upravo skup svih tocaka oblika aX + Y, 0 < «a,5 < 1). Kako je
R"#+ X,Y, X +Y, zakljuc¢ujemo da je R’ = O. Prema tome, R = \X + uY,
gdje su \, p € Z.
Posebno je

(170) =X + ,UY = ()\xl + Hyi, )‘xQ + My2)7

(0,1) = NX 4+ p'Y = (N1 + p'y1, Nzo + o)
za neke \, u, N, i/ € Z. Odavde slijedi da je

xry1 T2
Y1 Y2

Ap
= )\/H/'

)

o
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paje |11 12
Y1 Y2
Dokaz Teorema 1.2: Neka je X = (h, k), Y = (W', k’). Tada tocke O, X, Y
nisu kolinearne buduéi da je nzd(h, k) = nzd(h/, k') =11 X # Y. Oznacimo s
T trokut s vrhovima O, X, Y. Tada 7 ne sadrzi niti jednu cjelobrojnu tocku,
osim O, X, Y. Zaista, ako bi postojala takva tocka (h”, k"), onda bi takoder
postojala i takva tocka koja zadovoljava i dodatni zahtjev nzd(h”, k") = 1.
Tada bi vrijedilo

= =£1, sto se i tvrdilo. U

(W' k") = A, k)+u(K K, wz A >0,0 <Ay <1, (Ap) # (1,0, (0

Ovo povlaci da je ¥ < An + un < n, pa Z—x pripada nizu F,,. Nadalje, jer
je nzd(h, k) = nzd(h/, k') = 1, imamo da je A > 0, p > 0, $to povlac¢i da je
% < Z—x < Z—: Dakle, dobili smo kontradikciju s pretpostavkom da su % i Z—:
uzastopni elementi niza F,.

Prema tome, zadovoljene su sve pretpostavke Leme 1.1, pa zakljucujemo
da je |[W'k — hK'| = 1, a buduéi da je % < Z—:, dobivamo kona¢no h'k — hk' =
1. O

" / ) . .
Korolar 1.2. Ako su %, %, % tri uzastopna elementa niza F,, onda je

W h+ R
A
Dokaz: Prema Teoremu 1.2 je h'k — hk"” = 11 W'E" — k' = 1. Oduzi-
manjem dobivamo h”(k + k') — k”(h + h’) = 0, odnosno Z—x = Zig: O

Lema 1.2. Neka su %, Z—; dva uzastopna elementa niza F,,. Stavimo h" =
h+h, k' =k+k (uocimo da Z—Z & Fn). Tada za svaki realan broj o, takav
da je % <a< Z—:, vrigedi barem jedna od sljedece tri nejednakosti:

h 1 n” B
< —, lo-=|<—=, la——|<—. (13

Dokaz: Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je a > Z—x

1 1

o —

Naime, u protivnom zamijenimo « sa 1 — % sal— %, itd. Ako niti jedna
od nejednakosti u (1.3) nije ispunjena, onda je
h - 1 n” < 1 n < 1
a—=>—, a—-—>——-, ——Q> ——.
k= \/5]{2 ’ k! = \/5]{”2 ’ K’ — \/5]{’2
Zbrajanjem prve i tre¢e nejednakosti dobivamo
R h 1 - 1 ( 1 N 1 >
Kk kK T 5\k2 R2)
dok zbrajanjem druge i tre¢e nejednakosti dobivamo
' B R (kE+E)-K(h+h) 1 < 1 /1 1
T KK TR —E(WJFW)'

1.
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Prema tome, vV5kE > K24k i VBE'E' > K?+k"*, tako da je VBEK (k+k") >
+ 2K + 1 stoga 5k (2k + > 2k~ + 3k’ + 2kK’". avde slijedi da
k2 + 2% + K" i stoga V5K (2k + k') > 2k% + 3K'% + 2kk'. Odavde slijedi d
je

1
0> 5(2k - (V5 - 1K),
§to je nemogucée bududi da su k i k' prirodni brojevi. U

Lema 1.3. Neka je o iracionalan broj i r prirodan broj. Tada postoji ng € N
takav da za sve n > ng dva susjedna elementa od F, izmedu kojih se nalazi
a imaju nazivnike vece od r.

Dokaz: Neka su mj, ma,..., m, cijeli brojevi koji su najblizi brojevima
a,2aq,...,ra, tj. mj = [ja + %J, j=1,...,r. Odaberimo ng tako da je
1 .
1 oo m
1o J

zasve j=1,...,r. Ako je ¢ € Z, tada za svaki j = 1,...,r vrijedi:
1
< 'a—g' = —<
J

ja—mj| < |ja—q| = a—ﬁ
J

a— %‘ (1.4)

Neka je n > ng, te neka su % i % susjedni elementi od F, takvi da je

% <a< Z—: Udaljenost susjednih elemenata od F,, je < %, pa vrijedi

1

n .

kK

R h 1 h'
S s (X—y<

‘h h'

Usporedimo li ovo s (1.4), zakljuc¢ujemo da je k > r i k' > r, §to je i trebalo
dokazati. [

Lema 1.4. Neka je « iracionalan broj koji je korijen polinoma
P(X)=aX?’4+bX +¢, a#0,

s cjelobrojnim koeficijentima i diskriminantom D = b* — 4ac > 0. Tada za
A > /D nejednadzba lov — g] < ALqQ ima samo konacno mnogo rjesenja.

Dokaz: Zapisimo P(X) u obliku P(X) = a(X — a)(X — o). Tada je
D =a?*(a — /)% Ako je |a — Bl < A+12’ onda imamo:

p

1 p /
— < |P(=)| =|la—=|lala —=)| < a0 —a) + (o — = -—
q2_‘<q>‘ 2l latar = B)| < 25 fa((@' = o) + (o = L)) < 35
Odavde je, zbog A > v/ D,
2 ]a\
q < )
A2(1 - ¥P)

Sto oc¢ito ima samo konacno mnogo rjesenja. ]
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Teorem 1.3 (Hurwitz (1891)).

(i) Za svaki iracionalan broj a postoji beskonacéno mnogo razlic¢itih racional-
nih brojeva g takvih da je

1
VBg?

p
a——| < 1.5
| ql (1.5)

(1) Tvrdnja (i) ne vrijedi ako se \/5 zamijeni s bilo kojom konstantom

A > /5.
Dokaz:
(i) Mozemo pretpostaviti da je 0 < a < 1. Ako su % i Z—; uzastopni
elementi u Fareyevom nizu F,, takvi da je % <a< Z—: i ako je b =
h+h, k" =k+ K, onda prema Lemi 1.2 barem jedan od brojeva %,

Z—:, Z—x zadovoljava (1.5).

Pretpostavimo sada da nejednadzba (1.5) ima samo kona¢no mnogo
rjeSenja g ineka je r najveci nazivnik koji se pojavljuje u tim rjeSenjima.
Tada Lema 1.3 osigurava da, za dovoljno veliki n, susjedni elementi % i
Z—: niza F, izmedu kojih se nalazi o imaju nazivnike vece od r. Postoji
rjeSenje g od (1.5) koje je jedan od brojeva %, Z—:, Z—x Razlomci % i
Z—: su skrac¢eni po definiciji Fareyevih nizova, a %Z: je takoder skracen
jer je W(k+ k') — kE'(h+ ') = h'k — hk' = 1. Dakle, ovo rjesenje ima
nazivnik veéi od r, §to je kontradikcija.

(ii) Tvdnja (ii) slijedi iz Leme 1.4 za o = ‘/52_1, buduéi da je tada P(X) =
X?+X-1iD=5.

O
Nejednakost (1.5) moze se zapisati u obliku
1 - P - 1
——— <a-—t < ——,
V/5¢2 q V52

tako da je interval u kojem se nalaze brojevi g simetrican u odnosu na «.

Teorem 1.4 (Segre (1945), Niven (1962)). Neka je « iracionalan broj i
7 > 0. Tada postoji beskonaéno mnogo racionalnih brojeva g takvih da je

1
———  <a-Zc

_
VI drg? q  V1+4rg®’

Nadalje, tvrdnja vrijedi i ako se u (1.6) a — % zamijeni § g — a.

(1.6)



Diofantske aproksimacije i primjene 8

Za 7 = 1 dobivamo upravo Hurwitzov teorem. Primijetimo takoder da
drugi dio teorema slijedi primjenom prvog dijela na broj —a.

Lema 1.5. Neka je a iracionalan broj i 7 > 0. Neka su § i 5 racionalni
brojevi s pozitivnim nazivnicima takvi da je bc —ad =1 1
a+c c

a
D brd - q

Tada barem jedan od brojeva 7, gT‘“é, ¢ zadovoljava relaciju (1.6).

. . . a2
Dokaz:NekaJe)\:ﬁ,,u: 114T-TadaJ60<)\§11u:14)’\\,
Pretpostavimo da tvrdnja leme ne vrijedi. Tada je

“—325—2’ Q_Zigz(bfd)Q’ 5_0‘2%' (1.7)
Zbrajanjem prve i trece, te druge i tre¢e nejednakosti, dobivamo
i mIEte E_Zi;:d(bid) = (bfd)2+%’
odnosno
A2 —bd + pd®* <0, Ab+d)? —d(b+d) 4 pd® <O0. (1.8)
Zbrajanjem ovih dviju nejednakosti dobivamo
2% + (2X — 2)bd + (A +2u — 1)d* < 0. (1.9)

Ova kvadratna forma u b i d ima diskriminantu
D=4\=12 =8\ +2u—1)= 4N\ +4\p—1) =0.
Odavde slijedi da (1.9) mozemo zapisati u obliku

1

—(2\b+ (A = 1)d)* <0.

252X+ (A~ 1)d)’ <

Buduéi da u posljednjoj relaciji mora vrijediti jednakost, zaklju¢ujemo da
jednakost mora vrijediti i u relacijama (1.9), (1.8) i (1.7). Nadalje, vidimo
da je 2A\b+ (A—1)d = 0, $to povladi da je broj A = ﬁ racionalan. No, sada

relacija § —a = d% povlaci da je i « racionalan, $to je kontradikcija. O
Dokaz Teorema 1.4: Neka su ‘;—11 i 2—1 dva susjedna elementa Fareyevog

niza F,, izmedu kojih se nalazi . Tada je po Teoremu 1.2 bic; — a1d; = 1.
Ako vrijedi

ap a1+ c1

— < <a<—,

by b +d; dy
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onda primijenimo Lemu 1.5 na racionalne brojeve 31 i gL, te dobivamo jedno
rjesenje od (1.6). Ako je pak

ai a1+ C1

<a < =
by by +dy dy

oznaCimo s j prirodan broj takav da je

o _ (J+Da+a o< dmta
bi  (j+1)bi+dy gb1 +di”
Jaiteci
Jbi+di
primijeniti Lemu 1.5 na racionalne brojeve g i ?leigi Uvjet bc —ad =1 iz
leme je zadovoljen bududi da je

Takav j se sigurno moze naci jer je lim; . = Z—i. Sada mozemo

bl(jal + 01) — al(jbl + dl) =bic; —a1dy = 1.

Tako smo i u ovom sluc¢aju dobili jedno rjesenje od (1.6).

Neka je % jedno rjesenje od (1.6). Prema Lemi 1.3, odaberimo n tako ve-
lik da dva susjedna elementa od F;, izmedu kojih se nalazi o imaju nazivnike
veée od ki. Neka su Z—; i fl—i elementi niza F,, takvi da je

as C
—<a<—2.
b do

Sada na njih ponovimo prethodno razmatranje. Dakle, ako je

az as + ¢ C2
— < <a< —,
by by +da do

onda primijenimo Lemu 1.5 direktno. U protivnom, izaberemo j tako da
vrijedi
a _ Ut+Dazte  _jazte
by (j+1)b2 +d2 Jba+dy’
U jednom ili drugom slucaju, dobivamo rjesenje Z—; od (1.6), gdje je ko jedan
od brojeva:
ba, da, b + da, jba + do, (] + 1)b2 +ds.

Lako se vidi da su svi razlomci u prethodnim nejednakostima skrac¢eni. Npr.

bg(jaz + 62) — ag(jbz + dg) =bocy —agdy =1

povlaé¢i da je nzd(jas + c2,jbs + d2) = 1. Prema tome, rjesenje Z—; od (1.6)

je razlicito od Z—i Buduéi da ovaj proces mozemo nastaviti neograniceno,
teorem je dokazan. O
Za T = 0 u Segreovom teoremu dobivamo
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Korolar 1.3. Neka je « iracionalan broj. Tada postoji beskonacéno mnogo
racionalnih brojeva g takvih da je

1
——2<CM—]—)<O,
q q

te beskonacno mnogo racionalnih brojeva g takvih da je

1
q q
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1.3 Verizni razlomci

Definirat ¢emo polinome pyg, qo, P1, q1, P2, G2, - - ., takve da su p,, ¢, polinomi
u varijablama ag, a1, ...,a,. Najprije definiramo py = ag, ¢ = 1. Zatim,
pretpostavimo da su po,qo, ..., Pn—1,Gn—1 ve¢ definirani. Uz oznake p) =
pr(ar,az, ... ak41), g = qrlai, ag, ..., ag+1), definiramo

Pn = 0Py_1 + Q_1s  Gn = Dp_1-

Sada je Z—Z racionalna funkcija od ag,aq,...,a,, 1 pisat ¢emo

Pn

— = [ao,al, v ,an].

dn
Specijalno je [ag] = Z—g = ag. Za n > 0 imamo

/ /

aoPp—1 + qp— 1 1
[ao,al,...,an] :& = M :a0+ﬁ =aq)y+ —m.
dn Pn_1 pnfl/qnfl [a’l’ s ’an]

Ponavljanjem ovog postupka, dobivamo

l[ag, a1, ...,an] = ap + T ) (1.10)

ay +
az +

1
i
%9

Racionalne funkcije ovog oblika nazivaju se verizni ili neprekidni razlomci.

Lema 1.6. Zan > 2 vrijedi

Dn = GnPn—1+ Pn—2, Gn = @nQn—-1+ qn-2-

Dokaz: Za n = 2 tvrdnja se provjerava direktno. Pretpostavimo da je
n > 2 i da tvrdnja vrijedi za n — 1. Tada je

/ / / / / /
Prn—1 = @nPp—2 +pn—37 dn—1 = AnQp—2 + dn—3;

pa dobivamo

Pn = ao(@nPh—g + Pp—3) + (andn_2 + ¢, —3)
= an(aopy,—o + @—2) + (@0py_3 + @—3) = @nPn—1 + P2,
dn = anp;z_Q + Pn—3 = pQn—1 + qn—2-
O

Dogovorno uzimamo da je p_o =0, p_1 =1, g_o = 1, ¢_1 = 0. Lako se
provjerava da uz ovaj dogovor Lema 1.6 vrijedi za sve n > 0.



Diofantske aproksimacije i primjene 12

Lema 1.7. Za k =1,...,n, neka je ri = [ak, agt1,-..,a,]. Tada je

_ Dk—1Tk + Pk—2

[a’Oaa’la cee aa’n] - [a()aa’la ey A1, [a’k‘aa’k‘-i-l)’ .. aa’n]] — Qo1Tk +q1§_2.

Dokaz: Druga jednakost slijedi direktno iz Leme 1.6. Prvu jednakost
¢emo dokazati indukcijom po k. Za k = 1 tvrdnja leme je tocna buduci
da je

1
[a07a17---7an]:a0+ ] :[ao,[al,...,an]].

[a1,...,an

Pretpostavimo sada da tvrdnja leme vrijedi da & — 1, gdje je 1 < k < n.
Tada je

1 1
[ag,a1,...,an] = ag+ —— = =ap +
[a1, ..., ap] [a1,. .. ak_1,[ak, ..., an]]
= [CLO,CLl, sy Qk—1, [a’k‘a s ’an]]~
O
Lema 1.8. Zan > —1 vrijedi: ¢uppn—1 — pngn—1 = (—1)".
Dokaz: Lemu dokazujemo indukcijom. Za n = —1 imamo: ¢_1p_o —

p_1q2=0-0—1-1=(—1)"1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1.
Tada je

dnPn—1 — Pndn—1 = (anQn—l + Qn—2)pn—1 - (anpn—l +pn—2)Qn—1
= _(anlpan _pn71Qn72) = _(_1)n—1 = (_1)71

O
Lema 1.9. Za n > 0 vrijedi: gnpn—2 — Pndn—2 = (—=1)"a,.
Dokaz: 1z Lema 1.6 i 1.8 slijedi
nPn—2 — Pndn—2 = (@nGn—1+ Gn-2)Pn—2 — (@nPn—1 + Pn—2)qn—2
= ap(Gn-1Pn—2 — Pn-1qn-2) = (=1)" ' a,.
O

Lema 1.10. Neka je o = [ag,aq,...,an+1]. Tada je

(="
qn® — Pn = .
An+19n + gn—1
Dokaz: Prema Lemama 1.6 1 1.8 je

_ DPn+1 _ —(Gn41Pn — Pnt1qn) _ =
gn® — Pn =Qqn—— — Pn = = .
An+1 An+1 Gn4+1Gn + Gn—1
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Lema 1.11. Za n > 1 vrijed:

qn
dn—1

= [an)anfla- . aal]-

Dokaz: Lemu ¢emo dokazati indukcijom. Za n = 1 imamo Z_; = 4 = [a1].
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1. Tada je

AnGn—1 + Qn— 1 1
dn _ ndn—1 Qn2:an+7:an+—
dn—1 dn—1 Qn—l/Qn—Q [an—lw--vaﬂ
= [a'TL’a/n—lv s 70'1]-
O
Lema 1.12. Neka su ag,ay,as, ... realni brojevi, te neka su ai,ao, ... pozi-

tivni. Tada vrijedi
bo b2 b4 ...
1) q0 < q2 < a4 < ’

Pi - P3 - P5 -, ...
2) Q1>Q3>q5> ’

3) Ako je n paran, a m neparan, onda je Z—: < Z—:.

Dokaz: Prema Lemi 1.9 je

Pn—2 Pn _ (_1)n_1an

qn—2 qn qngn—2

Primijenimo li ovo za n paran, n > 2, dobivamo Z"—‘; < 1;—”
n— n

n > 3, dobivamo £n=2 > Pn_
qn—2 dn

Preostaje dokazati tvrdnju 3). Neka je n < m. Buduéi da je Z—: < Z:::i,

dovoljno je dokazati da je Z:—j < 1;—7”;. No, zadnja nejednakost je to¢na jer

, a za m neparan,

je, po Lemi 1.8, ¢npm-1 — Pmdm—1 = (—=1)™ = —1 < 0. Slucaj n > m se
dokazuje sasvim analogno. O

Lema 1.13. Neka je ag cijeli broj, te ay,...,a, prirodni brojevi. Tada je
lao,at,...,as] racionalan broj. Obrnuto, za dani racionalan broj % postoji
n >0 1 brojevi ag € Z, a1,...,a, € N tako da je

u
e [ag,at, ..., ap]. (1.11)

Nadalje, ako je ¢ > 1, onda je ag > 1.

Dokaz: Treba dokazati samo drugi dio leme. Bez smanjenja opcéenitosti
mozemo pretpostaviti da je v > 0 i nzd(u,v) = 1. Dokaz provodimo indukeci-
jom po v. Ako je v =1, onda je ¥ cijeli broj, pa imamo & = [ag] uz ag = .
Pretpostavimo sada da je v > 1. Tada postoje cijeli brojevi ¢, r takvi da je
u =wvq+r,1 <r <wv. Po pretpostavci indukcije, I mozemo zapisati kao
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verizni razlomak, recimo ¥ = [ay,...,a,]. Bududi da je ¥ > 1, to su brojevi
ai,...,a, prirodni. Stoga je
+ ! + ! [ ]

— = — = —— =q,a1,...,a

v 1 v/r e [a1,...,a] B "
i (1.11) vrijedi uz ag = q. Jasno je da ako je ¥ > 1, onda je ap = ¢ > 1, ¢ime
je dokaz dovrsen. O
Definicija 1.2. Ako je ag cijeli broj, ay,...,a, prirodni brojevi, te ako je
r = lag,a1,...,a,], onda ovaj izraz zovemo razvoj broja r u kona¢ni jednos-
tavni verizni (neprekidni) razlomak; % je i-ta konvergenta od r, a; je i-ti
parcijalni kvocijent od r, a r; = [a;,@i+1,...,a,] je i-ti potpuni kvocijent
od r.

Uocimo da je razlomak Iq’—: skracen (tj. nzd(p;,¢;) = 1), prema Lemi 1.8.

Lema 1.14.

(i) Ako je r cijeli broj, onda postoje tocéno dva razvoja od r u jednostavni
verizni razlomak: v = [r] ir = [r —1,1].

(ii) Ako jer racionalan broj, ali nije cijeli, onda r ima toéno dva razvoja u
jednostavni verizni razlomak: jedan je oblika [ag, a1, . .., an] vz a, > 2,
a drugi je oblika lag, a1, ... ,an—1,a, — 1,1].

Dokaz: U oba slucaja, r je racionalan broj, pa po Lemi 1.13 ima razvoj
u jednostavni verizni razlomak

r =lag,a1,...,an],

gdje je ag cijeli, a aq,...,a, prirodni brojevi.
Pretpostavimo da je r cijeli broj. Ako je n = 0, onda je r = [ag] = aq,
paje r = [r]. Ako je n > 0, onda je

r=aot [a1,...,an]

ilai,...,ay)] > 1. Buduéidajer—ag € Z, to je [a1,...,a,] = 1. Bududi da je
a; > 1, zakljuéujemo dajen =1ia; = 1. Tadajeay=r—1ir =[r—1,1],
pa smo dokazali (i).

Pretpostavimo sada da je r = 7, nzd(u,v) = 1 i v > 0. Tvrdnju (ii)
¢emo dokazati indukcijom po v. Slucaj v = 1 je dokazan u (i). Ako je v > 1,
onda je ap u razvoju od ¢ jednoznacno odreden: to je cjelobrojni dio od 3.
Imamo:

u (5]
_:a0+_7
v v
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gdjeje g = u% ima nazivnik manji od v. Stoga, po pretpostavci indukcije, oy
ima to¢no dva razvoja u jednostavni verizni razlomak: oblika [a1, ..., an—1, ay]
uz ap > 21ilay,...,an—1,a, —1,1]. Odavde direktno slijedi tvrdnja (ii). O

Neka je = racionalan broj, nzd(u,v) = 11iu > v > 0. Primijenimo na
njega Euklidov algoritam:

U=0q1 4T, V=192 172, 0005 Ti-1 = TG54
Tada je
U n 1 n 1 [ ]
— =T = =q == 191,92, - - -5 G541
v ﬁ q2 + é !
T2
Primjer 1.2. Razvijmo broj % u jednostavni verizZni razlomak.
Rjesenje:
141 =100 -1 441
100 = 41-2+18
41 =18-2+45
18=5-3+3
5=3-1+42
3=2-1+1
2=1-2
Odavde je 3 =11,2,2,3,1,1,2]. o
Lema 1.15. Neka je ag cijeli broj, te ay,as, ... prirodni brojevi. Tada limes
limy, 00 Z—: postoji i iracionalan je. Obrnuto, ako je « iracionalan, onda
postoje jedinstveni cijeli brojevi ag, a1 > 1, ay > 1,... takvi da je a =
lim,, o0 2.
qn
Dokaz: Bududi je Z—g < Z—j < < %, to lim £ postoji. Iz sli¢nog
n paran
razloga postojii lim Pr Ali ova dva limesa su jednaka jer je Z”—‘i — 1;—” =
n — o0 n n— n
T neparan
q(;11);n izbog g, > n je lim, % = 0. Neka je a = lim,, Z—:. Bududi
da o lezi izmedu brojeva £2 i Z:—E, imamo
‘a Sy S S ) D
dn gn+1 An dn+19n dn

Kako su p,, i ¢, relativno prosti, zakljucujemo da postoji beskona¢no mnogo
razlicitih racionalnih brojeva £ takvih da je o — £| < q%. Sada iz Napomene
1.1 slijedi da je « iracionalan.
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Dokazimo sada obrat. Neka je « iracionalan broj. Neka je ap = [a] i
definirajmo a7 sa o = ag + a% Tada je oy takoder iracionalan i a; > 1.
Nastavljamo ovaj postupak te za k > 1 definiramo ay, = |ag] 1 ap = ap +

L_ Tada je a; > 1, ap+1 > 11 aggq je iracionalan. Sada ¢emo pokazati

QAk+1
da je
a = [ag, a1, az,...|.
Za svaki n > 0 imamo « = [ag,aq, ..., an, @y t1]. Prema Lemi 1.10 je
| | 1
Gnex — pn| = ———,
" R
pa je
1
‘a D2 (1.12)
Qn qn
Ovo povlaci da je lim,, . Z—: = a.
Preostaje pokazati da su cijeli brojevi ag, a1 > 1, ag > 1,... jedinstveni.
Imamo: ]
a = [ag,a1,a2,...] =ay+ ———.
[al, as, .. ]

Odavde je 0 < a —agp < 1, pa je ap = |« 1 stoga je ag jedinstven. Zato je
i ay = [ag,ae,...] jedinstveno odreden sa a. Sada je a1 = |a1] pajei ag
jedinstven, itd.

O

Primjer 1.3. Neka je a = [1,1,1,...]. Tada iz o = 1—1—% = 1—}—%

slijedi o> —a —1 =0, pa iz a > 1 dobivamo a = @
Konvergente Z—: zadovoljavaju rekurzije
Pn = Pn—1+Pn-2, Po=1, p1=2,
n = dn-1+dn-2, @=1 q =1
Prema tome je p, = Fhi2, ¢n = Fny1, gdje je (F,) niz Fibonaccijevih
brojeva definiranih sa Fop =0, Fy =1, F,, = F,,_1 + F,,_o.

1.4 Verizni razlomci i aproksimacija iracionalnih

brojeva racionalnima

Neka je « iracionalan broj. Prema formuli (1.12) svaka konvergenta od «
zadovoljava nejednakost

P 1
o — =] < =.
¢ ¢
Teorem 1.5 (Vahlen (1895)). Neka su Z:—:i i Z—Z dvije uzastopne konvergente
od a. Tada barem jedna od njih zadovoljava nejednakost
1
-2 < L,
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Dokaz: Brojevi a — Z—:, o — Z ::i imaju suprotni predznak, pa je
_ _ 1 1 1
o= 22| 4 |- Boct| [P Poct | _ PRI
In In—1 Gn  Gn-1!  QGn-1  2qn  2q;_4

(jer je 2ab < a® + b* za a # b). Prema tome, vrijedi

o — —

‘ Pn
an

_ 1
_ Pn-1 ‘ <
2qn—1

< il (a
2Qn dn—1

O

Teorem 1.6 (Borel (1903)). Neka su £2=2, Fr= e tri uzastopne konver-

gente od «. Tada barem jedna od njih zadovoljava nejednakost

o2l <
a—=| < ——.
q!  V5g?
Dokaz: Stavimo « = [ag, a1, ... ], o; = [a;,a;q1,...]1 6 = Zi—j za i > 1.
Iz Leme 1.10 imamo
Pn 1
a——| = . 1.13
‘ ! qp(ant1 + Btr) (1.13)

Da bi dovrsili dokaz, moramo pokazati da ne postoji prirodan broj n
takav dazat=mn—1,n,n + 1 vrijedi

i+ B < V5. (1.14)
Pretpostavimo da je (1.14) ispunjeno za i = n — 1,n. Tada iz

1 1 _ _
Qp-1=0p1+—, S = In-1 =an-1+ In=3
Qi Bn dn—2 gn—2

= ap-1+ Bn-1

slijedi
1 n 1
Qp Bn
Stoga jel = O‘”'i < (\/5—671)(\/5—5%), Sto je ekvivalentno sa 32 — /503, +
1 < 0. Odavde slijedi da je 3, > \/52*1, odnosno, buduéi je f, racionalan,
By > Y51
Ako bi (1.14) takoder bilo ispunjeno za i = n,n + 1, onda bi bilo £,+1 >

V51 ba bi dobili da je

=ap-1+ Bn-1 < \/g

dn  Gn-2 _ 1 _ 2 V-1
dn—1 qn—1 571—1—1

1<a, =

Sto je kontradikcija. O
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Teorem 1.7 (Legendre). Neka su p,q cijeli brojevi takvi da je g > 1 i

D 1
-t < .
‘a ql - 2¢?
Tada je % neka konvergenta od c.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je a # g; inace je tvrdnja trivijalno

zadovoljena. Tada mozemo pisati o — g = Z—f, gdje je 0 < 9 < % ie ==+l

Prema Lemi 1.14, postoji razvoj od g u jednostavni verizni razlomak

1_9 = [b()vbl" .. 7bn—1]
q

gdje je n izabran tako da vrijedi (—1)""! =¢.
Definirajmo w sa
o — WPn—1 +pn—2’
Wqn—1 + Gn—2
tako da je a = [bg,b1...,bp—1,w]. Uotimo da je (1.15) ekvivalentno sa
(qn—1—Pn—1)w = Pn—2—aqu—2. Mozemo pretpostaviti da je agp—1 —pp—1 #
0 jer je inace a = "= = L.
Sada je, iz Leme 1.10,

(1.15)

el P 1 ( ) 1 (—1)nt
— =a—== Q-1 = Pn-1) = - ;
q? q  Guo1 " Gn—1 Wqn—1+ Gn—2

—dn—L_ Rje§avanjem ove relacije po w, dobivamo w = & —4n=2,
Wn—1+qn—2 9 dn—1

Odavde slijedi da je w > 2 — 1 = 1. Razvijmo w u (konacan ili beskonacan)
jednostavan verizni razlomak:

pajed =

W = [bn, bn+1, bn+2, N ]
Buduéi je w > 1, svibj (j =n,n+1,...) su prirodni brojevi. Koriste¢i Lemu
1.7 i prelazeé¢i na limes ako je potrebno, dobivamo
o = [bO) bla cee abnfla [bna bn+l) o H
= [bo, b1,y bn—1,bn,bny1,...].
Ovo je razvoj u jednostavni verizni razlomak od « i
p _ Pn—1

q dn—1

= [bo,b1,...,bn_1]

je konvergenta od «, Sto je i trebalo dokazati. U

Lema 1.16. Pretpostavimo da « ima razvoj u verizni razlomak oblika
a=lag,a1,...,an,1,1,1,...].

1

75

_Dn
« qn

Tada je lim, o q2
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Dokaz: Uz oznake iz dokaza Teorema 1.6, imamo:

dn Q%(Oén-i-l + /Bn—f—l)
Ovdje je, za n dovoljno velik, a1 = [1,1,1,...] = @ i, prema Lemi 136,
1
= dn = [an,an_l,...,al] = 1,1,... ,1,0,]\[,...,0,1].
/Bn—f—l qn—1
n—N
Buduéi da su [1,1,...,1] i 1,1,...,1] susjedne konvergente od B%H’ to se
n—N-—1 n—N
5%“ nalazi izmedu njih. Stoga je lim,, ﬁ%ﬂ =[1,11,...]= @ Prema
tome,

(ant1 + Bny1) = V5.

i lim
2 n—00

: VE+ 11 V51
lim SB,4+1 = ( ) =
n—00 2
O
Drugi dokaz Hurwitzovog teorema 1.3: Tvrdnja (i) slijedi direktno iz Teo-
rema 1.6, dok tvrdnja (ii) slijedi iz Teorema 1.7 i Leme 1.16. Naime, ako ira-

cionalan broj o ima oblik iz Leme 1.16, onda se po Teoremu 1.7 sva rjeSenja

nejednadzbe ‘a — s‘ < ALqQ, gdje je A > /5, nalaze medu konvergentama
od a, a po Lemi 1.16 ovu nejednadzbu zadovoljava samo konacno mnogo
konvergenti od «. U

Teorem 1.8 (Worley (1981), Dujella (2004)). Neka je o proizvoljan realan
broj, te ¢ pozitivan realan broj. Ako racionalan broj % zadovoljava nejed-

nakost
c
a— B‘ <5

p (1.16)

onda je
P _ TPr+1 % 5Pk
q  Tqry1Esq
za neki k > —1 i nenegativne cijele brojeve r,s takve da je rs < 2c (i neki

izbor predznaka).

Dokaz: Pretpostavit ¢emo da je a < s. U slucaju a > L dokaz je

q )
analogan. Takoder ¢emo pretpostaviti da je « iracionalan (za « racionalan
potrebna je mala modifikacija dokaza). Neka je k najveéi neparan broj takav

da je

a < DB
= a
(Ako je g > %, onda uzimamo k = —1.) Definirajmo brojeve r i s s

D = TPg+1 + SDk,
q = Tqk+1 + 5qk-
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Prema Lemi 1.8, determinanta ovog sustava je &1, pa su r, s cijeli brojevi,
a kako je 2L < B < Pk yrjjedir > 0 s > 0.
eyl 4 = a4k
Zbog maksimalnosti od k, imamo

Pky2 P
Gk+2 4

<o

Nadalje,

Pkt2 1_9‘ _ (akt2qk+1 + q) (rPr41 + Spr) — (@k+2Pk+1 + Pr) (P41 + Sqk)

qk+2 q qqrk+4-2
_ SQp42 — T
q9k+-2 .
Stoga je
C
q(sagy2 — 1) < CQpt2 = ;((Samz —7)qr41 + Q)
t.

c c
(sakr2 —7)(q = ar+1) < S 4.
Dalje imamo

1 4= st s 1 <
SQgro — T <q c r+ —qi‘ffl -

o l®
S|

Tako smo dobili nejednakost (kvadratnu nejednadzbu po r):
72 — sragio + cappo > 0. (1.17)
Razlikujemo sada dva slucaja:

1) s2apyo > 4c

Uz ovu pretpostavku je 54az+2 — 4cs®apyo > (s%apyo — 4¢)?, pa za
rjesenje nejednadzbe (1.17) vrijedi da je

1 2c
r < %5 (82ak+2 - \/54a%+2 — 4052ak+2> < <

ili

1 1
r> <S2ak+2 + \/84a%+2 - 4682ak+2) > 5(52ak+2 —2¢).

2s
Prva moguénost povlaéi rs < 2c. Ako je nastupila druga moguénost,
uvodimo supstituciju ¢ = sag42 — r. Broj t je prirodan i vrijedi

P = TDpy1 + 5Pk = (SApy2 — U)Prs1 + Pk = SPht2 — tDk41,

q = SQk+2 — tqi+1

i st = s%ap9 — 15 < 2c.
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2) s2ap o < 4c

Ako je r < %8@]64,2, onda rs < %82ak+2 < 2¢. Ako je %sakw <r<

Saj+2, onda ponovo definiramo t = sapyo — 7 1 vrijedi st < %52%” <
2c.

O
Stavimo li ¢ = 1 u Teorem 1.8, dobivamo sljededi rezultat.

Korolar 1.4 (Fatou (1904), Grace (1918)). Neka su p,q cijeli brojevi takvi
da jeq>11

1

_2.

]a—£]<
q q

Tada postoji n > 0 tako da je
P _Pn . Pn—Pn-1 . PntDn-1
— i — il ——

q n In — Qn—1 Gn + Gn-1

Teorem 1.9 (Lagrange (1770)). Neka je « iracionalan broj, te Z—g, %,...
konvergente od a. Tada vrijedi:

(i) lago — pol > |agr — p1| > |aga — pa| > -+

(i) Akojen>1i1<q<qy, te ako je (p,q) # (Pn—1,4n-1), (Pn,qn),
onda je |ag —p| > |agn—1 — pn—1-

Dokaz: Po Lemi 1.10 je

1 1
QagQn — pPn| = < )
| " n| An+14n + Qn-1 Qn + Gn-1
1 1 1

QQn—1 — Pn—1| = > = )
’ " " ’ OnQn—1 + gn—2 (an + 1)(]71—1 + gn—2 Qn-1 + qn

¢ime je dokazana tvrdnja (i).
Da bi dokazali (ii), definirajmo brojeve u, v pomocéu jednadzbi
HPn + VPn—1 = D,
HGn + VGn—1 = q.

Matrica ovog sustava ima determinantu 41, pa su brojevi u, v cijeli brojevi.
Ako je v =0, onda je p = upn, ¢ = jqn, a to je nemogudce jer je 0 < q < qy
i(p,q) # (Pn,qn).- Ako je u = 0, onda je p = vp,—1, ¢ = Vq,—1. Bududi da
je (p,q) # (Pn—1,qn—1), to je v > 2 i zato je

lag — p| > 2|lagn—1 — Pn—1| > |agn—1 — Pn-1].

Akosu pu # 0, v # 0, onda zbog 1 < g < ¢, ;41 v imaju suprotne predznake,
pa brojevi u(ag, — pn) 1 v(agn—1 — pn—1) imaju iste predznake. Stoga je

lag — p| = |u(agn — pn)| + [V(agn—1 — pn1)l,
pa je, zbog v # 0, log — p| > |gn—1 — pr—1l- O
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Definicija 1.3. Razlomke oblika Py _ IPnt1+ Pn r=12,...,anp42—1,

)

An,r Tdn+1 + an
n > —1, nazivamo sekundarne konvergente veriznog razlomka [ag,aq,...].
_. 0 Pn,an 2
Uoéimo: Pno _ @’ mant2 _ Pnt2
dn,0 dn qn,an+2 dn+2

Lema 1.17. Za n paran vrijedi

& < e < p_n,r < p—"’TJrl < e < pn+2’

qn dn,r qn,r+1 dn+2
dok za n neparan vrijedi

Pn S Pnr > Pnr+1 S Pn+2 '

qn dn,r qn,r+1 dn+2

Nadalje, za svaki prirodan broj n vrijeds

Anr+1Pnyr — Pnr+19n,r = (_1)n+1. (118)

Dokaz: Dovoljno je dokazati relaciju (1.18). Imamo:

dn,r+1Pn,r — Pn,r+19n,r
= [(r + Dgnr1 + @] (rpri1 +pn) = [(7 + D)ppy1 + 2ol (r@ns1 + qn)
= Gn+1Pn — Pn+19n = (_1)n+1.

O
Rec¢i ¢emo da je racionalan broj ¢, b > 0, dobra aproksimacija ira-
cionalnog broja « ako vrijedi

(a—%‘:min{(a—f( P,y €Z,0<y < b}
Y

Teorem 1.10. Svaka dobra aproksimacija od « je ili konvergenta ili sekun-
darna konvergenta od .

Dokaz: Neka je § dobra aproksimacija od a koja nije ni konvergenta

ni sekundarna konvergenta od «. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pret-
postaviti da je ¢ > a. Tada postoje uzastopne (obicne ili sekundarne) kon-
vergente g i % od « takve da je

/

Y

< i PQ—-PQ =1.

/

<L
a J—
Q

SalS]
O

Sada je
1 PP a P P 1

< D= .
R~ Q" b @ Q@ QQ
Dakle, dobili smo da je Q < b i ‘a—g‘ < ‘a—%

, Sto je kontradikcija. [
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Primjer 1.4. PokaZimo primjerom da ne mora svaka sekundarna konver-
genta biti dobra aproksimacija.

Rjesenje: Neka je a = [1,2,2,2,...]. Tada je ﬁ = a + 1, pa je stoga
a = v/2. Konvergente od « su: 1, %, %, %, ..., a sekundarne konvergente:
410 20 Medutim, |v2 — g( ~ 0.0142, ‘\/i— 1—70‘ ~ 0.0144, pa L2 nije
dobra aproksimacija broja v/2. O

Definicija 1.4. Za iracionalan broj o kazZemo da je slabo aproksimabilan
ako postoji konstanta ¢ = c¢(a)) > 0 takva da je

za svaki racionalan broj g. (Iz Hurwitzovog teorema slijedi da konstanta c

mora zadovoljavati 0 < ¢ < \/5)

Teorem 1.11. [racionalan broj a je slabo aproksimabilan ako i samo ako su
mu parcijalni kvocijenti u razvoju u jednostavni verizni razlomak omedeni.

Dokaz: 1z dokaza Teorema 1.6 i Leme 1.11, slijedi

qn qr%(an-l—l + 671—1—1)
_ ! (1.19)
Q?L([an+1)an+2)"']+[Oaanaan71)"')al])’ ’
pa je
1 Pn 1
—_— < ja——| < . 1.20
Q%(anJrl + 2) ' Adn C]?ﬂnﬂ ( )

Ako £ nije konvergenta od «a, onda je, prema Teoremu 1.7, |a — §| > #.

Ako su parcijalni kvocijenti od « omedeni, tj. ako postoji K > 0 takav da
je a, < K za sve n > 0, onda je

| an(K+2)
Dakle, za svaki racionalan broj g vrijedi |a—§| > 3, gdjejec = min(ﬁ, %) =

ﬁ, Sto znadi da je « slabo aproksimabilan.

Obrnuto, pretpostavimo da je « slabo aproksimabilan. To znaci da pos-
toji ¢ > 0 takav da je [a — £| > 2 za svaki racionalan broj £. Sada (1.20)
povlaci da je ant+1 < % za svaki n > 0, Sto znaci da su parcijalni kvocijenti

od « omedeni. O

Korolar 1.5. Postoji neprebrojivo mnogo slabo aproksimabilnih i neprebro-
jJivo mnogo realnih brojeva koji nisu slabo aproksimabilni.
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Dokaz: Prema Teoremu 1.11, svi realni brojevi oblika o = [ag, a1, ...],
gdje je a, € {1,2} za n > 0, su slabo aproksimabilni, i ima ih neprebrojivo
mnogo.

Svi realni brojevi oblika o = [ag, a1, . ..], gdje je a, = n+ by, b, € {0,1}
za n > 0, nisu slabo aproksimabilni, i ima ih neprebrojivo mnogo. O

1.5 Ekvivalentni brojevi
Definicija 1.5. KaZemo da su iracionalni brojevi o i [ ekvivalentni ako
postoje cijeli brojevi a, b, c,d takvi da je ad —bc = £1 i

ac+b
ca+d’

b=
Lako se provjeri da je ovo zaista relacija ekvivalencije. Oznaka je a =2 5.

Teorem 1.12 (Serret (1878)). Neka su o = [ag, a1, az,...] 10 = [by,b1,ba,...]
iracionalni brojevi. Tada su « i B ekvivalentni ako i samo ako postoje cijeli
brojevi k il takvi da je ag4yn = bjyn 2za sven > 0.

Lema 1.18. Neka su a,b,c,d cijeli brojevi i

ac +b
6= i , ad—bc==x1, a>1, c>d>0,
ca+d
onda su g i ¢ dvije uzastopne konvergente od 3, recimo Z:—:; 1 Z:—j, te vrigedi
o= fn.
Dokaz Leme 1.18: Prikazimo ¢ kao konac¢ni jednostavni verizni razlomak
a Pn—1
—:[ao,al,...,an,l]: .
€ dn—1

Buduéi da su a i ¢ relativno prosti, imamo: a = p,_1, ¢ = ¢,_1. Izaberimo
n tako da vrijedi

Pn—149n—2 — qn—-1Pn-2 = &,

gdje je e = ad — be. 1z ad — be = pp—1d — gn—1b = € dobivamo

pn—l(d - Qn—Z) - Qn—l(b - pn—2)-

Bududi da je nzd(pn-1,qn—1) = 1, slijedi da g,—1|(d — g¢n—2). Medutim,
gn—2 S dn—1 id< gn—1, Pa je ‘d - Qn—Z‘ < Qn—1- Stoga je d — n—2 = 0.
Odavde je i b — pp—o = 0. Dakle, dobili smo da je

_ Pn—10 + Pn—2

Gn—1C + qn—2
To znaci da je 8 = [ag,a1,...,anp—1,a]. Buduéi da je o > 1, vidimo da je
a =B, tedasu = Z% e = Z:—j susjedne konvergente od S. O
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Dokaz Teorema 1.12: Pretpostavimo da postoje cijeli brojevi k i [ takvi
da je agyn = bj1p za sve n > 0. Drugim rije¢ima, o = [ag, a1, ..., a1, 0,
B =1lbo,b1,...,b1—1,0] i ax = 5. Po Lemama 1.71 1.8 je a X oy, i 5 = [y,
pajeia .

Pretpostavimo sada da su « i 8 ekvivalentni, tj. 5 = Zgis, ad—be = £1.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je ca + d > 0 (inace

.. b .
zamijenimo a, b, c,d sa —a, —b, —c,—d). Za o = <Z d)’ uvedimo oznaku:
aa+b
ca+d’
<pn1 Pn—2

dn—1 4dn—2

oo = Lako se provjerava da vrijedi o(7a) = (o7)a. Neka je 0,1 =

). Tada je a = 010, pa je B = cop_10y,. Vrijedi:
oo _ app—1 +bqn—1 app—2 + bgn_2 _ a b
e CPn—1+ danl CPpn—2 + dQn72 dd)

Imamo:

Pn—1
CPpn—1+ dQn—l = Qqn-1 <C = + d> = Cla

qn—1

pn—2+dgn—2 = qn—2 <Cpn_2 + d> =d.
qn—2
Buduéi da je cao +d > 0 i limy, 0 Z—: = q, zaklju¢ujemo da su za dovoljno
veliki n brojevi ¢ i d’ pozitivni. Nadalje, a’d'—b'¢’ = det(o)-det(o,,—1) = 1.
Odaberimo parnost od n tako da je ¢ > d’ (ako je ¢ > 0, biramo n paran, a
ako je ¢ < 0, biramo n neparan). Sada su zadovoljene sve pretpostavke Leme
1.18, pa zaklju¢ujemo da je «n,, = S, za neki m, $to je i trebalo dokazati. [J

Definicija 1.6. Markovljeva konstanta M («) je supremum skupa svih real-
nih brojeva \ takvih da nejednadzba

1ma beskonacno mnogo rjesenja %.

Teorem 1.13 (Hurwitz (1891)).
(i) Ako je a = o/, onda je M(a) = M(d/).
(ii) Ako je o = 1+—2\/5, onda je M(a) = /5.
(iii) Ako je v iracionalan i o #, onda je M(c) > /8.
(iv) Ako je a = /2, onda je M () = /8.

Dokaz:
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(1)

(iii)

Pn

oo bl 1
’(X qn ‘ Q%(an+l+6n+1) ?

zakljuéujemo da je

M(a) = limsup (41 + Bpir)-

gn—1 __ 1 —
o T aTaT 0,an, an_1,...,a1].

Prema Lemi 1.11 je B,41 =
Dakle,

M(Oé) = lim Sup([aTLJrla an+42, - - ] + [0) Qpy Gp—15 - - - aa’l])' (121)

Ako je a = o/, onda postoji I > 0 sa svojstvom da je a,, = al, ; za do-
voljno velike n. Tada je a1 = o), ;. Takoder, 8,111 3, ,;,, imaju
iste pocetne parcijalne kvocijente, pa je za n dovoljno velik njihova
razlika po volji mala. Dakle,

T}LH;O((QTLJA + /BnJrl) - (a;z-i-l—I—l + Bn-i—l—f—l)) =0,

pa je M(a) = M(d/).

14++/5 . :1+\/5+¢5—1:f

M(—522) = lim (L1, 40,1, 1, 1) = — 2 >

n

Iz a 22 L+v/5

5> imamo da je ar > 2 za beskonactno mnogo indeksa k.
Ako je ap > 3 za beskonaéno mnogo k-ova, onda iz (1.21) slijedi da
je M(a) > 3 > /8. Dakle, dovoljno je promatrati one « za koje je
ar € {1,2} za dovoljno velike k-ove.

Ako medu ag-ovima postoji beskonaéno mnogo jednica i beskona¢éno
mnogo dvojki, onda postoji beskonacno mnogo indeksa k takvih da je
arp =11 agr1 = 2. No, tada je

[akt1, Qy2,- -] > 2+ ! — >2+ 1122,
Gk+2 T 5 2+7 3
[O’a’k‘)"')al]z 11 2 11:1,
1+ak,1 1+T 2

paje M(a) > 24+ 1 =11-2833... > 8.

Preostao je slucaj kada je ap = 2 za sve dovoljno velike k-ove. Tada je

a[1,2,2,2,...] =2,
pa je
M(a) = lim ((2,2,..]+[0,2,2,...,2)) = (V2 + 1) + (vV2 - 1) = V8,

n

¢ije je dokazano i (iii) i (iv).
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O

Brojevi v/5 i v/8 predstavljaju prva dva ¢lana niza pu; = V6 < pp =
V8 < 3 = @ < g = @ < ... ¢iji je limes jednak 3, a za koje je
Markov (1879) dokazao da su jedine vrijednosti od M () koje su manje od 3.
Svakom od p;-ova odgovara skupo brojeva koji su ekvivalentni korijenu neke
kvadratne jednadzbe. Mi ovaj rezultat neéemo dokazivati. Pokazat ¢emo,
medutim, da je struktura skupa svih « za koje je M (a) = 3 bitno drugacija.

Teorem 1.14 (Markov (1879)). Postoji neprebrojivo mnogo realnih brojeva
a takvih da je M(«) = 3, te da nikoja dva medu njima nisu ekvivalentna.

Dokaz: Neka je r1,7r9,... strogo rastuci niz prirodnih brojeva i neka je
a=[1,1,...,1,2,2,1,1,...,1,2,2,1,1,...,1,2,2,...]. (1.22)
T1 T2 T3

Ako odaberemo k tako da je apy; = 1, onda je apy1 + Br+1 < 2+ 1 = 3.
Ako k prolazi nizom indeksa takvih da je apy1 = axio = 2, onda, zbog
lim; r; = 0o, imamo:

1 51
PRl

3.
2+ 51 2

(s +851) = (2,2, 1,140, 1,1, ]) = 24

Konac¢no, ako k prolazi skupom indeksa za koje je a = ax41 = 2, onda je

. V5 -1 1
o1 o) = 21,1 02,1, ) = 24 =8

Dakle, M (o) = limsup(ag41 + Bry1) = 3.

Da bi dovrsili dokaz, moramo jos pokazati da je skup medusobno neek-
vivalentnih brojeva a definiranih s (1.22) neprebrojiv. Brojevi a i o' su
ekvivalentni ako i samo ako im se pripadni nizovi r,79,... 1 7], 7%, ... po-
dudaraju od nekog mjesta nadalje. Za takve nizove ¢emo reéi da su ekvi-
valentni. Pretpostavimo da neekvivalentnih nizova ima prebrojivo mnogo,
recimo da su to Ry, Ra,..., gdje R; predstavlja niz r;;, < ry, < .... Mozemo
pretpostaviti da je Ry = (1,2,3,...). Za i > 1, R; nije ekvivalentan Rj, pa
postoji beskonaéno mnogo prirodnih brojeva koji nisu sadrzani u R;.

Za i > 1 sa S; = (s;,) oznacimo niz koji je komplementaran nizu R;.
Znamo da je svaki S5; beskonacan. Sada ¢emo definirati niz 7' na sljedeéi
nacin. Najprije izaberemo t; € Sy, a zatim izaberemo ts,%3,... tako da
vrijedi

t1 € Sy, t] <ty €S53,
141ty <tz €S8y, t3<ty €83, tyg<ty€ Sy,
1+its<tg €Sy, tg<tyr€S3, t7<tyg€ Sy, tg<tg€ESs,
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Ocito je T rastuci niz prirodnih brojeva. Za svaki k > 2, beskonatno mnogo
¢lanova niza T je sadrzano u Sk, pa stoga nije sadrzano u Rj. Prema tome,
T nije ekvivalentan niti jednom od Ry, Rs, . ... Bududi da svaki od elemenata
t3, tg, t1o, . .. od T koji pripada Sy premasuje svog prethodnika za barem 2,
zakljucujemo da T nije ekvivalentan niti sa R;. Dakle, T nije ekvivalentan
niti jednom Ry, $to je u suprotnosti s pretpostavkom da niz (Ry) sadrzi po
jedan element iz svake klase ekvivalencije. O
Iz prethodnog teorema direktno slijedi

Korolar 1.6. Postoje transcendentni brojevi a za koje je M (a) = 3.

Vidjet ¢emo kasnije da Liouvilleov teorem povlaci da je svaki realan
broj koji se moze dovoljno dobro aproksimirati racionalnim brojevima nuzno
transcendentan. Medutim, Korolar 1.6 pokazuje da postoje transcendentni
brojevi ¢ije su racionalne aproksimacije skoro najgore mogucée, u svjetlu
Hurwitzovog teorema.

1.6 Periodski verizni razlomci

Definicija 1.7. Za beskonacni verizni razlomak [ag,a1,a2,...] kaZemo da
je periodski ako postoje cijeli brojevi k > 0, m > 1 takvi da je amin = an
za sven > k. U tom slucaju verizni razlomak pisemo u obliku

[a'07 at,...,0k—1, 0k, a’k’+17 R 7ak+m71]7
gdje "crta” iznad brojeva ay, . . . , Gg1m—1 2naci da se taj blok brojeva ponavija
u nedogled.
Primjer 1.5. (i) Nekaje 3 =[2,3,2,3,...] = [2,3]. Tada je f = 2+ .

345
To daje kvadratnu jednadzbu za 3: 382 —63—2 = 0, pa zbog B > 0, dobivamo
da je = —3+§/ﬁ.

(ii) Neka je sada o = [4,1,2,3]. Imamo:

1 29 + /15
a=1+—F =4+ b__ B+ .
1+ % b8+1 7

Ova dva primjera ilustriraju opéu situaciju.

Definicija 1.8. Za iracionalan broj o kaZemo da je kvadratna iracionalnost
ako je a korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima (drugim
rijec¢ima, « je algebarski broj stupnja 2).

Teorem 1.15 (Euler (1737), Lagrange (1770)). Razvoj u jednostavni verizni
razlomak realnog broja « je periodski ako i samo ako je o kvadratna ira-
citonalnost.
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Dokaz: Neka je o = [bo,b1,...,bk_1,G0,01,---,am—1], te neka je f =
[@p, a1, -, Gm_1), tj. neka je 8 ¢isto periodski dio od «. Primjenom Leme
1.7 na verizni razlomak 8 = [ag, a1, ..., am-1, ], dobivamo da je

6 _ ﬁpmfl + Pm—2
6qm—1 + gm—2 7
a to je kvadratna jednadzba za  ( s cjelobrojnim koeficijentima). Buduéi

je, prema Lemi 1.15, 3 iracionalan, to je 8 kvadratna iracionalnost.
Zapisimo o pomocu (:

/
a:ﬁ“p,, (1.23)
Bq+q
gdje su g i % zadnje dvije konvergente od [bg, b1, ...,bx_1]. Medutim, (
a+Vb

ima oblik “¥2, pa iz (1.23) slijedi da i  ima isti oblik. Budu¢i da « nije
racionalan, prvi dio teorema je dokazan.

Dokazimo sada obrat. Neka je o kvadratna iracionalnost, tj. neka je
o= %\/’;, a,b,c,€ Z,b >0, c# 01 b nije potpun kvadrat. Mnozec¢i brojnik
i nazivnik od « sa |c|, dobivamo

ac + Vbc?
2

C

—ac + Vbc?
2 b

—C

= ili a=

u ovisnosti o tome je li ¢ pozitivan ili negativan. Stoga a mozemo zapisati u

obliku
S0+ Vd
to ’
gdje su d, so,tg € Z, to # 0, d nije potpun kvadrat i to|(d — s3).
Sada ¢emo opisati razvoj [ag,ay,...| u jednostavni verizni razlomak od
a. Neka je ag = a, te neka je
s; +/d d—s?
a; = I_OéiJ, o; = 17, Si+1 = aiti — Sy, ti+1 = 71—’—1 (1.24)
t; t;
Imamo:
si+Vd—ait;  Vd—siy d—s7 Lit1 1
ti ti ti(Vd+siy1)  Vd+ s Qi1

pa je zaista a = [ag, a1, ...].

Pokazimo sada matematickom indukcijom da su s;, ¢; cijeli brojevi takvi

da je t; # 0 i t;|(d — s?). To vrijedi za i = 0. Ako tvrdnja vrijedi za neki 1,
onda iz s;y1 = a;t; — s; slijedi da je broj s;11 cijeli. Relacija

d—siy, _d—s}

tit1 = = %i + 2a;8; — a?
t; t; ¢

t;
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pokazuje da je i t;41 cijeli broj. Nadalje, t;41 # 0, jer bi inace d = S?H bio
d—s? ce 9.
tiJ:rl slijedi da t;11|(d — s7,,).

Sa «} oznac¢imo konjugat od aj, tj. af = % Bududi da je konjugat

potpun kvadrat. Konacno, iz t; =

!
kvocijenta jednak kvocijentu konjugata, imamo: afy = SaPr=1*Pn=2 (dayde
. O Gn—1+qn—2

je
=)
qn—1 N0 — -y
Kad n tezi u oo, Z% i Z:—:; teze prema g, a a9 # . Stoga izraz u

zagradi tezi prema 1,_pa je zbog toga pozitivan za dovoljno velike n, recimo
za n > N. Sada je za n > N broj o/, negativan. No, «a,, je pozitivan za
n>1,pajea,—a, = Zt—\r/la > 0. Dakle, t,, > 0 zan > N. Nadalje, zan > N
imamo:

—d

th

2
Sn

— |sn| < VA,

0> aya), =
dok iz a,, > 1 i upravo dokazanog slijedi
tn < Sp + Vd < 2V/d.
Odavde slijedi da uredeni parovi (s,,t,) mogu poprimiti samo konacéno

mnogo vrijednosti, pa postoje prirodni brojevi j, k, j < k, takvi da je s; = sy,
tj = ti. Sada (1.24) povlaci da je a; = ay, pa je

o = [ao, cey A1, A5, Q5415 - - ,akfl],
Sto je i trebalo dokazati. O

Napomena 1.2. Uo¢imo da vrijedi

o {8¢+\/EJ _ VH\@J'

ti

t;

Zaista, neka je LSZJFT/MJ = u. Tada je s; + |Vd] = tiu+v, 2a 0 < v <

t — 1. Zato je u < Siz_‘/a < SiﬂﬁHl <u+1, paje L%J = u. Prema
tome, algoritam (1.24) zapravo radi samo s cijelim brojevima (i ne zahtjeva

preciznu aproksimaciju za v/d).

Definicija 1.9. Za kvadratnu iracionalnost a kaZemo da je reducirana ako
jea>11-1<da <0, gdje je & konjugat od .

Teorem 1.16. Kvadratna iracionalnost o ima cisto periodski razvoj u jed-
nostavni verizni razlomak ako i samo ako je reducirana.
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Dokaz: Neka je a > 11 —1 < o/ < 0. Stavimo ag = a, te definirajmo o

L — o, — a;. Tada je
Q41

sa

1

Qi1

= o} — a;. (1.25)

Po pretpostavci je —1 < afy < 0. Indukcijom slijedi da je —1 < o} < 0 za
sve i > 0. Zaista, vrijedi a; > 1 za sve i > 0 (Cak i za i = 0 zbog a > 1), pa
o) < 0 povlaci da je a} < —1, odnosno —1 < aj,; <O0.

i+1
Sada iz (1.25) slijedi

0<—

1 . 1
——a; <1, tj. a=|—F]|.
Qi1 i1

Iz Teorema 1.15 slijedi da postoje prirodni brojevi takvi da je j < ki
a; = ay. Sada je a;- = aj, te

1 1
1= |——| = |-—] = a1,
{ J o

1
Qj—1 = aj—1 +— =01+ — = Q1.
Qi (677

Dakle, aj = oy, povlaci da je aj_1 = ay_1. Primijenimo li ovu implikaciju j

puta, dobivamo ag = ay—_j, tj. o = [@g, a1, .-, Ge—j—1]-
Obrnuto, pretpostavimo da je razvoj od « ¢isto periodski, o = [ag, a1 - - -, Gn_1),
ap,ai, . ..,an—1 € N (zbog ag = a,). Imamo: a > ay > 1. Takoder je
aPp—1 + Pn—2
a=lag,...,ap_1,0] = ———=——=,
Qadn—1 + qn—2

Prema tome, o zadovoljava jednadzbu

f(z) = 332an1 + 2(gn—2 — pn—1) — pn—2 = 0.

Ova kvadratna jednadzba ima dva korijena, o i o/. Buduéi da je a@ > 1,
dovoljno je provjeriti da f(x) ima korijen izmedu —1 i 0. To ¢emo provjeriti
tako da pokazemo da f(—1) i f(0) imaju razlicite predznake. Najprije je
f(0) = —pp—2 < 0, a potom

f(_l) =qn-1—Gn-2+Pn-1—Pn—2>0.
O

Teorem 1.17. Ako prirodan broj d nije potpun kvadrat, onda razvoj u jed-
nostavni verizni razlomak od /'d ima oblik

Vd = [ag, a1, az, ..., a,_1, 2a0),

gdje je ag = |Vd|, a ay,...,a,_1 su centralno simetricni, tj. a; = a,_1,
ag = Ap—2, ... .
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Dokaz: Promotrimo broj f = v/d + |v/d]. O¢ito je broj § reduciran, pa

po Teoremu 1.16 ima ¢isto periodi¢an razvoj
Vd+ [Vd] = [bo, b1, -, b,—1] = [bo, b1, -, br_1, bo). (1.26)

Razvoji od i V/d se razlikuju samo u prvom ¢lanu, tj. b; = a; za i > 1.
Uocimo da je by = [Vd + [Vd]| = 2|/d]. Sada je

Vd = —|Vd] + 8= —|Vd| + [2[Vd],b1,.. . br_1, D]
= [[Vd],b1,. .-, br_1, bo)

= [ao, a1, ..., a1, 2aq).

Da bi dokazali centralnu simetri¢nost, uo¢imo da je 5 = by + %, gdje je

Br=(Vd—|Vd))™' = SR (zbog 1.25) = [br,l,—#] = ...

18/ _5_7/’ r—1
1
= [br—17 br—27 s 7b07 _E] = [br—17 bT—27 sy bO]
Dakle, 5 = [bo,by—1,br—2,...,bp]. Usporedimo li ovo s (1.26), dobivamo:
b1 =bp_1, by =br_9, ... . O

Primjer 1.6. Neka je d prirodan broj. DokaZimo da vrijedi:
Vd2+1=1[d,2d].
Rjesenje: Imamo:

50205 t():la CLO:d,

d2 1 —d2 d v d? 1
Slzaoto—sozd’tlz%zl’alz\‘yJZQd’
S9 = d, t2 =1.

Dakle) (Sl’tl) = (SQatQ)a pa je \/m = [d’ﬂ] <>

Podsjetimo se Worleyevog teorema 1.8, koji kaze da sve racionalne aproksi-
macije p/q realnog broja a koje zadovoljavaju nejednakost ‘a — g‘ < q%
imaju oblik

P TDr+1 % Spg

q  Tqry1ESqE
za neki k > —1 i nenegativne cijele brojeve r, s takve da je rs < 2c. Pokazat
¢emo sada da je ovaj rezultat najbolji moguéi u smislu da se uvjet rs < 2¢
ne moze zamijeniti uvjetom rs < Ac za niti jednu konstantu A < 2.
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Teorem 1.18 (Dujella-Ibrahimpasi¢ (2008)). Za svaki € > 0 postoji priro-
dan broj ¢, realan broj o i racionalan broj ¢, tako da vrijedi

o5l <7
a _ _
b b2’
. . . . + . .
a & se ne moZe prikazati u obliku & = 1Pk o0 | > 1§ nenegativne
b b rqr+11Esqy’

cijele brojeve r i s takve da je rs < (2 — ¢g)c.

Dokaz: Uzmimo prirodan broj ¢ takav da je ¢ > % Nadalje, uzmimo

a=V4c2+1i¢=2c+ 26171 = 2eCe=VHL prema Primjeru 1.6 je

2c—1
2,00 > 24— — 204
’ 4c+4ic 16¢2 + 1
Stoga je
a a 1 4c
62‘ ——‘:b2<—— )< _ % — 1)2
“TY b @ -1 162r1) %Y
(8c? +4c+1)(2¢ — 1) 3c+1
= =Cc— ——— <¢
16¢2 + 1 16¢2 + 1

Dakle, |a — %‘ <5

T +s .
Tqk-+1E8qK

a
b
nenegativne cijele brojeve r i s takve da je rs < (2 —¢)c.
Ako je k = —1, tada iz

Tvrdimo da se 7 ne moze prikazati u obliku

a = 1py+ sp_1 = 2cr + s,
b=rq+sq-1=r,

slijedir =2c—1,s=1,t =sa; —r = 2c+ 1, 1istoga jers =2c—1 >
2¢ —ce = (2 —¢€)e, dok je st =2c+ 1> 2¢.

Ako je k > 0, onda iz s = —bpgy1 + aqrsq 1 slijedi da je s >

a b1
b>ql
3 bg1 =2c+1,istogajers>2c+1>2cist>2c+1>2c O

_ b1
q1
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1.7 Pellova i pellovska jednadzba
Definicija 1.10. Diofantska jednadzba
x? —dy? =1, (1.27)

gdje je d € N i d nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednadzba. Jednadzbu
oblika
x* —dy* = N, (1.28)

gdje je d kao gore i N € N, zovemo pellovska jednadzba.

Ako je d < 0, onda o¢ito jednadzbe (1.27) i (1.28) imaju samo kona¢no
mnogo rjesenja (jednadzba (1.27) ima samo trivijalna rjesenja (z,y) = (£1,0)).
Ako je d potpun kvadrat, recimo d = a?, onda jednadzba (1.28) postaje
(x —ay)(z +ay) = N, pa ponovo imamo samo kona¢no mnogo rjesenja koja
odgovaraju faktorizacijama od N. U slucaju kada je d prirodan broj koji
nije kvadrat, pokazat ¢emo, koristeé¢i razvoj u verizni razlomak broja v/d,
da Pellova jednadzba (1.27) uvijek ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Teorem 1.19. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada je
P2 —dg? = (=1)"", 1, za sven > —1.

Nadalje, t; = 1 ako i samo ako rl|i, gdje r oznacava duljinu najmanjeg perioda
u razvoju od Vd.

Dokaz: 1z (1.24) imamo:

Vd=ay= On1Pn + Pt (Snet + V)P + tns1po-

On+19n + qn—1 (Sn+1 + \/E)qn + tn+1qn—1 .
Buduéi da je v/d iracionalan, odavde slijedi

Sp+1qn + tn—i—lQn—l —Pn = 07 Sp+1Pn + tn-l—lpn—l - dQn =0.

Eliminirajuéi s,1, dobivamo

P2 — dgz = (PnGn-1 — Pr—1qn)tnt1 = (=1)" Htpi1.

Neka je, kao u dokazu Teorema 1.17, = Vd + [Vd|. Iz (1.24), za
sve ¢ > 1 imamo f; = a; = % Stoga je t; = 1 ako i samo ako je
B; = s; +Vd. Medutim, f3; ima ¢isto periodski razvoj, pa je, po Teoremu
1.16, —1 < s; — Vd < 0. Odavde je Vd—1<s; < \/E, tj. s; = L\/EJ, pa je
B; = B, a bududi da je r duljina najmanjeg perioda, ovo je ekvivalentno sa
rli. 0
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Korolar 1.7. Ako je r duljina perioda u razvoju od v/d, onda je
Pr—1 — gy = (1)

Teorem 1.20. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, te neka
su Z—Z konvergente u razvoju od \/d. Neka je N cijeli broj, |N| < v/d. Tada
svako pozitivno rjesenje x = u, y = v jednadibe x> — dy*> = N, takvo da je
nzd(u,v) = 1, zadovoljava uw = p,, v = qy, za nekin € N.

Dokaz: Neka su E i M prirodni brojevi takvi da je nzd(E,M) = 11
E? — oM? = o, gdje je /0 iracionalan i 0 < o < ,/p. Ovdje su ¢ i o realni

brojevi, ne nuzno cijeli. Tada je % —-o= WM\/@ pa je

NG B 1 _ 1
- E 2"
E+Mo) M (zEz+1) " 2M

E
0< — —
<% \/§<M(

Po Teoremu 1.7, % je konvergenta u razvoju od ,/p.
Ako je N > 0, uzmimo 0 = N, o = d, E = u, M = v, pa dobivamo
tvrdnju teorema u ovom slucaju.
Ako je N < 0, onda je v? —§u2 = —%, pa mozemo uzeti o = —%, 0=

E =v, M = u. Dobivamo da je ; konvergenta u razvoju od %
v u

2 n-ta konvergenta od Ld, onda je ¥ (n — 1)-va konvergenta od Vd, pa je

1
a’
. No, ako je

teorem dokazan i u ovom slucaju. O

Iz Teorema 1.19 i 1.20 direktno slijedi sljedeéi teorem koji karakterizira
rjesenja Pellove jednadzbe 22 — dy?> = 1 i “negativne Pellove jednadzbe”
2? — dy? = —1 (te daje uvjet uz koji ova druga ima rjesenja).

Teorem 1.21. Sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbi x> — dy? = £1
nalaze se medu © = py, Yy = qn, gdje su Z—: konvergente u razvoju od Vd.

Neka je r duljina perioda u razvoju od V/d.

Ako je r paran, onda jednadiba x?> — dy?> = —1 nema rjesenja, a sva
riesenja od x> —dy? = 1 su dana sa = Ppr—1, Y = gnr—1 2an € N. Posebno,
najmange rjesenje Pellove jednadzbe x* — dy?* =1 je (x1,91) = (Pr—1,Gr—1)-

Ako je r neparan, onda su sva rjesenja jednadzbe x* — dy?> = —1 dana sa
T = Ppr—1, Y = Qnr—1 2a n neparan, dok su sva rjesenja jednadibe x> — dy® =
1 dana sa © = ppr—1, Y = Gnr—1 2a N paran. Posebno, najmanje rjesenje
Pellove jednadzbe x* — dy? =1 je (x1,91) = (P2r—1,q2r—1)-

O

Teorem 1.22. Ako je (x1,y1) najmange rjesenje u prirodnim brojevima jed-
nadzbe 2% — dy?® = 1, onda su sva rjesenja ove jednadzbe dana sa (x,,yn) za
n € N, gdje su x, @y, prirodni brojevi definirani sa

Tn + ynVd = (z1 + 1 Vad)". (1.29)
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Dokaz: Najprije provjerimo da su (x,,y,) zaista rjeSenja. Buduéi da je
konjugat produkta jednak produktu konjugata, iz (1.29) slijedi z,, — y,vd =
(21— y1Vd)", paje

vy — dyp = (20 — yuVd) (@0 + yaVd) = (2] — dy})" = 1.
Pretpostavimo sada da je (s,t) rjesenje koje se ne nalazi u familiji
{(@nyya)  n €N},
Bududi da je z1 + y1v/d > 11 s+ tv/d > 1, to postoji m € N takav da je
(@1 +yVd)™ < s+ tVd < (1 +yVd)" (1.30)
Pomnozimo i (1.30) sa (21 — y1v/d)™ = (21 + y1/d) ™™, dobivamo
L< (st V) =gV )™ < or bV

Definirajmo a,b € Z s a+bvd = (s +tV/d)(x1 — y1v/d)™. ITmamo: a® — db* =
(s2 — dt?)(2? — dy?)™ = 1. Iz a + bV/d > 1 slijedi 0 < a — bV/d < 1, pa je

2a = (a+bVd) + (a —bVd) >0,
20Vd = (a+ bVd) — (a — bVd) > 0.

Stoga je (a,b) rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe 2% — dy? = 1 i
a+bVd < z1 + y1Vd, §to je kontradikcija. O

Teorem 1.23. Neka je (xy,yn), n € N niz svih rjesenja Pellove jednadzbe

22 —dy? = 1 u prirodnim brojevima, zapisan u rastu¢em redosljedu. Uzmimo

da je (xo,y0) = (1,0). Tada vrijedi:
Tpy2 = 201&n41 — Tns Yng2 = 281Yn41 — Yn, 12 0.
Dokaz: Vrijedi: z, + yp,Vd = (x1 + y1v/d)". Odavde je

(Zns1 + Ynp1Vd)(x1 +y1Vd) = T + YooV,
(xn-i-l + yn-i-l\/a)(xl - yl\/&) = Tp+ yn\/g-

Sada imamo:

Tnt2 = T1Tpt1 + dY1Yn+1,

Tp = T1Tp41 — AY1Yn+1,

odakle zbrajanjem dobivamo x,s = 2x12,11 — T,. Analogno je

Yn+2 = T1Yn+1 + Y1Tn+1,

Yn = T1Yn+1 — Y1Ln+1,
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pa ponovo zbrajanjem dobivamo yn4+2 = 2T1Yn+1 — Yn- U
Pellovska jednadzba

x* —dy* = N, (1.31)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i N cijeli broj razlic¢it od 0, ne

mora imati cjelobrojnih rjesenja (vidjeli smo to ve¢ u slu¢aju N = —1). No,

ukoliko ima barem jedno rjeSenje, onda ih ima beskonacno mnogo. Zaista,
ako je x +yV/d rjesenje jednadzbe 1.31, a u + vV/d rjeSenje pripadne Pellove
jednadzbe z? — dy? = 1, onda je

(z + yVd)(u +vVd) = (ux + dvy) + (uy + ve)Vd (1.32)
takoder rjesenje jednadzbe (1.31), jer je
(uz + dvy)? — d(uy +vz)? = (2° —dy>)(u®> —dv*) = N-1=N.

Bududéi da Pellova jednadzba ima beskonatno mnogo rjesenja, to iz (1.32)
slijedi da i jednadzba (1.31) ima beskonac¢no rjeSenja (uz pretpostavku da
ima barem jedno).

Za dva rjesenja x + yv/d i 2’ + y'\/d jednadzbe (1.31) kazemo da su
asocirana ako se jedno iz drugog moze dobiti mnozenjem s nekim rjesenjem
Pellove jednadzbe kao u formuli (1.32). Lako se provjerava da je na ovaj
nacin uvedena relacija ekvivalencije na skupu svih rjesenja jednadzbe (1.31)
(podsjetimo se da je (u+vvd)~! = u—wvv/d, §to povlaéi simetriénost). Reéi
¢emo da medusobno asocirana rjeSenja tvore jednu klasu rjesenja. Nije tesko
za vidjeti da su z + yV/d i ' + y/V/d asocirani ako i samo ako vrijedi

x2' =dyy’ (mod N), zy =2’y (mod N).

Neka je K jedna klasa rjeSenja, te neka su njeni elementi z; + y;V/d,
i=1,2,3,.... Tada klasu koja se sastoji od rjesenja x; — y;v/d oznacavamo
s K i kazemo da je konjugirana klasi K. Ako vrijedi da je K = K, onda
kazemo da je klasa K dvoznacna.

Medu svim elementima klase K odabrat ¢emo jedan, z* + y*v/d, kojeg
¢emo zvati fundamentalno rjesenje jednadzbe 2> —dy? = N u klasi K. Biramo
ga tako da y* poprimi najmanju moguéu nenegativnu vrijednost medu svim
elementima z+y+v/d u klasi K. Ovim je zahtjevom i 2* jednoznaéno odreden,
osim u sluc¢aju kada je K dvoznaéna. Ako je K dvozna¢na, onda izabiremo
x* tako da zadovolji i dodatni uvjet da je z* > 0. Uoc¢imo da |z*| poprima
najmanju mogucu vrijednost unutar klase K.

Teorem 1.24. Neka je u+vvd fundamentalno rjesenje jednadzbe 2% —dy* =

1. Tada za svako fundamentalno rjesenje x* +vy*Vd jednadzbe z? —dy? = N
vrijede nejednakosti:

v
0<y* < ——/IN|,
=V = 2(u+¢) V]
. 1
"] < 4[5t 2]
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gdjejec =1 akoje N >0, aec = —1 ako je N < 0. Posebno, fundamentalnih
rjesenja (pa i klasa rjesenja) ima konacéno mnogo.

Dokaz: Dokazat ¢emo tvrdnju za N < 0. Dokaz za N > 0 je analogan.
Definirajmo cijele brojeve 2/, sa 2’ 4+4/'v/d = (* + y*V/d)(u — svv/d), gdje
je 6 =1ako je z* > 0,ad = —1 ako je 2* < 0. Tada 2’ + y'/d pripada istoj
klasi kao i z* + y*v/d, pa zbog minimalnosti od y* zakljuc¢ujemo da je

Y =uy" — ovz* >y,
sto povlaci v|z*| < (u — 1)y*. Kvadriranjem dobivamo
V3 (dy™® + N) < (u® — 2u + 1)y*?,
tj. *2(2u — 2) < |N| - v?, pa dobivamo trazenu nejednakost za y*. Sada je

—dNv? LN = ~N@w?—-2u+1) |N|-(u—1)

*2 *2
—d N <
. yorN =5 2u—2 2

O

Prema Teorem 1.20, rjesivost jednadzbe 22 —dy? = N u relativno prostim

cijelim brojevima x,y, ako je |[N| < Vd, mozemo ustanoviti tako da v/d

razvijemo u verizni razlomak, te provjerimo zadovoljava li neka od prvih 2r
konvergenti relaciju

p; —dg; = (=1)" i1 = N.

Ako |N| nije puno veéi od vd (npr. [N| < 4v/d), onda mozemo koris-
titi Worleyev teorem 1.8 umjesto Legendreovog teorema. Pritom koristimo
relaciju

(rpi £ spi_1)? — d(rqi £ sq;i_1)* = (1) (%t — 5%t F 2rssir1), (1.33)

koja je analogon formule iz Teorema 1.19.

Za rjesenje zo + yov/d kazemo da je primitivno ako su xq i yo relativno
prosti. Ako je nzd(xo,y0) = g, onda je ‘%O + y—go\/a primitivno rjeSenje jed-
N

nadzbe 22 — dy? = ek

Primjer 1.7. Neka je k prirodan broj. Odrediti sve prirodne brojeve N takve
da je N < 4k i da jednadzba

22— (K> +1)y> =N
1ma primitivno rjesenje.

Rjesenje: Imamo da je

€T N 2k 2
0<=—Vk?2+1< < < .
y WE2+1y2  VEZ+1y2 Y2
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Po Teoremu 1.19, brojevi z i y imaju oblik z = rp; £ sp;—1, y = rq; = sqi—1,
gdje je rs < 4. Iz Primjera 1.6 znamo da broj v'k2 + 1 ima vrlo jednostavan
razvoj u verizni razlomak:

V2 4+ 1 = [k; 2k].

Nadalje, s; = k, t; = 1 za svaki ¢ > 1. Zato je u formulu (1.33) dovoljno
uvrstiti ¢ = 1, te (r,s) = (1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1). Dobivaju se
sljedece vrijednosti od N koje zadovoljavaju uvjet 0 < N < 4k:

N =1, 2k, 4k —3 (za svaki k € N),

te jos dodatno N = 10 za k = 3 (Sto je jednako 6k — 8). &



Poglavlje 2

Simultane aproksimacije

2.1 Dirichletov teorem o simultanim aproksimaci-

jama
Teorem 2.1. Neka su ay,...,q, realni brojevi, te Q > 1 prirodan broj.
Tada postoje cijeli brojevi q,p1, .. .,pn takvi da je
1
Korolar 2.1. Pretpostavimo da je barem jedan od brojeva aq,...,q, ira-
ctonalan. Tada postoji beskonacno mnogo m-tork: %1, ey %" sa svojstvom
Di 1 .
‘Oél‘—g <W, z—l,...,n. (22)

Dokaz Korolara 2.1: U Teoremu 2.1 mozemo dodatno zahtijevati da je
nzd(q,p1,...,pn) = 1. Oc¢ito je da nejednakosti (2.1) povlace nejednakost
(2.2).

Neka je, recimo, aq iracionalan. Tada je |ayq — p1| # 0. Zato, za fiksne
q,P1,-- -, Pn, nejednakosti (2.1) mogu vrijediti samo za Q < Qp = \aTl—ml'
Prema tome, kad (Q — oo, dobivamo beskona¢no mnogo razli¢itih rjesenja.

O
Teorem 2.2. Neka su dani aq,...,ap 1 Q kao u Teoremu 2.1. Tada postoje
cijeli brojevi q1,- -+ ,qn,p takvi da je
. 1
1< max(qil,. . lgal) < QY™ i Jaagy + -+ + angn — p| < o (2.3)
Korolar 2.2. Pretpostavimo da su 1,aq,--- ,q, linearno nezavisni nad

Q. Tada postoji beskonacno mnogo (n + 1)-torki relativno prostih brojeva
(q1s---,qn,D) sa svojstvom

. 1
g=max(|q1],.--,|gu]) >0 i |oagi+ -+ angn —p| < q_" (2.4)

40
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Dokaz Korolara 2.2: Ocito je da (2.3) povlaci (2.4). Zbog linearne neza-
visnosti, uvijek vrijedi |a1q1 + -+ + angn — p| # 0. Zbog toga, za fiksne
q1,---,Gqn,p, nejednakost (2.3) vrijedi samo za Q < Qp = \a1q1+~~~—1kocnqn—p|'
Prema tome, kad () — oo, dobivamo beskona¢no mnogo razlicitih rjesenja.

O

Teorem 2.3 (Dirichlet (1842)). Neka su oy (i =1,...,n; 7 =1,...,m)
realni brojevi, Q@ > 1 prirodan broj. Tada postoje cijeli brojevi qi, ..., Gm,
D1, .- -, Pn takvi da je

1< max(|q1|’ ce |qn|) < Qn/m’

1 )
|Oéi1Q1+"'+OéiQO—pz'|§6, 1=1,...,n. (2.5)

Napomena 2.1. Pretpostavka da je () prirodan broj nije nuzna, kao sto
¢emo pokazati u sljede¢em odjeljku. Teoremi 2.1 i 2.2 su specijalni slucajevi
Teorema 2.3 (dobivaju se za n = 1, odnosno m = 1).

Dokaz Teorema 2.3: Promotrimo tocke

({allxl + -+ O‘lmxm}’ ceey {anlxl + -+ O‘nmxm})’

gdje su z;, j = 1...,m, cijeli brojevi koji zadovoljavaju uvjet 0 < x; <
Q™™ Postoji barem Q" takvih tocaka i svaka od njih lezi u zatvorenoj
jediniénoj kocki I"™ = {(t1,...,t,) : 0 <tx <1,k =1,...,n}. Takoder je
i(1,1,...,1) € I", pa zajedno s ovom tockom promatramo barem Q" + 1
tocaka iz I".

Podijelimo I™ na Q™ u parovima disjunktnih potkocaka ¢iji su bridovi
duljine é (Dakle, potkocke sadrze neke od svojih strana ili bridova, a neke
ne.) Po Dirichletovom principu, dvije od promatranih tocaka nalaze se u
istoj potkocki. Recimo da su to tocke

(@nz1+ -+ QmTm = Y1, -+ 1T+ + QT — Yn),

(1] + -+ Qi = Y1s - - 01y + o A QT — Yn)-
Ovdje je (z1,...,xm) # (2],...,2),). Stavimo ¢; = z; —:cg» zaj=1,...,m,
te pi =y, —y. zai=1,...,n. Tada je (2.5) o¢ito zadovoljeno. U

2.2 Teoremi Blichfeldta i Minkowskog

U daljnjem ¢e nam E™ oznacavati realni n-dimenzionalni euklidski prostor,
¢ije ¢emo tocke oznacavati sa x = (1,...,%y), ¥ = (Y1,...,Yn), itd. S U
¢emo oznacavati jedini¢ni interval [0, 1), a s U™ jedni¢nu kocku koja se sastoji
od svih tocaka z = (x1,...,2z,) takvih daje xy € Uza k =1,...,n. S I"
¢emo oznacavati zatvara¢ od U" (tj. zatvorenu jedini¢nu kocku).



Diofantske aproksimacije i primjene 42

Zax = (1,...,2,) € E™ definiramo
|z = max(|z1|,...,|zn]).

Ako su svi xy, cijeli brojevi, reéi éemo da je x cjelobrojna tocka.

Neka je S C E™. Ako je x € E", sa S + x oznadit ¢emo translaciju od S
za x, tj. skup svih tocaka oblika s+ = (s1+x1,...,8, +x,) za s € S. Ako
je A € R, tada AS oznacava skup svih toc¢aka oblika A\s = (As1,...,Asy) za
ses.

Teorem 2.4 (Blichfeldt (1914)). Neka je P diskretan skup u E™ (tj. skup
bez gomilista), invarijantan s obzirom na translacije za cjelobrojne tocke, te
s toéno N tocaka u U™. Neka je R C E™ izmjeriv skup mjere (volumena)
w(R) > 0. Tada postoji tocka x w U™ takva da R + = sadrzi barem N pu(R)
tocaka od P. Stovise, ako je R kompaktan, onda postoji translacija od R
koja sadrzi vise od Nu(R) tocaka od P.

Dokaz: Oznacimo s v(S) broj tocaka od P koje leze u skupu S. Skup P
ima N tocaka u U™, recimo da su to tocke p',...,p". Oznacimo sa vi(S),
i=1,...,n, broj tocaka oblika p’ + g (gdje je g cjelobrojna tocka) koje leze
u S. Bududi da je P invarijantan s obzirom na translacije za cjelobrojne
tocke, imamo:

v(S) =Y _u(9). (2.6)

i=1
Za svaki i =1,...,n vrijedi
vi(R+x) =Y x(' +9—w),
g

gdje je x karakteristi¢na funkcija skupa R, a sumira se po svim cjelobrojnim
tockama g € E™. Sada imamo:

W(R) = / x(z)dz = / X(p'—2)dz = / O (@' +g—=))dw = / vi(R+z)dz.
g

Iz (2.6) slijedi da je [, v(R +z)dz = Nu(R). Stoga je v(R+ x) > Nu(R)

za neki x € U™.

Neka je sada R kompaktan. Tada nemamo §to dokazivati ukoliko N u(R)
nije prirodan broj. Pa neka je Nu(R) = 1y prirodan broj. Iz prvog dijela
dokaza slijedi da za svaki prirodan broj k postoji tocka ¥ € U™ takva da
za skup

1
Sp =1+ E)R—f—xk
vrijedi v(Sg) > 1o + 1. Buduéi da tocke 2" leze u kompaktnom skupu 1™, to

niz (z4)7%, ima konvergentan podniz (z%s )521- Neka je lim; xki = 29
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Zbog kompaktnosti od R i I", familija skupova Sk, je uniformno omedena,
tj. postoji A € R takav da je Sp, C A[—1,1]" za sve j. Neka je sada
voe PN Sk;- Tada niz (v7)%2, ima konvergentan podniz, pa jer je P

j=1
diskretan, taj podniz je stacionaran pocevsi od nekog mjesta. Odavde i iz
I/(Skj) > vy + 1 zakljuéujemo da postoji vy + 1 tocaka u', ..., u"t! koje

leze u beskonatno mnogo skupova Si,. Naime, pokazali smo ve¢ da pos-
toji u! koji je element beskonaéno mnogo skupova Sk, Primijenimo li isto
razmatranje na skupove P N (Sk, \ {u'}), dobivamo tocku ?, itd.
Dokazimo sada da je u' € R+ 2% za i = 1,...,19 + 1. Pretpostavimo
suprotno, tj. u* € R + 2" za neki i. Zbog kompaktnosti od R + 20 je
doo(u’, R 4+ 2%) = ¢ > 0. S druge strane, postoji jo € N takav da je za
sve j > jo, [|laf — 20 < £ i kijmaxTeRHrH < 5. Takoder, postoji I > jo

takav da je u’ € Sk,- Neka je r € R takav da je ut = (1+ k%)?“ + 2. Tada je

doo(u!, R+ 2°) < uf =1 — 20| = ||— + 2" — 2% < S + £ =&
ki 2 2
Kontradikcija.
Dakle, u!, ..., u"*! € R 4 20, §to znaci da je

V(R4+2% > 1 +1> Nu(R),
pa je dokaz gotov ukoliko je 2 € U™. Ako 2¥ ¢ U", onda zamijenimo 2
tockom u U™ koja se dobije iz nje translacijom za cjelobrojnu tocku. O

Napomena 2.2. Pomoc¢u Teorema 2.4 mozemo dokazati da tvrdnja Teo-
rema 2.3 vrijedi za sve realne brojeve ) > 1. Naime, promotrimo tocke

(allxl + ot aimTm, -, Q1 s F O‘nmxm)a

gdje su z;, j = 1,...,m, cijeli brojevi koji zadovoljavaju uvjet 0 < z; <
Q"™ Neka je P skup svih takvih tocaka zajedno sa svim njihovim translaci-
jama za cjelobrojne tocke. Uoc¢imo da broj N tocaka iz P koje leze u U™
zadovoljava N > Q™. Neka je R kocka {(t1,...,t,) : 0 <t < %} Tada je
skup R kompaktan i u(R) = & Teorem 2.4 povlaéi da postoji translacija
R + x za koju vrijedi (R +z) > Nu(R) > 1, tj. v(R + ) > 2. Dalje dokaz
ide isto kao u gore navedenom dokazu Teorema 2.3.

Teorem 2.5 (Teorem Minkowskog o konveksnom tijelu (1896)). Neka je R
konveksan skup uw E™, simetrican s obzirom na ishodiste © omeden, te neka
R ima volumen pu(R). Pretpostavimo da je p(R) > 2" ili da je R kompaktan
i w(R) > 2". Tada R sadrzi cjelobrojnu toéku razlicitu od ishodista.

Napomena 2.3. Ako promotrimo kocku R = {(x1,...,z,) : |z;] < 1} za
koju je pu(R) = 2™, vidimo da je tvrdnja Teorema 2.5 najbolja moguca
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Dokaz Teorema 2.5: Imamo da je ,u(%R) > 1 ili je R kompaktan i
u(%R) > 1. U svakom slu¢aju, primjenjujemo Teorem 2.4 na skupove %R i
P, gdje je P skup svih cjelobrojnih tocaka u E™. Zaklju¢ujemo da postoji
translacija %R—f—x koja sadrzi barem dvije razli¢ite cjelobrojne tocke, recimo
g'ig

Dakle, g' —x € %R ig?—x¢c %R Zbog simetrije je iz — g% € %R Stoga

mozemo staviti da je g' — x = %xl, r—g°= %xQ, gdje su z!, 22 € R. Skup
R je konveksan, pa je g = g' — g% = %xl + %xz € R. Prema tome, tocka g
zadovoljava uvjet teorema. O

Teorem 2.6 (Teorem Minkowskog o linearnim formama). Neka su f3;5, 1 <
i,j < n, realni brojevi takvi da je determinanta matrice (B;;) jednaka £1,
te neka su A1, ..., A, pozitivni brojevi sa svojstvom A1As--- A, = 1. Tada
postoji cjelobrojna tocka x = (x1,...,x,) # O, takva da je

’,31'1.%'14-"'4-61‘”.%'”‘ <A, i=1,...,n—1, (2.7)

Dokaz: Uvedimo oznake

1 )
Li(x) = Bux1 + - + Binxn, Li(x)=-—Li(x), i=1,...,n.

Tada (2.7) i (2.8) mozemo zapisati kao

|ILi(z)| <1, i=1,...,n—1,
@) <1

Determinanta od L, ..., L}, je opet jednaka det(3;;) = £1 (zbog A; --- A,, =
1), pa bez smanjenja opéenitosti mozemo od pocetka pretpostaviti da je
Aj=---=A,=1.

Osnovna ideja dokaza je sljede¢a. Promotrimo skup R = {x € E™ :
|Li(z)] <1,i=1,...,n}. Neka je V" = {(x1,...,2,) : |z;| <1}, te neka
je B : E™ — E™ linearni operator ¢ija je matrica u kanonskom paru baza
jednaka (8;;). Tada je B~}(V™) = R. Dakle, R je dobiven iz V" pomocu
linearnog operatora c¢ija je determinanta jednaka +1. Prema tome, R je
simetri¢an zatvoren paralelepiped volumena 2".

Po Teoremu Minkowskog o konveksnom tijelu, postoji cjelobrojna tocka
x # O u ovom paralelepipedu.

Da bi dobili strogu nejednakost u prvih n—1 nejednakosti, napravit ¢éemo
sljede¢u modifikaciju. Za svaki € > 0, sustav nejednadzbi

|LZ'(.’E)|<1,’L':1,...,TZ—1, |LZ(IE)|<1+€

definira simetri¢an paralelepiped II. volumena 2"(1 + ¢) > 2. Po Teoremu
2.5, postoji cjelobrojna tocka z. # O u Il.. Neka je g = %, k € N. Pomoc¢u
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niza (¢}) dobivamo niz (x., )7, cjelobrojnih tocaka razlicitih od ishodista,
ze, € Il, . Familija svih paralelepipeda Il., je uniformno omedena, pa pos-
toji cjelobrojna tocka x # O takva da je v = z., za beskonacno mnogo
k-ova. Stoga je x € Il;, za beskonacno mnogo k-ova, pa = zadovoljava (2.7)

i (2.8).

O

Drugi dokaz Teorema 2.3: Stavimo | = m + n i promotrimo sljedeéih [

linearnih formi u z = (x4, ..

Li(z) = z;,

Lim+j(z) = a1 + - GjmTm — Tt

Njihova determinanta je

1

a1

Qnl

0

S Tp):

i=1,...

Q1m

anm

7m7

0

-0 -1

ji=1,...

= =£1.

Neka je @ > 1 realan broj (ne nuzno prirodan). Po Teoremu 2.6 postoji

cjelobrojna tocka x # O takva da je

Li(z)| < QY™ i=1,...,m,
|Lm+,](‘r)| S Qil) ] = 15 , 1,
jer je (Qmmym - (Q7H)" = 1.
Stavimo ¢; = x;, t = 1,...,m, te pj = Tyyj, 7 = 1,...,n. Tada je
q= max(|q1|’ R |qm|) < Qn/m
i
g + -+ mam — pjl < =

Q7

j=1...,m.

Preostaje pokazati da je ¢ > 1. U protivnom bi bilo ¢; =0za+=1,...,m,
te stoga [p;| < é <lwzaj=1,...,n. Al to znaci da su svi p; = 0, pa je

x = O. Kontradikcija.

O
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2.3 LLL algoritam

Tako su Dirichletovi teoremi o simultanim aproksimacijama direktna poopée-
nja (obi¢nog) Dirichletovog teorema za n = 1, kada je u pitanju efektivna
algoritamska realizacija pronalazenja racionalnih brojeva ¢iju egzistenciju
garantiraju ti teoremi, postoji bitna razlika izmedu slucajevan =11in > 2.
Naime, u slucaju n = 1, kao Sto smo ve¢ vidjeli, racionalne aproksimacije
sa zeljenim svojstvom mozemo dobiti pomoéu veriznih razlomaka. U slucaju
n > 2, situacija je u tom pogledu slozenija. Postoje razli¢ita poopcenja
veriznih razlomaka, odnosno njihovih svojstava, na vise dimenzije. Mi ¢emo
obraditi jednu, vjerojatno najpoznatiju, i za brojne primjene najvazniju, a to
je tzv. LLL algoritam. On ¢e nam efikasno (u polinomijalnom vremenu) dati
racionalne aproksimacije slicne kvalitete kao one koje garantiraju Dirich-
letovi teoremi (pojavit ¢e se neki dodatni faktori u odnosu na kvalitetu
optimalnih aproksimacija koje daje teorija).

LLL algoritam je povezan s problemom nalazenja najkra¢eg nenul vek-
tora u resetki.

Definicija 2.1. Neka je n prirodan broj te neka su by, ..., by, linearno neza-
visni vektori u R™. Resetka (Z-modul) L razapeta ovim vektorima je skup
svth njihovih cjelobrojnih linearnih kombinacija:

L:{ixi-bi:xiEZ}.
i=1

Kaze se da je B = {by,...,b,} baza resetke L.

Npr. u R?, ako je by = (1,0), by = (0,1), onda je L reSetka svih tocaka u
ravnini s cjelobrojnim koordinatama.

S B ¢emo oznacavati i matricu ¢iji su stupci vektori by, ..., b,. Determi-
nanta resetke L se definira sa A(L) = |det(B)|. Ova definicija je dobra, jer
je baza resetke jedinstvena do na mnozenje zdesna s matricama iz G L, (Z),
tj. matricama s cjelobrojnim koeficijentima i determinantnom =+1.

Sa (, ) ¢emo oznacavati standardni skalarni produkt u R". Primijetimo
da kvadrat euklidske norme vektora v = Z?Zl x; - b; inducira kvadratnu
formu

|v||> = v"v = 2" B" Bz = Q(x).

Buduéi da je resetka diskretan skup, dobro je definiran pojam duljine
najkrac¢eg nenul vektora resetke. Iz Teorema Minkowskog o konveksnom ti-
jelu slijedi da ako je C' kompaktan, konveksan skup, simetrican s obzirom
na ishodiste, te ako je u(C) > 2"A(L), onda C sadrzi nenul vektor iz L
(primijenimo Teorem 2.5 na skup B~!(C)). Ako sada za C uzmemo n-
dimenzionalnu kuglu, dobivamo gornju ocjenu za duljinu najkrac¢eg nenul
vektora u resetki.
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Propozicija 2.1. Postoji konstanta v, takva da vrijeds

i < VALY
verg{r{lo}llvll < VmA(L)

Optimalne vrijednosti od 7, su poznate za n < 8. Primjerice, 71 = 1,
Y2 =13, =2

Jedna reSetka moze imati viSe razli¢itih baza, pa se pitamo mozemo
li izabati bazu koja bi imala neko dodatno dobro svojstvo. Jasno je da
B predstavlja bazu vektorskog prostora R™. Znamo da Gram-Schmidtovim
postupkom mozemo dobiti ortogonalnu bazu za isti vektorski prostor (b} =
b; —Zé;ll b3, i =1,...,n, gdje je pij = %). No, ta nova baza ne mora
razapinjati istu reSetku kao polazna baza B, jer koeficijenti p;; ne moraju
biti cijeli brojevi. Opéenito, reSetka ni ne mora imati ortogonalnu bazu.
A. K. Lenstra, H. W. Lenstra i L. Lovész uveli su pojam LLL-reducirane
baze, koja ima svojstva:

D) |pijl <5, 1<j<i<m
2) (17112 > (3 — p2,_ I |1* -

Prvi uvjet se moze interpretirati tako da se kaze da je LLL-reducirana baza
“skoro ortogonalna”, dok drugi uvjet govori da niz normi vektora ||b7|| “skoro
raste”. Dodatno vazno svojstvo LLL-reducirane baze je da je prvi vektor u
toj bazi vrlo kratak, tj. ima malu normu. Moze se dokazati da uvijek vrijedi
da je ||by]] < 2*=1/2||z||, za sve ne-nul vektore z € L, no, u praksi se
vrlo ¢esto dogada da je ||bi|| upravo najkraéi ne-nul vektor iz L. To ¢emo
precizirati u sljedecoj lemi.

Lema 2.1. Neka je {b1,...,b,} LLL-reducirana baza, te {bj,...,b}} pri-
padna Gram-Schmidtova baza. Tada vrijedi:

1) [bsl? < 27HBpllP, 1< j < i<y
2) A(L) < TI IIbil| < 2" =D/AA(L);
9 Il < 2070 (AL

4) Za svakix € L, x # 0, vrijedi ||b1|*> < e1||z||?, gdje je

b 2
c1 :maX{Hbiuz 01 Sign} < on—l
)

5) Za vektor y ¢ L definiramo o = B~ ly, gdje je B matrica ¢iji su
stupci by, ..., b,. Neka je ig najveéi indeks takav da o, & Z, te |||
udaljenost od o;, do najblizeg cijelog broja. Tada za svaki x € L vrijedi

lz =yl > e Moo I 1Bal|*.
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Dokaz: 1) Iz definicije LLL-reducirane baze slijedi

[ (Z - M?,i—l)”bz‘—lw > 5“@‘—1“2

za i =1,2,...,n. Odavde indukcijom slijedi [[b]|* < 2°77[[pf || za 1 < j <
1 < n. Sada iz definicije Gram-Schmidtove baze dobivamo

i—1 i—7J
IBill* = 1167 1% + > w105 11> < | 1+ ) 27772 | o1
j=1

j=1
= (1+ 5= 2) P <2
Dakle, za 1 < j <14 < n vrijedi
s 2 < 27712 < 2714 2 = 2 2

2) Iz ortogonalnosti vektora b} slijedi
n
A(L) = | det(b],....bp)l = [T IbF ]l
i=1
Iz tvrdnje 1) i nejednakosti ||b7| < ||b;|| dobivamo

<H||b | <H2“ D2y < 27 1V4H||b*|| 2" (DAL,

3) Uvrstimo j = 1 u tvrdnju 1) i uzmimo produkt po svim moguéim
i-ovima, pa dobivamo

ol < TT 27 717 < 27~ D2A(L)?,
i=1

otkud direktno slijedi tvrdnja 3).

4) Neka je
n n
x:Zribi :Z ribf, ri€Z, r, eR.
i=1 i=1
Neka je ip najvedi indeks za kojega je 73, # 0. Buduéi da by, ..., b; razapinju
isti vektorski prostor kao b7,...,b;, za sve i, te da je b}, ; projekcija od b; 1

na ortogonalni komplement tog prostora, zaklju¢ujemo da je 7";0 = 71i,. Stoga
imamo

n

2
lall> = >~ e 107117 = vt 2155, 1> = 115 1> = e lball.
1=1
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5) Neka je

n n n n
E E /g% E § : /7%
=1 =1 =1 =1

Ako je i1 najvedi indeks takav da je r;, # 04, onda jer;;, —o; =71, — 0
pa imamo

lz = yl* > |ri, — oa, PI0FI17 > Jriy — o3, Per ™ [[ba .

Ako je i1 < g, onda vrijedi o;, = r;, € Z, $to je kontradikcija. Ako je

i1 = ip, onda imamo |r;, — 0y,| = |ri, — Tiy| > ||y, ||, te dobivamo trazenu
nejednakost. Konacno, ako je ¢y > ip, onda je 0;, € Z, pa iz g;; # 14, 1
lloio || < %, dobivamo |r;, — o4, > 1 > ||oi,||- O

U svom c¢lanku iz 1982. godine, A. K. Lenstra, H. W. Lenstra i L.
Lovasz prikazali su polinomijalni algoritam za konstrukciju LLL-reducirane
baze iz proizvoljne baze resetke (po njima nazvan LLL algoritam). Al-
goritam je ubrzo naSao brojne primjene, npr. u faktorizaciji polinoma s
racionalnim koeficijentima, kriptoanalizi RSA kriptosustava s malim javnim
ili tajnim eksponentom, problemu ruksaka, te diofantskim aproksimacijama
i diofantskim jednadzbama.

Prikazat ¢emo de Wegerovu varijantu LLL-algoritma iz 1989. godine,
koja koristi samo cjelobrojnu aritmetiku (ukoliko su ulazni podaci cjelobro-
jni), te izbjegava probleme vezane uz numericku stabilnost algoritma. Za
i=1,...,n, uvedimo oznaku

D; = det({bj,b)1<ji<i) = H<b}k’bj>
j=1

Tada je ¢; = D;_1bf € Z™, N\ij = D;pij € Z.

Algoritam INIT: (nalazi Gram-Schmidtovu bazu)
Dy =1
for i =1 ton do
c; = b;
forj=1toi—1do
Aij = (bj, ¢j)
ci = (Djci = Aij¢;) /D
D; = (ci,ci)/Dia
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Algoritam MI-LAMBDA: (postize da |u| < 3)

if (2|)\kl| > Dl) then
T = [)\kl/Dl]
b, = b — iy
forj=1tol—1do
)\k;j = )‘kj — T)\lj
Akt = Mgt — 1Dy

Algoritam ZAMIJENI: (zamjenjuje by i by_1, te pripadne
podatke)

zamijeni vektore by_1 i by
forj=1tok—2do
zamijeni A1 i A j
fori =k+1ton do
t=Aik-1
Xiji—1 = (Nig—1 Ak k—1 + NigDr—2)/Di—1
Xik = (tDg — N gk k—1)/Di—1
Dy—1 = (Dr—2Dy, + X j,_1)/Dr1

LLL-algoritam (de Wegerova varijanta):

primijeni algoritam INIT na matricu B
k=2
while (k < n) do
primijeni algoritam MI-LAMBDA zal =k — 1
if (4Dy_2Dy < (3DF_; — 4} ;) then
primijeni algoritam ZAMIJENI
ifk>2thenk=FkF—1
else
foril=kKk—1to1ldo
primijeni algoritam MI-LAMBDA
E=k+1

U programskom paketu PARI je LLL-algoritam implementiran pomocéu
funkcije qf111(z), koja kao rezultat vraca transformacijsku matricu 7' takvu
da je T LLL-reducirana baza resetke generirane stupcima matrice z. Naredbe
za nalazenje LLL-reducirane baze postoje i u drugim programskim paketima
(npr. lattice u Maplu ili LatticeReduce u Mathematici).

Prije nego sto prijedemo na primjene reSetki na simultane diofantske
aproksimacije u vise dimenzija, pogledajmo mozemo li dobro poznati nam
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problem aproksimacije jednog iracionalnog broja racionalnima interpreti-
rati u terminima reSetki. Znamo da se dobre racionalne aproksimacije ira-
cionalnog broja a mogu biti pomocu konvergenti % veriznog razlomka od
a = [ag, a1, aqg,...]. Konvergente zadovoljavaju rekurzije

Pi+1 = @iP; + Di—1, Gi+1 = @i¢;i + ¢i—1.

Uvedemo i oznaku
. i di+1
M((i) = , 2.9
( ) (Pi pz'+1) ( )

rekurzije mozemo matri¢no zapisati kao

M) = M(i - 1) - <0 ! > (2.10)

1&1'
uz M(—1) =1, = ((1) (1)>

Matrice M (i) imaju determinantu +1, tj. M (i) € GL,(Z). Neka je C
pozitivan realan broj. Ozna¢imo sa L («r) reSetku generiranu stupcima ma-

. 1 0 e
trice <—C’a C) . Vrijedi

(—éa g) M= (C(pz'q—i gicv) C(pz'iiilqz'ﬂa)) '

Prisjetimo se da je |p; — ¢, < é. Ako sada izaberemo C = ¢?, onda vidimo
da je prvi stupac u zadnjoj matrici vektor (g;, C'(p; — ¢;x))™ iz resetke Lo («)
koji je bitno kra¢i od vektora polazne baze te resetke. Nadalje, ¢; je prva
komponenta tog kratkog vektora.

Propozicija 2.2. Neka su a i C > 0 realni brojevi. Ako je (u,C(au—w))T,
u > 0, najkraéi vektor u resetki Lo (o), onda je u nazivnik neke konvergente
veriznog razlomka od o, te vrijedi u < %\/E .

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, te neka je n najveéi indeks sa svojstvom
da je ¢, < u. Tada iz svojstva najboljih aproksimacija (Teorem 1.9) slijedi
|agn — pn| < |ua —w|. Odavde je

@2+ C*(agn — pn)? < u? + C?*(au — w)?,
§to je u suprotnosti s minimalnoséu od (u, C'(au — w))7.

Buduéi da je A(Lo(a)) = C, iz Propozicije 2.1 i vo = % slijedi da je
u< ZVC. O

Zaklju¢ujemo da se LLL algoritam moze iskoristiti da dobivanje dobrih
racionalnih aproksimacija. Za razliku od algoritma veriznog razlomka koji
nam daje cijeli niz dobrih aproksimacija, ovdje za fiksni C' dobivamo jednu
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dobru aproksimaciju, pa za dobivanje vise dobrih aproksimacija treba vari-
rati C.

Sada ¢emo ovu ideju primijeniti na problem simultanih diofantskih aproksi-
macija.

Teorem 2.7. Neka su au, ..., realni brojevi, te Q@ > 1 prirodan broj. Pos-
toji polinomijalni algoritam koji pronalazi cijele brojeve q,py, . . ., py takve da
je

5. 9(n—4)/4

Dokaz: Za realan broj x, sa || ¢emo oznacavati najblizi cijeli broj broju
x. Neka je C' = Q"T!. Promotrimo matricu

1 00---0
—[Cy] C 0O - 0
B=| —[Ca] 0C- 0|
: 00 . :
~[Ca,] 00 -+ C

te reSetku L generiranu njezinim stupcima. Dimenzija resetke je n+1, a volu-
men C". Prema Lemi 2.1.3), LLL algoritam nalazi vektor r = (q,p1,...,pn)"
iz Z"t1, takav da je v = Br vektor iz L ¢ija je norma

<A := on/4 C"/("+1) — 2n/4Qn.

Komponente vektora v su v1 = ¢, viy1 = Cp; —q|Coy], i = 1,...,n. Vrijedi

¢+ (Cpi — q|Cau])* < A%

i=1
Dakle, ¢ < Aimaxi<i<p |Cp;i —q|Coy]| < A. Bududi da je |Cp; —q|Ca; | >
Clp; — qoi| — q/2, dobivamo
pi — qeu| < C7H(|Cpi — | Cail| + q/2).
Konacno, iskoristimo jo$ ovu jednostavnu ¢injenicu: za realne brojeve z, y
vrijedi
2z +y < /5(2? + y?). (2.12)

Zaista, kvadriranjem dobivamo (z—2y)? > 0, §to je o¢ito toéno. Primijenimo
i (2.12) na z = |Cp; — q|Cw;]|, y = ¢, dobivamo

_ V5 fn
Ipi —qoi| < C 1'\/5(’Cpi—QLCOéiW+q)/2<—A ——on/AQ
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Primjer 2.1. Neka je a1 = /2, as = /3, az = /5. Uzmimo Q = 1000, te
primijenimo algoritam iz Teorema 2.7. Formiramo matricu B kao u dokazu
teorema, te pomoc¢u PARI-ja izracunamo qf111(B). Iz prvog stupca ove
matrice procitamo brojeve ¢ = 118452669, p; = 167517371, po = 205166041,
p3 = 264868220. Provjerom dobivamo da je ¢ < 1.2 - @3, ]q\/§ —p| <
0.91-Q7% |gv3—p2 <0.14-Q7%, |gv5 —p3| <0.29-Q7*,

max('f_% V5B

> < q74/ 3

q

Dakle, dobivene simultane racionalne aproksimacije su ¢ak i bolje nego sto
Teorem 2.7 garantira, te zadovoljavaju nejednakost (2.2) iz korolara Dirichle-
tovog teorema o simultanim aproksimacijama bez ikakvih dodatnih faktora.

) )

V32
q




Poglavlje 3

Primjena diofantskih
aproksimacija u kriptografiji

3.1 Vrlo kratki uvod u kriptografiju

Kako uspostaviti sigurnu komunikaciju preko nesigurnog komunikacijskog
kanala? Metode za rjeSavanje ovog problema proucava znanstvena disciplina
koja se zove kriptografija. Osnovni zadatak kriptografije je omogucéavanje
komunikacije dvaju osoba (zovemo ih posiljalac i primalac - u kriptograf-
skoj literaturi za njih su rezervirana imena Alice i Bob) na takav na¢in da
tre¢a osoba (njihov protivnik - u literaturi se najcesée zove Ewa ili Oskar),
koja moze nadzirati komunikacijski kanal, ne moze razumjeti njihove poruke.
Poruku koju posiljalac zeli poslati primaocu zovemo otvoreni tekst. Posilja-
lac transformira otvoreni tekst koriste¢i unaprijed dogovoreni klju¢ K. Taj
se postupak zove Sifriranje, a dobiveni rezultat sifrat. Nakon toga posiljalac
posalje gifrat preko nekog komunikacijskog kanala. Protivnik prisluskujuéi
moze saznati sadrzaj Sifrata, ali kako ne zna kljuc, ne moze odrediti otvoreni
tekst. Za razliku od njega, primalac zna klju¢ kojim je sifrirana poruka, pa
moze desifrirati Sifrat 1 odrediti otvoreni tekst.

- otvoreni o Sifrat o originalni rimalac
posiljalac tekst Sifriranje  ||————*|| desifriranje | Gtvoreni | P"
I tekst

shema simetri¢ne kriptografije

Definicija 3.1. Kriptosustav je wuredena petorka (P,C,K,E,D), gdje je
P konacan skup svih otvorenih tekstova, C konacan skup svih Sifrata, K
konacan skup svih mogucih kljuceva, € skup svih funkcija Sifriranja © D skup

o4
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svih funkcija desifriranja. Za svaki K € K postoji e € E i odgovarajuci
dig € D. Pritom su e : P — C i dg : C — P funkcije sa svojstvom da je
di(ex(z)) = x za svaki x € P.

Shema koju smo gore opisali predstavlja tzv. simetricni kriptosustav.
Funkcije koje se koriste za Sifriranje ex i desifriranje dg ovise o kljucu K
kojeg Alice i Bob moraju tajno razmjeniti prije same komunikacije. Kako
njima nije dostupan siguran komunikacijski kanal, ovo moze biti veliki prob-
lem.

Diffie i Hellman su 1976. godine predlozuli protokol za razmjenu kljuceva,
zasnovan na c¢injenici da je u nekim grupama potenciranje puno jednos-
tavnije od logaritmiranja (problem diskretnog logaritma). Diffie i Hellman
se smatraju zacetnicima kriptografije javnog kljuca. Ideja javnog kljuca se
sastoji u tome da se konstruiraju kriptosustavi kod kojih bi iz poznavanja
funkcije sifriranja ey bilo prakticki nemoguée (u nekom razumnom vremenu)
izracunati funkciju desifriranja dg. Tada bi funkcija ex mogla biti javna.

Dakle, u kriptosustavu s javnim kljucem svaki korisnik K ima dva kljuca:
javni eg itajni dg. Ako Alice Zelji poslati Bobu poruku z, onda je ona Sifrira
pomoc¢u Bobovog javnog kljuca ep, tj. posalje Bobu Sifrat y = ep(z). Bob
desifrira sifrat koristedi svoj tajni kljuc¢ dp, dp(y) = dp(ep(x)) = =.

Uoc¢imo da Bob mora posjedovati neku dodatnu informaciju (tzv. trap-
door - skriveni ulaz) o funkciji ep, da bi samo on mogao izracunati njezin in-
verz dp, dok je svima drugima (a posebno Evi) to nemoguée. Takve funkcije

se osobne jednosmjerne funkcije.

3.2 RSA kriptosustav

Najpoznatiji kriptosustav s javnim kljuéem je RSA kriptosustav iz 1977. go-
dine, nazvan po svojim tvorcima Ronaldu Rivestu, Adi Shamiru i Leonardu
Adlemanu.

Njegova sigurnost je zasnovana na prvenstveno na teskodi faktorizacije
velikih prirodnih brojeva. Parametri RSA kriptosustava su modul n koji je
produkt dva velika prosta broja p i ¢, te eksponenti e i d koji se koriste za
Sifriranje i desSifriranje.

Definicija RSA kriptosustava:

Neka je n = pq, gdje su p i ¢ prosti brojevi. Neka je P = C = Z/nZ =
{0,1,...,n— 1}, te

K={(n.p.q.d;e) :n=pg, de =1 (mod ¢(n))}.
Za K € K definiramo

ex(x) = 2° mod n, dx (y) = % mod n.
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Vrijednosti n i e su javne, a vrijednosti p, ¢ i d su tajne, tj. (n,e) je javni, a
(p,q,d) je tajni (privatni) kljuc.

Ovdje je p(n) = (p—1)(¢ — 1) = n —p — ¢ + 1 Eulerova funkcija.
Iz njezinog svojstva da je a¥™ = 1 (mod n) za nzd(a,n) = 1, slijedi da
su funkcije ek 1 dg jedna drugoj inverzne. U standardnoj verziji RSA, jos
dodatno pretpostavljamo da p i ¢ imaju priblizno jednaki broj bitova (to se
naziva i balansirani RSA), te da je e < n.

Sigurnost RSA kriptosustava lezi u pretpostavci da je funkcija e (x) =
x€ mod n jednosmjerna. Dodatni podatak (“trapdoor”) koji omogucava desi-
friranje je poznavanje faktorizacije n = pq. Zaista, onaj tko zna faktorizaciju
broja n, taj moze izracunati p(n) = (p—1)(¢g—1), te potom dobiti eksponent
d rjesavajudi linearnu kongruenciju de =1 (mod ¢(n)) (pomocu prosirenog
Euklidova algoritma). No, otvoreno je pitanje je li razbijanje RSA kripto-
sustava, tj. odredivanje x iz poznavanja x¢ mod n, ekvivalentno faktorizaciji
od n. Metodama faktorizacije se ne¢emo baviti u ovom kolegiju, pa recimo
samo da trenutno najbrzi algoritmi za faktorizaciju trebaju

eO((log n)1/3(log log n)2/3)

operacija, tako da su brojevi od preko 250 znamenaka zasad sigurni od ovog
napada.

Recimo sada nesto malo preciznije o izboru parametara za RSA:

1. Tajno izaberemo dva velika prosta broja p i g sli¢ne veli¢ine (recimo oko
512 bitova). Najprije generiramo slu¢ajan prirodan broj m sa zeljenim
brojem bitova, pa zatim pomo¢u nekog testa prostosti (npr. Miller-
Rabinovog) trazimo prvi prost broj veéi ili jednak m.

Treba paziti da n = pg bude otporan na metode faktorizacije koje
su vrlo efikasne za brojeve specijalnog oblika. Tako bi brojevi p + 1 i
q =+ 1 trebali imati barem jedan veliki prosti faktor, jer postoje efikasne
metode za faktorizaciju brojeva koji imaju prosti faktor p takav da
je jedan od brojeva p — 1, p + 1 “gladak”, tj. ima samo male proste
faktore. Takoder, p i ¢ ne smiju biti jako blizu jedan drugome, jer ih
se onda moze nadi koristeéi ¢injenicu da su priblizno jednaki /n.

2. Izracunamo n =pqgip(n)=(p—1)(¢g—1)=n—p—q+1.

3. Izaberemo broj e takav da je nzd(e,¢(n)) = 1, te pomoc¢u prosirenog
Euklidova algoritma izra¢unamo d takav da je de = 1 (mod ¢(n)).
Obic¢no se uzima da je e < ¢(n). Broj e se moze izabrati slucajno, a
ima smisla izabrati ga i $to manjim, tako da bi sifriranje 2 mod n (tzv.
modularno potenciranje) bilo §to brze. Broj operacija u Sifriranju ovisi
o veli¢ini broja e, te o broju jedinica u binarnom zapisu od e. Stoga
je dugo vremena e = 3 bio popularan izbor. No, vidjet ¢emo da izbor
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vrlo malog eksponenta e predstavlja opasnost za sigurnost, te se danas
preporuca izbor e = 216 + 1 = 65537.

4. Stavimo klju¢ za sifriranje (n,e) u javni direktorij.

Za efikasnost RSA kriptosustava, vazna je ¢injenica da se modularno
potenciranje moze izvesti vrlo efikasno. Navedimo ovdje osnovnu metodu
za racunanje ex(x) = z¢ mod n, metodu “kvadriraj i mnozi” (ili ”binarne
ljestve”). Najprije e prikazemo u bazi 2:

e=2"1e 14+ +2 e +eg,
a potom primijenimo sljedeci algoritam:

Kvadriraj i mnozi:

y=1
for(s—1>:7>0){
y =y> mod n

if (¢, =1)theny=y-xmodn }

Ocito je ukupan broj mnozenja < 2s, pa je ukupan broj operacija O(loge -
log? n). To znaci da je ovaj algoritam polinomijalan.

3.3 Wienerov napad na RSA kriptosustav

Buduéi da je broj operacija za modularno potenciranje linearan u broju
bitova eksponenta, na prvi pogled ¢ini se kao dobra ideja pokusati izabrati
parametre RSA kripotsustava tako da jedan od eksponenata e ili d bude
mali. To bi moglo smanjiti vrijeme potrebno za Sifriranje, odnosno desifriranje,
§ro bi posebno moglo biti od interesa u situacijama kad postoji veliki nes-
razmjer u snazi dvaju uredaja koji sudjeluju u komunikaciji, kao sto je
npr. sluc¢aj kad “pametna kartica” komunicira s centralnim ra¢unalom. U
toj situaciji bismo mozda pozeljeli kartici dodijeliti mali tajni eksponent,
a racunalu mali javni eksponent, da bismo minimizirali onaj dio ra¢unanja
koje treba provesti kartica. Medutim, vidjet ¢emo da takav izbor ekspone-
nata ipak nije dobar. Sljede¢i teorem M. Wienera iz 1990. godine pokazuje
da u sluc¢aju izbora relativno malog tajnog eksponenta d (u odnosu na n)
postoji efikasan algoritam za razbijanje RSA sifre.

Teorem 3.1. Neka jen =pqip < q<2p, tenekajee < p(n)id< %no'%.
Tada postoji polinomijalni algoritam koji iz poznavanja n i e izracunava d.

Dokaz: 1z ed =1 (mod ¢(n)) slijedi da postoji prirodan broj k takav da
je ed — kp(n) = 1. Odavde je

- . (3.1)
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Dakle, % je dobra aproksimacija od ﬁn). Medutim, mi ne znamo ¢(n). Stoga
¢emo ¢(n) aproksimirati s n. Iz p(n) =n—p—q+1lip+qg—1<3yn
slijedi |n — ¢(n)| < 3y/n. Zamijenimo ¢(n) s n u (3.1), pa dobivamo:

B ‘1 — k(n — ¢(n))
nd

ed — kp(n) — kn + kp(n)
nd
3ky/n 3k
<V
nd d/n

Sada je kp(n) = ed —1 < ed, paiz e < p(n) (to je standardna pretpostavka
u RSA kriptosustavu), slijedi k < d < %no'%, te dobivamo

n d

65'

(3.2)

ek:<1<1
n d|~ dyn 2d%°

Iz Legenderovog teorema (Teorem 1.7) slijedi da relacija (3.2) povlaci da
je k/d neka konvergenta razvoja u verizni razlomak od e/n. Iz rekurzije za
nazivnike konvergenti Z—: veriznog razlomka, slijedi da je ¢ > F}, gdje je F}
k-ti Fibonaccijev broj, sto zna¢i da nazivnici konvergenti rastu eksponenci-
jano. U nasem slucaju dakle slijedi da ima O(logn) konvergenti od £. Jedna
od njih je 2. Dakle, izracunamo sve konvergente od - i testiramo koja od
njih zadovoljava uvijet (2¢)? = 2 (mod n) za slucajno odabran broj z. To
daje polinomijalni algoritam za otkrivanje tajnog kljuca d.

Drugi nac¢in za testiranje toc¢nosti pretpostavke da je neka konkretna
konvergenta jednaka %, jest da se, uz tu pretpostavku, izracuna p(n) =

(p—1)(g — 1) = (ed — 1)/k. Tada se moze izracunati Z¢ iz identiteta

pg—(p—1@-1+1 p+gq
2 2

te $52 iz identiteta (252)2 — pg = (452)2. Ako se na ovaj nacin dobije da su

2 2
brojevi p_erq i 452 cijeli, onda zakljuéujemo da je promatrana konvergenta

stvarno jednaka %. Tada iz % i 552 mozemo lako dobiti i faktorizaciju

modula n = pq. O

Primjer 3.1. Pretpostavimo da su u RSA kriptosustavu zadani modul
n = 7978886869909,

javni eksponent
e = 3594320245477,

te da je poznato da tajni eksponent d zadovoljava d < éno'% < 561. Da
bismo primijenili Wienerov napad, racunamo razvoj broja - u verizni razlo-
mak. Dobivamo:

0,2,4,1,1,4,1,2,31,21,1,3,1,16,3,1,114,10,1,4,5,1,2].
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Potom ra¢unamo pripadne konvergente:
14 5 9 41 50 141 4421

Konacno, provjeravamo koji od nazivnika 2, 9, 11, 20, 91, 111, 313 zadovol-
java kongruenciju (z¢)¢ = z (mod n) za npr. z = 2. Tako dobivamo da je
tajni eksponent d = 313. &

U ovom primjeru smo vidjeli da je prava konvergenta bila upravo zadnja
koja je zadovoljavala uvjet za veli¢inu nazivnika. To nam sugerira da mozda
uopce nije nuzno testirati sve konvergente u zadanom rasponu, ve¢ da bi
moglo biti moguce karakterizirati pravu konvergentu. Zaista, to se moze
napraviti preciznijom ocjenom za p(n). Uz razumnu pretpostavku da je n >
108, dobije se da je % jedinstvena konvergenta koja zadovoljava nejednakost

2e - ke - 2.122e
nyn d n ny/n
Verheul i van Tilborg (1997), te Dujella (2004) prikazali su dvije vari-

jante Wienerova napada na RSA u kojem je tajni klju¢ veéi od {/n. Neka je

d = D+Y/n. Ako D nije jako velik, onda mozemo pokusati S prikazati u obliku
TPm+1E8Pm
Tqm+1E£5qm
razlomka od =. Koriste¢i poopcenje Legendreova teorema (Worleyev teo-

rem 1.8), Dujella je dao ocjene za broj parova (r,s) koje treba ispitati u
najlosijem slucaju. Te su ocjene ugrubo O(D?), dakle eksponencijalne u D.
Preciznije, broj moguéih parova (r, s) u Verheul - van Tilborgovom napadu
je O(D?42), gdje je A = max{a; : i = m+1,m+2,m+3}, dok je u Du-
jellinoj varijanti O(D?log A) (a; su parcijalni kvocijenti u razvoju u verizni
razlomak).

Tlustirat ¢emo tu varijantu Wienerovog napada na sljede¢em primjeru.

Primjer 3.2. Neka je n = 7978886869909, ¢ = 4603830998027, i pret-
postavimo da je d < 10000000. Razvoj u verizni razlomak broja - je

0,1,1,2,1,2,1,18,10,1,3,3,1,6,57,2,1,2,14,7,1,2,1,4,6, 2],

, gdje su r, s nenegativni cijeli brojevi i Z—m konvergenta veriznog
m

a prvih nekoliko konvergenti je

1 3 4 11 15 281 2825
0,1, 2,2, =, —, —, —

2.122e¢

Trazimo dvije susjedne neparne konvergente izmedu kojih se nalazi =+

Dobivamo:
281 e 2.122¢ 11

487<n+ ny/n ST
Sada tajni eksponent d trazimo medu brojevima nekog od oblika 26r + 19s
ili 487s — 26t ili 48961 +487s’. Primjenjujudi kriterij za testiranje kandidata
za razlomak % opisan u dokazu Teorema 3.1, nalazimo da je d = 5936963,
§to se dobiva za s = 12195, t = 77. O
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Vremenska slozenost ovog napad moze poboljSati primjenom metode
“susret u sredini” (meet-in-the-middle) za testiranje kandidata (Dujella,
2009). Zelimo testirati je li

26(ram+1+54m) = 9 (mod n).
Primijetimo da je indeks m skoro fiksiran. Naime, ako je m’ najveéi neparan

prirodan broj takav da je

/ e 2.122¢
P €4

qm/ n n\/ﬁ ’

onda je m € {m/,m' +1,m’ + 2}.
Uvedimo oznake:

2¢m+1t mod n =a, (2°")"! modn =b.
Tada zapravo mozemo testirati kongruenciju
a” =2b° (mod n).

To mozemo napraviti tako da izra¢unamo a” mod n za sve r, sortiramo rezul-
tate, a potom racunamo 2b° mod n redom za svaki s i provjeravamo po-
javljuje 1i se rezultat u prethodno dobivenoj sortiranoj listi. Na ovaj nacin
broj koraka u testiranju postaje ugrubo (broj moguénosti za r) + (broj
mogucénosti za s). Preciznije, vremenska slozenost faze testiranja smanjuje
sa O(D?) na O(Dlog D) (uz prostornu (memorijsku) slozenost O(D)). Ovaj
napad radi efikasno za vrijednosti od D do 23, tj. za d < 230n0-25,

3.4 Napadi na RSA koji koriste LLL algoritam

Postoje i napadi koji, umjesto veriznih razlomaka, koriste Coppersmithovu
metodu za nalazenje rjeSenja polinomijalnih kongruencija. Naime, radi se
o sljedeé¢em problemu. Neka je zadan polinom f(z) € Z[z] stupnja d i
neka je poznato da postoji “malo” rjeSenje kongruencije f(xz) =0 (mod N),
tj. rjeSenje xg za koje vrijedi |zo| < N'/¢. Pitanje je mozemo li efikasno naéi
x. Coppersmith je pokazao da je odgovor na ovo pitanje potvrdan. Osnovna
ideja je konstruirati novi polinom h(x) = hg+hiz+-- - hyz" € Zlx] za kojeg
¢e takoder vrijediti h(zp) = 0 (mod N), ali koji ¢e imati male koeficijente.
Preciznije, trazi se da “norma” |h(z)|| = (37, h?)l/2 bude mala. Tada
se moze iskoristiti sljedeca jednostavna ¢injenica: ako za prirodan broj X
vrijedi
N
Vn+1

i|zo| < X zadovoljava kongruenciju h(xp) = 0 (mod N), onda je z¢ nultocka
polinoma h, tj. vrijedi ne samo kongruencija, ve¢ i jednakost h(xg) = 0.

[z X)]| <
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Polinom h(z) s trazenim svojstvom moze se naéi pomoéu LLL algo-
ritma. Naime, koeficijenti polinoma h(x) mogu se dobiti kao komponente
prvog vektora LLL-reducirane baze odredene resetke koja se dobije pomocu
koeficijenata polaznog polinoma f(x).

Boneh i Durfee su opisali jedan napad na RSA ovakvog tipa koji je
primjenjiv u slucaju da je d < n%?%2. Sliéno kao kod Weinerova napada,
krece se od jednakosti ed — kp(n) = 1, koja se moze zapisati i kao

ed—kin+1—-p—gq) =1

Stavimo s = p+ ¢, a = n+ 1. Sada je nalazenje malog tajnog eksponenta d,
recimo d < n%, ekvivalentno nalazenju malih rjeSenja k i s kongruencije

f(kys)=Fk(s—a)=1 (mod e).

Zaista, za k 1 e imamo sljedece ocjene:

|s| < 3vnm e, |k <

Dakle, situacija je slicna kao kod gore navedenog Coppersmithova rezultata,
samo Sto se ovdje radi o polinomu od dvije varijable, pa se Coppersmithov
teorem ne moze direktno primijeniti da bi se strogo dokazala korektnost ovog
napada. Ipak, pokazalo se da on u praksi radi sasvim zadovoljavajuce.

Savjet je da se izbjegava slucaj kada je d < /n, jer je poznato da su svi
ovi gore spomenuti napadi sasvim neprimjenjivi ako je d > /n.

Takoder postoje i napadi na RSA uz pretpostavku da je eksponent e
mali, pa bi i to trebalo izbjegavati. U ranijim implementacijama RSA krip-
tosustava, Cesto se uzimalo e = 3, da bi se minimiziralo vrijeme potrebno za
sifriranje. Pokazat ¢emo zaSto taj izbor za e nije dobar.

Pretpostavimo da imamo tri korisnika s razli¢itim vrijednostima javnog
modula nq, ne, n3, te pretpostavimo da svi oni koriste isti javni eksponent
e = 3. Nadalje, pretpostavimo da im netko zeli poslati identi¢nu poruku m.
Tada njihov protivnik moze doznati sljedeée Sifrate:

ci=m® (modnp), cz=m? (modny), c3=m? (modny).
Nakon toga, on moze, koriste¢i Kineski teorem o ostatcima naéi rjesenje
sustava linearnih kongruencija

x=c (modni), z=cy (modng), z=c3 (modns).

Na taj nacin, dobit ée broj x sa svojstvom x = m? (mod ninans). No,

kako je m? < ninans, zapravo vrijedi jednakost = m?, pa protivnik moze
izrac¢unati originalnu poruku m tako na nade tre¢i korijen iz x.
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Upravo opisani napad moze se izbjeéi tako da se porukama prije Sifriranja
doda neki “sluc¢ajni dodatak” (engl. random pad). Na taj nacin, nikad ne¢emo
razli¢itim primateljima slati potpuno identi¢ne poruke. No, postoje napadi
(zasnovani na gore spomenutu Coppersmithovu rezultatu i LLL algoritmu)
koji pokazuju da ni u tom slu¢aju RSA kriptosustav s vrlo malim eksponen-
tom e nije siguran. Prikazat ¢emo sada Hastadov napad (1985).

Pretpostavimo da je, prije Sifriranja, na pocetku svake poruke dodan
neki podatak ovisan o korisniku. Npr.

Ci:(i'2h+m)emodni, i=1,...,k.

Dakle, imamo & polinoma g;(z) = (i-2" 42)¢ —¢;, te trazimo m sa svojstvom
da je
gi(m) =0 (mod ny).

Neka je n = ninsg - - - ng. Pomoc¢u Kineskog teorema o ostacima mozemo nadi
t; tako da je

k
g(x) = Ztlgz(x) i glm)=0 (mod n)

(ti =1 (mod n;),t; =0 (mod nj) za j # ). Polinom g je normiran i stupnja
e. Ako je k > e, tj. imamo vise korisnika (presretnutih Sifrata) nego sto je
javni eksponent, onda je m < min; n; < n'/* < nl/¢ pa se m moze efikasno
naé¢i primjenom gore navedenog Coppersmithovog rezultata.

Moze se preporuciti uporaba eksponenta e = 65537, koji je dovoljno
velik da bi onemogucio sve poznate napade na RSA s malim eksponentom,
a prednost mu je vrlo brzo Sifriranje jer ima malo jedinica u binarnom zapisu.
Naime, 65537 = 216 + 1.

3.5 Coppersmithov teorem

Recimo sada nesto malo vise o Coppersmithovom rezultatu koriStenom u
napadima opisanim u prethodnom potpoglavlju.

Neka je N veliki slozen broj s nepoznatom faktorizacijom. Nadalje, neka
je f (normirani) polinom

f@)=fo+ fix+- 4 fazt 422

s cjelobrojnim koeficijentima stupnja d, za kojeg je poznato da postoji
“malo” rjesenje kongruencije f(z) = 0 (mod N), tj. rjeSenje x¢ za koje
vrijedi |z9| < N4 Ovdje pretpostavka da je polinom f normiran nije gu-
bitak opéenitosti, jer ga ina¢e mozemo pomnoziti s inverzom modulo N od
vodeceg koeficijenta (a ukoliko inverz ne postoji, onda smo nasli netrivijalni
faktor od N).
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Zelimo (efikasno) naéi xg. Kao $ro smo ve¢ spomenuli, osnovna ideja
je konstruirati novi polinom h(x) = hg + hix + --- hya™ € Z[x] za kojeg
¢e takoder vrijediti h(zg) = 0 (mod N), ali koji ¢e imati male koeficijente.
Tada se kongruencija modulo N moze zamijeniti obicnom jednakoséu, te
problem rijesiti nalazenje cjelobrojnih nultocaka polinoma h.

Lema 3.1. Neka je h(z) = hg + hix + - - hpx™ € Z polinom stupnja n, te
neka su X © N prirodni brojevi. Pretpostavimo da vrijedi

[Pz X)]| <

N
Vn+1
Tada ako |xo| < X zadovoljava kongruenciju h(xg) = 0 (mod N), onda je
h(.%'()) = 0.

Dokaz: 1z nejednakosti trokuta, te nejednakosti aritmeticke i kvadratne
sredine, imamo:

[h(zo)| < lhol + [P | X + -+ - + [hn] X"

S\/n+1~\/h3+h%X2+...+h%X2n
N
= 1-||h(zX)]| < 1. - N
vn+1-|[h(zX)| <vn+ =
Sada iz h(zo) = 0 (mod N) i |h(zo)| < N slijedi da je h(zq) = 0. 0

Vratimo se sada na polazni polinom f i kongruenciju f(zp) =0 (mod N).
Iz ove konkruencije slijedi da je i f(xg)* = 0 (mod N*) za svaki k& > 1.
Nadalje, ako za dani prirodni broj m definiramo polinome

gu,v(fp) = Nm—vaf(x)v’

onda zasve 0 <u<dil<v<m vrijedi

Guw(zo) =0 (mod N™).

Sada ¢emo trazeni polinom h traziti u obliku

d—1 m

h(SC) = Z Z au,vgu,v(x)a

u=0 v=0

gdje su ay, € Z.
Dakle, zelimo naci cijele brojeve a,, tako da dobiveni polinom h zado-
voljava nejednakost
Nm
[h(zX)]| < =
dim+1)
Ovaj je problem moze shvatiti kao problem nalazenja malog vektora u odgo-
varajucoj reSetki, i stoga ga se moze rijesiti pomoc¢u LLL algoritma. Ilustrirat

¢emo to na primjeru polinoma malog stupnja (d = 2).
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Zadan je polinom
fx)=2*4azx+b

i zelimo nadéi (mali) xg takav da je f(zo) =0 (mod N). Uzmimo m = 2, te
konstruirajmo polinome g, , na gore opisani nacin:

goo(zX) = N-,

gro(zX) = XN?z,

go1(zX) = bN +aX Nz + NX?2?,

g11(zX) = bDNXx + aNX?2? + NX323

go2(xX) = b? + 2abXx + (a® + 20) X 22?4+ 2aX32® + X*2?,
g12(xX) = Xz + 2abX%2? + (a® + 20) X323 + 20X 2" + X 2.

Cilj nam je nadi linearnu kombinaciju ovih Sest polinoma tako da dobiveni
polinom ima male koeficijente. Drugim rijeCima, trazimo kratki vektor u
reSetki generiranoj stupcima sljede¢e matrice, u kojoj redci odgovaraju po-
tencijama od x, a stupci polinomima g, ,:

N2 0 BN 0 b2 0
0 XN? abX bNX 2abX Xb?
4|0 0 NX? aNX? (a® +2b)X?  2abX?
1o 0o 0 NX?  2aX® (a®+20)X3
0 0 0 0 X4 2aX*
0 0 0 0 0 X?

Determinanta ove matrice je det(A4) = N9 X5, Primjenom LLL algoritma na
reSetku generiranu stupcima matrice A, dobivamo LLL bazu za tu resetku.
Po Lemi 2.1.3), prvi vektor b; te zadovoljava

b1 < 25/* det(A)V/6 = 254N X2,

Prema tome, polinom

h(z) = b goo(@) + 7 gro(@) + - + 00 g o ()

zadovoljava
|h(zX)| < 254N X572,

Sada mozemo primijeniti Lemu 3.1 ako je zadovoljen uvjet
/AN X5/ < N2 /\/6,

t.
NO.4

X< 602 . 905"
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Za dovoljno veliki N, to zna¢i da ¢emo moéi naéi rjeSenje xg kongruencije
f(xg) =0 (mod N) ako je
|| < N0,

Analogna tehnika se moze primijeniti i na polinome proizvoljnog stupnja
d. Postoje razliciti izbori pripadnih resetki (obi¢no resetke veée dimenzije
daju bolje ekponente). Ovdje navodimo originalni Coppersmithov teorem
koji za dobivanje eksponenta 1/d — € koristi resetku dimenzije d(2m — 1),

gdje je m > max(d_ij‘fd, 5)

Teorem 3.2 (Coppersmith (1997)). Neka je f(x) € Z[x] normirani polinom
stupnja d, te neka je N prirodan broj. Ako postoji rjesenje kongruencije
f(z0) =0 (mod N) koje zadovoljava nejednakost |zo| < NY%¢ tada postoji
algoritam koji pronalazi xg, a ¢ija je sloZenost polinomijalna ulog N i 1/e
(za fiksirani d).



Poglavlje 4

Aproksimacija algebarskih
brojeva

4.1 Liouvilleov teorem

Definicija 4.1. Kompleksan broj o naziva se algebarski broj ako postoji
polinom Q(x) s racionalnim koeficijentima, razlicit od nulpolinoma, takav da
je Q(a) = 0. Kompleksan broj se zove transcendentan ako nije algebarski.

Teorem 4.1. Za svaki algebarski broj a postoji jedinstveni polinom
P(z) = agz® + -+ + ag
sa sljedecim svojstvima
1) P(x) € Z[x];
2) ag > 0 inzd(ag,a1,...,aq) = 1;
3) P(a) =0;
4) ako je Py(z) € Q[z] takav da je Py(or) = 0, onda P(x)|FPy(x);
5) P(x) je ireducibilan nad Q.

Skup svih prirodnih brojeva koji su stupnjevi nekog polinoma iz M je
neprazan, pa sadrzi minimalni element. Neka je taj minimalni element d.
Dakle, postoji Pi(z) € Q[z], st P, = d i Pi(«) = d. Pomnozimo li P;(x)
s najmanjim zajednickim visekratnikom nazivnika njegovih koeficijenata,
dobivamo polinom Ps(x) s cjelobrojnim koeficijentima. Podijelimo P (x) s
najveceim zajednickim djeljiteljem njegovih koeficijenata i pomnozimo ga s
—1 ako mu je vodeci koeficijent negativan. Na taj nac¢in smo dobili polinom
P(x) za kojeg tvrdimo da zadovoljava uvjete teorema. Prva tri svojstva su
oc¢ito zadovoljena.

66
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Neka je Py € Q takav da je Py(«) = 0. Podijelimo polinom Py(z) s P(x).
Dobivamo

Py(z) = P(z)S(x) + R(z), S(z),R(z) € Qlz|, stR(z)<d-1.

Kako je Py(a) = P(a) = 0, to je i R(a) = 0, pa zbog minimalnosti od
d, polinom R(z) mora biti nulpolinom. Dakle, P(x)|Py(z) i svojstvo 4) je
dokazano.

Pokazimo da je P(x) ireducibilan nad Q. U protivnom bi bilo P(z)
Q1(2)Qa(x), gdje je 1 <s6Q; < d— 1, pa bi imali Qy(a) = 0 ili Qa(a) =
protivno pretpostavci o minimalnosti stupnja od P(x).

Konacno, pokazimo jedinstvenost od P(z). Neka je T'(x) € Q[z] polinom
koji zadovoljava svojstva 1) — 5). Tada polinom U(x) takav da je T'(z) =
P(z)U(x). No, ireducibilnost od T'(x) povlaci da je U(z) konstanta, dok iz
svojstva 2) slijedi da je U(x) =1, pa je T'(z) = P(x). O

0,

Definicija 4.2. Minimalni polinom algebarskog broja « je polinom P(x)
opisan u Teoremu 4.1. Stupanj algebarskog broja je stupanj njegovog mini-
malnog polinoma.

Napomena 4.1. Cesto se minimalnim polinomom od « naziva i polinom

g(x) = L P(z), dakle ireducibilni normirani polinom s racionalnim koefici-
aq

jentima takav da je g(a) = 0.

Teorem 4.2 (Liouville (1844)). Neka je a realan algebarski broj stupnja d.
Tada postoji konstanta c(«) > 0 tako da vrijedi

za sve racionalne brojeve %, gdje je ¢ >0 i % # a.

Dokaz: Neka je P(x) minimalni polinom od «. Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je |a — g\ < 1 (inace mozemo staviti c(a) = 1).
Razvijemo li P(x) u Taylorov red oko «, dobivamo:

d
\P(%;)' - ) PO

_ 1
2 alPO@)
Bududi da je polinom P(z) ireducibilan, to je P(%) # 0. Stoga je broj

gdje je c(a)

q¢ ‘P(g)‘ prirodan, pa je ‘P(g)‘ > qid. Usporedimo li ovo sa (4.1), dobivamo

tvrdnju teorema. O

Primjer 4.1. Broj a = Y.°° 27" je transcendentan.

n=1
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Rjesenge: Stavimo q(k) = 2¥, p(k) = 2¥ Zf;:l 27", Tada je

Q_P(k)' I L B
n=k+1

2
_ oo (kH1)! _ .
(q(k))*+t

Odavde slijedi da za svaki prirodan broj d i svaki ¢ > 0 postoji kg € N takav
da za sve k > kg vrijedi

Po Liouvilleovom teoremu, o ne moze biti algebarski broj stupnja d za niti
jedan d, pa je stoga « transcendentan. &

4.2 Rothov teorem

Neka je a realan algebarski broj stupnja d > 2. Liouvilleov teorem povlaci
da nejednadzba

p‘ 1
a_Plo =
q g

ima samo kona¢no mnogo racionalnih rjesenja g ako je p > d.

Thue (1909) je dokazao da (4.2) ima samo kona¢no mnogo rjesenja ako je
> %—1—1, Siegel (1921) je dokazao da ista tvrdnja vrijedi ako je p > 2v/d, kok
su Dyson (1947) i Geljfond (1948) dakazali tvrdnju za u > v/2d. Konaéno je
Roth (1955) dokazao za nejednazba (4.2) ima samo kona¢no mnogo rjesenja
ako je p > 2. Za taj rezultat Roth je 1958. godine nagraden Fieldsovom
medaljom.

(4.2)

Teorem 4.3 (Roth (1955)). Neka je o realan algebarski broj stupnja d > 2.
Tada za svaki § > 0 nejednadzba

a——‘<— (4.3)

mma samo konacno mnogo rjesenja u racionalnim brojevima g.
Napomena 4.2. (i) Tvrdnja Teorema 4.3 je to¢na i trivijalna za a €
C\R.

(ii) Po Dirichletovom teoremu, eksponent 2 u (4.3) je najbolji moguéi.
Ako je stupanj od « jednak 2, onda je ‘a — g‘ > % po Liouvilleovom

teoremu, sto povlaci tvrdnju Rothovog teorema u ovom slucaju. Prim-
ijetimo da isti zakljucak slijedi ve¢ iz Leme 1.4.
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(77i) Nije poznat niti jedan algebarski broj a stupnja > 3 za kojeg vrijedi

‘a - g‘ > Cflg), tj. koji je slabo aproksimabilan.

(iv) Lang (1965) je postavio slutnju da za svaki algebarski broj a stupnja
> 3 nejednadzba
P 1
—_ — < -
‘ Q' q*(log q)°

ima samo kona¢no mnogo rjesenja ako je g > 1.

Ideja dokaza Rothovog teorema (a i prethodnih poboljsanja Liouvilleovog
teorema) je da se pokusa modificirati osnovne korake u dokazu Liouvilleovog
teorema. U Liovilleovom teoremu krece se od minimalnog polinoma od .
U svom poboljsanju Liouvilleovog teorema, Thue je koristio polinom ob-
lika 29Q(z1) — P(x1), Siegel je koristio opéeniji polinom P(x1,x2) u dvije
varijable, dok je Roth koristio polinom P(z1, ..., x,,) u viSe varijabli. Glavna
poteskoca u ovakvom pristupu nastupa dok provjere zadnjeg koraka iz dokaza
Liouvilleovog teorema. Dok polinoma u jednom varijabli, zaklju¢ak da je
P(%) = 0 bio je sasvim jednostavan. No, kod polinoma u vise varijabli, skup

rjesenja jednadzbe P(x1,...,2,,) = 0 je neka algebarska mnogostrukost u
R™ i vrlo je teSko pokazati da je P(g, e g) # 0. Ta se poteskoca pokusava
rijesiti koristenjem m-torki %, e Z—Z razlicitih racionalnih aproksimacija

i pokuSava se dokazati da je P(%7 e Z—Z) # 0. Pokazuje da se nazivnici

q1 < q2 < -+ < @y moraju brzo rasti. Primjerice, u slucaju m = 2, trebaju
nam dvije dobre aproksimacije %, Z—j od a takve da je go puno veéi od ¢;. To
je razlog zbog cega jedna dobra aproksimacija ne daje nikakvu konradikciju,
te je Rothov teorem, kao i sva ostala poboljsanja Liouvilleovog teorema do-
bivena ovom metodom, “neefektivan”, u smislu da ne daje nikakvu ogradu
za veli¢inu nazivnika ¢ u dobrim aproksimacijama.

Definicija 4.3. Za algebarski broj o kazZemo da je algebarski cijeli broj ako
je a korijen nekog normiranog polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Iz Gaussove leme, koja kaze da ako su f(x) € Z[z], g(x),h(z) € Q[z]
normirani polinomi i f(z) = g(x)h(z), onda su g(x), h(z) € Z[z], slijedi da
je minimalni polinom algebarskog cijelog broja normiran.

Ako je « algebarski broj stupnja d koji zadovoljava jednadzbu agz? +
--++ag =0, onda je f = aqa algebarski cijeli broj stupnja d. Pretpostavimo

P

da nejednadzba ‘a — 4| < 612% ima beskonac¢no mnogo rjesenja. Tada i

nejednadzba ‘ 8- adg‘ < q% ima beskona¢no mnogo rjesenja takvih da je

¢*/? > ag4, pa dobivamo da nejednadzba ‘ 6 — a;—p‘ < q2+;6/2 ima beskonac¢no
mnogo rjeSenja. Stoga je dovoljno dokazati Rothov teorem za algebarske
cijele brojeve.
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Feljdman (1971) je, koriste¢i Bakerovu metodu linearnih formu u logar-
itmima algebarskih brojeva, dokazao “efektivno” poboljsanje Liouvilleovog
teorema, naime rezultat tipa

P c(a)

gdje su c(a) > 01cy(a) > 0 eksplicitne konstante. Medutim, konstanta ¢; («)
dobivena tom metodom je obi¢no vrlo mala, tako da je eksponent d — ¢;(«)
veéi od eksponenta % + 1 iz Thueovog teorema.
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4.3 Thueova jednadzba

Neka je
F(z,y) = apx” + a2 'y + -+ + any”

binarna forma s cjelobrojnim koeficijentima, ireducibilna nad @, stupnja
n > 3. Primijetimo da forma F' ne moze biti ireducibilna nad C. Naime,

F(z,1) =ap(x —601) - (x — 0y),
gdje su #4,...,0, algebarski brojevi stupnja n, pa je

F(z,y) = y”F(g, 1) =ap(z — O1y) -+ (x — Opy).

No, ireducibilnost nad Q povlaci da F(x, 1) nema viSestrukih korijena, tj. da
su 6;-ovi medusobno razli¢iti.

Neka je m # 0 cijeli broj. Diofantsku jednadzbu oblika F(z,y) = m
zovemo Thueova jednadzba. Godine 1909. Thue je dokazao da takva jed-
nadzba ima samo konacno mnogo rjesenja, koriste¢i svoj, ranije spomenuti,
rezultat iz diofantskih aproksimacija. Dokazimo najprije jednostavan speci-
jalni slucaj tog rezultata.

Teorem 4.4. Ako jednadzba F(z,1) = 0 nema realnih rjesenja, tada jed-
nadzba F(x,y) = m ima samo konacno mnogo rjesenja. Preciznije, sva
rjesenja zadovoljavaju nejednakost

[m|

ly| <

minlgign |Im ((9@)| ’

gdje smo sa 0; oznacili korijene polinoma F(x,1).

Dokaz: Pretpostavimo da je (z,y) rjesenje jednadzbe F(x,y) = m i
uzmimo 6, tako da je |z — Ory| = minj<;<, |z — O;y|. Tada je jasno da
vrijedi |y| - [Im (0)| = |Im (0xy)| < |x — Oxy| < |m|, pa dobivamo tvrdnju
teorema. U

Teorem 4.5 (Thue). Thueova jednadzba ima samo konacno mnogo cjelo-
brojnih rjesenja.

Dokaz: Neka je F(x,y) = m. Uz gore uvedene oznake, mozemo pisati
ap(z — 01y) -+ (x — O,y) = m. (4.4)

Mozemo pretpostaviti da je y # 0, jer za y = 0 imamo najviSe dva rjeSenja.
Podijelimo (4.4) sa y™ i uzmimo apsolutne vrijednosti, pa dobivamo

gl_z‘...
Yy

(4.5)

lao| -
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Kao i u dokazu prethodnog teorema, uzmimo 6, tako da je

|x—@m=§§&u—@m

tj.
X

O, — = 0 — =
Y

Y
Neka je v = %min#j |0; — 0;] > 0. Za y dovoljno velik, obje strane od (4.5)
se mogu uciniti po volji male. Posebno to onda vrijedi i za najmanji faktor
na lijevoj strani, tj. |0 — §| Dakle, postoji yg > 0 tako da za y > 1o vrijedi
|0k — 5| <. Zai# k imamo:

= min
1<i<n

X X
0i ——| = 10i = Ok| — |0k — —[ 22y =7y =1.
Y Y

Stoga iz (4.5) slijedi

Op — =
Yy

m
agy"y" !

. C
ly|n”

Buduéi da je n > 3, Rothov teorem (u stvari ve¢ i Thueov, ali ne i Liou-
villeov) povlaci da nejednadzba (4.6) ima samo konaéno mnogo rjesenja, sto
je i trebalo dokazati. O

<

(4.6)

Napomena 4.3. Iz teorije linearnih diofantskih jednadzbi i Pellovih jed-
nadzbi znamo da tvrdnja Teorema 4.5 ne vrijedi ako je stupanj n = 1 ili
n = 2. S druge strane, tvrdnja Teorema 4.5 vrijedi ukoliko se pretpostavka
da je polinom ireducibilan nad @Q zamijeni s pretpostavkom da polinom
F(z,1) ima barem tri razli¢ita (kompleksna) korijena.

Zaista, pretpostavimo da je polinom F'(z,y) reducibilan nad Q. Ako F
ima barem dva razli¢ita ireducibilna faktora F} i F5, onda dobivamo konac¢no
mnogo sustava diofantskih jednadzbi Fi(x,y) = mq, Fo(x,y) = mg. Svaki
od tih sustava ima kona¢no mnogo (kompleksnih) rjesenja (po Bezoutovom
teoremu broj rjesenja nije veéi od produkta stupnjeva od Fj i Fy). Ostaje
razmotriti slucéaj F(x,y) = aG(x, y)k, gdje je polinom G ireducibilan nad Q.
Ako je deg G > 3, onda iz Teorema 4.5 slijedi da jednadzba F(x,y) = m ima
kona¢no mnogo rjesenja. Dakle, jedini slucajevi kada jednadzba F'(z,y) = m,
gdje je F' binarna forma, moze imati beskonacno mnogo rjesenja su slucajevi
kada je

F(z,y) = albz +cy)" ili F(z,y) = a(bz® + cxy + dy*)™/?,
a to su upravo slucajevi kada F'(x,1) ima manje od tri razli¢ita korijena.
Primjer 4.2. Naci sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

20 — zty — 423y? + 222 + dayt + 0 = 1.
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Rjesenje: Vrijedi
2® — a'y — 42Py? + 22%y° + day’ +4° = (2 — 3ay® — yP) (2 — 2y — ),

pa se rjeSavanje dane jednadzbe svodi na rjeSavanje dvaju sustava dio-
fantskih jednadzbi

2 —3rt -y =1, 2—ay—yi=1, (4.7)

23 =3z -yt =1, a®—azy—yP=-1 (4.8)

Jedan od nac¢ina za rjeSavanje sustava polinomijalnih jednadzbi je pomocu

tzv. rezultante polinoma. Rezultanta polinoma f(X) = agX' + --- 4+ a; i

g(X) = bpX™ + -+ + by, nad poljem k, u oznaci Res(f,g) ili Res(f, g, X),
je (I +m) x (I +m) determinanta

ag bo
aj ap b1 bo
a2 aq . b2 bl o
a9 . ap bg . bo
aj "-al bm b1
ay as bin ba
aj bm

(na praznim mjestima su nule). Vazna svojstva rezultante su:
e Res(f,g) =0 ako i samo ako f i ¢g imaju zajednicki faktor u k[X];
e postoje polinomi A i B iz k[X] takvi da vrijedi Af + Bg = Res(f, g).

Ako su f,g € k[z,y], onda ovo posljednje svojstvo povlaci da za svako
rjesenje sustava f(z,y) = 0, g(x,y) = 0 vrijedi Res(f, g,z) = 0iRes(f,g,v)
0. U slucaju sustava (4.7), dobivamo jednadzbu

Res(z® — 3z9? — 9 — 1,22 —zy —y? — 1,2) =

1 0 1 0 0
0 1 —y 1 0
—3y? 0 —yr-1 —y 1 = S+ P+ 3y -3y =0,
-y -1 =3y° 0 —y*-1 —y
0 —-yw¥-1 0 0 —y>-1

¢ija su jedina cjelobrojna rjesenja y = 0 i y = 1. Za sustav (4.8), dobivamo
jednadzbu

Res(z® —3zy® =9 + 1,22 —ay— 9 +L,2) = =% — 2 + 32 =3y +2 =0,

¢ije je jedino cjelobrojno rjesenje y = 1. Sada se lako provjeri da su sva
rjesenja polazne jednadzbe (z,y) = (1,0),(2,1) i (0,1). &
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4.4 Tzanakisova metoda za kvarticne Thueove jed-
nadzbe i nejednadzbe

Problem nalazenja svih cjelobrojnih rjesenja Thueove jednadzbe je od in-
teresa sam za sebe, ali takoder i zbog toga sto se drugi vazni diofantski prob-
lemi, poput nalazenja cjelobrojnih tocaka na eliptickim krivuljama, mogu
svesti na taj problem. Poznati opéi algoritmi za rjeSavanje Thueovih jed-
nadzbi zahtjevaju poznavanje netrivijalnih podataka o prstenu cijelih bro-
jeva polja Q(0;) (fundamentalne jedinice, faktorizacija). To moze predstavl-
jati veliki problem, pogotovo kod rjesavanja parametarske familije takvih
jednadzbi.

Godine 1993. Tzanakis je pokazao kako se jedna dosta Siroka klasa Thue-
ovih jednadzbi 4. stupnja moze svesti na problem rjesavanja sustava pellovskih
jednadzbi. To je slucaj kada je Q(6;) kompozit od dva realna kvadratna
polja, tj. Q(0;) = Q(\/d1,+/d2). Metoda je posebno korisna kod rjesavanja
Thueovih nejednadzbi |f(x,y)| < m, jer iz poznavanja veriznog razlomka od
Vdy i \/da, koristenjem rezultata iz diofantskih aproksimacija (primjerice
Worleyevog teorema), mozemo eliminirati one |u| < m za koje jednadzba
f(x,y) = p nema rjesenja.

Promotrimo kvarticnu Thueovu jednadzbu

f(@,y) =m, (4.9)
gdje je
flz,y) = apz? + a1 23y + 6asz®y? + daszy® + asyt € Zlz,y], ao > 0.
Ovoj jednadzbi pridruzujemo kubnu jednadzbu
4p° — gap — g3 =0 (4.10)

¢iji su korijeni suprotni korijenima kubne rezolvente jednadzbe f(x,1) = 0.
Ovdje je g2 = apay — 4ajaz + 3a3 € %Z,

Gap ai az
3= |a1 as ag| € —7Z
g 432
a2 a3 a4

Da bi promatrano kvarti¢no polje imalo zeljeni oblik, nuzno je i dovoljno da
kubna jednadzba (4.10) ima tri racionalna korijena p1, p2, ps, te da je

2

a
a_(l) — ag > max{pi, p2, p3}- (4.11)
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Za polinom f(x,y), definiramo njegovu invarijantu ¢etvrtog stupnja H (x, y)
i invarijantu Sestog stupnja G(z,y) na sljedeéi nacin:

2f  9f

1 0x2 Oxzdy

1
) € —ZL ’ ’
144 | gy oy | 48 4]

Oydz  Oy>
of of
11| 9z 9y 1
Gla,y) =< € —Zs,y.
(z,y)=—¢ ot onr | € 96 [z, y]
Or Oy

H(x’y):

Tada vrijedi 4H> — go H f2 — g3 f* = G2. Ako stavimo H = & Hy, G = &G,
Pi = %T’iv 1= 172737 onda su H07G0 € Z[.’L',y], ri € Z’ P = 1’2’3’ te

(HQ — 47“1f)(H0 — 47“2f)(H0 — 47“3f) = 3Gg

Postoje kvadratno slobodni prirodni brojevi k1, ko, ks i kvadratne forme G1,
Go, G5 € Z[z,y] tako da je

Hy —4rif = kG?, i=1,2,3

i k1koks(G1G2G3)? = 3G3. Ako je (x,y) € Z x Z rjesenje jednadzbe (4.9),
onda eliminacijom Hy dobivamo

koG5 — k1 Gi=4(r1 — r2)m, (4.12)
kgG% - kle%:ll(’l“l - Tg)m. (413)

Na ovaj se nacin rjesavanje Thueove jednadzbe (4.9) svelo na rjeSavanje
sustava pellovskih jednadzbi (4.12) i (4.13) s jednom zajednickom nepoz-
nanicom.

[ustrirat ¢emo Tzanakisovu metodu na familiji Thueovih jednadzbi i
nejednadzbi iz ¢lanaka Dujelle i Jadrijevié (2002, 2004). Neka je

fz,y) = 2t — deady + (6¢ + 2)2y? + dexy® + y? .

Tada je

1
9225(2102 + 6c+4),

1
g3=——(81c® 4+ 99¢* — 18¢ — 8),
27
1 +2 1 3 1
=—-c+ = =c— < =—=Cc— z.
P1 5 3 P2 3 P3 5 3

Ocito je da je uvjet (4.11) zadovoljen.
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Nadalje, dobivamo

Hy — 4r f=24(c — 2)(2c + 1)(2* + v*)?,
Hy — 47“2f=486(c - 2)(-%'2 +xy — y2)27
Hy — 4rsf=24c(2c + 1)(—2® + 4zy + y°)°.
Stoga mozemo staviti k; = 6(c —2)(2c¢+ 1), ka = 3c(c —2), k3 = 6¢(2¢+ 1),

G1 = 2(2? +y?), G = 4(2® + 2y — 3?), G3 = 2(—2? + 42y + y?). Uvrstimo
li ovo u (4.12) i (4.13), dobivamo

cG3 — (4c + 2)G2=—8m, (4.14)
cG2 — (c — 2)G2=8m. (4.15)
Neka je
Go

G G
U=F=a+y’, V="T=0voy—y’, Z=-7=—o"+tday+y’

Tada iz (4.14) i (4.15) dobivamo sustav pellovskih jednadzbi
(2¢ + 1)U? = 2cV2=m, (4.16)
(c = 2)U? — cZ*=—2m. (4.17)

U sluéaju kada je m = 1, moze se pokazati da su sva rjesenja od (4.16) dana
sa U = vy, gdje je

vo=1, v =8c+1, V2= 8c+2)vpmt1 —Vm, m >0, (4.18)
a sva rjesenja od (4.17) sa U = w,, gdje je
wop=1, w; =2c—1, wpy2=(2c—2)wpy1 —wy,, n>0. (4.19)

Dakle, rjesavanje Thueove jednadzbe f(x,y) = 1 svodi se na nalazenje pres-
jeka nizova vy, i w,. Koristenjem standardnih metoda za rjeSavanje takvog
problema, Dujella i Jadrijevi¢ su pokazali da je jedino rjesenje m = n = 0,
tj. (z,y) = (£1,0), (0,£1).

Promotrimo sada Thueovu nejednadzbu

f(z,y)] < 6c—2. (4.20)

Prema gore pokazanom, njezino rjeSavanje se svodi na rjeSavanje sustava
pellovskih jednadzbi (4.16) i (4.17), gdje je |m| < 6¢ — 2. Dokazat ¢emo
sljedeci rezultat.

Teorem 4.6. Neka je ¢ > 5 prirodan broj. Sva rjesenja Thueove nejednazbe
2t — deay + (6¢ + 2)22y? + deaxy® + yt| < 6c—2

u relativno prostim cijelim brojevima x iy su (x,y) = (£1,0), (0,%1),
(£1,%2), (£2,£1).
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Buduéi da je f(a,b) = f(—a,—b) = f(b,—a) = f(—b,a), dovoljno je naéi
rjeSenja u nenegativnim cijelim brojevima, i tvrdimo da su jedina takva
rjesenja (x,y) = (1,0), (0,1) i (2,1). Bududi da je f(1,0) = f(0,1) = 1,
f(2,1) = 25, vidimo da to zaista jesu rjesenja od (4.20) za ¢ > 5. Slucaj
m = 1 smo veé razmotrili, pa se sada pitamo za koje jos m-ove, |m| < 6¢—2,
jednadzba 4.16 ima rjeSenja. Iz

(2¢ + 1)U? = 2c¢V? = m,

slijedi
2c+1 V| [2c+1 V? 2c+1+zf
2¢ Ul | 2 U? 2¢ U
|m| 1<2
2cU2 2 U2

Pretpostavimo da su U i V relativno prosti. Iz Worleyevog teorema (Teorem
1.8) znamo da V/U ima oblik (rp, £ spn—1)/(rgn £ sqgn—1) za rs < 4, gdje
je pn/qn n-ta konvergenta veriznog razlomka od

2c+1
2c

= [1,4c,2].
Iskoristimo formulu

(2¢4+1)(rqn £ 5Gn—1)? — 2¢(rpp £ 5pn_1)* = (—1)"(1*tp41 — 8%t F 2rssp41),

koja je analogon formule (1.33), gdje su (sy), (t,) nizovi koji se dobiju
primjenom algoritma za razvoj u verizni razmlomak kvadratne iracional-

/2¢(2c+1) .
nosti \/2‘3*1 C( c+ , = 2¢, top, = 2¢, tonr1 = 1. Dobivamo

da su jedini m-ovi, ]m\ < 66 — 2, za koje jednadzba 4.16 ima rjeSenja m =
1,—2¢,2c+1, —6¢+1. Preciznije, rjesenja su (U, V') = (qon, pon) ako je m = 1;
(U, V) = (q2n+1,P2n+1) ako je m = —=2¢; (U, V) = (q2n+1 + G2n, P2n+1 + P2n)
ako je m = 2¢c+ 1.

Sve ovo smo dobili promatranjem samo jednadzbe (4.16). Promotrimo
sada sustav (4.16) i (4.17). Tvrdimo da on nema rjesenja za m = —2c i
2¢ 4+ 1. Niz ¢, zadovoljavaju rekurzije

on=2G2n—1 + q2n—2,
Gon+1=4cqon + q2n—1,

te

@2 =8¢+ 2)qan—2 — Gan—a4,
Pn+1=(8¢ + 2)q2n—1 — ¢2n—3.
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Analogne rekurzije zadovoljava niz p,,.

Neka je m = —2c¢. Tada je U = gan41 za neki n > 0. Bududi da je ¢; = 4c,
g3 = 32¢% + 8¢, zakljuéujemo da je U djeljiv sa 4c, recimo U = 4cU;. Tada
je Z =27 ijednazba (4.17) postaje

73 —de(e = 2)UE = —1,

Sto je oc¢ito nemoguce modulo 4.

Neka je sada m = 2c + 1. Tada je V = pop11 + p2n. Bududi da je
p1+po = 2(2c+ 1) 1 p3s + p2 = 4(2¢ + 1)(4ec + 1), zakljuéujemo da je
V =2(2¢+ 1)V;. Uvrstimo li ovo u sustav (4.16) i (4.17), dobivamo

Z? —8(c —2)(2c+ 1)V =5,

sto je nemoguée modulo 8.

Na ovaj na¢in smo dokazali Teorem 4.6 u sluc¢aju kada su U i V relativno
prosti. Pretpostavimo sada da je d = ged(U,V) > 1. Neka je U = dUj,
V =dVj. Tada su Uy i Vj relativno prosti i zadovoljavaju

m

(2¢ + 1)UE — 2cV2 = o

Bududi da je |m/d?| < (6c—2)/4 < 2c, prema gore pokazanom, mora vrijediti
daje m/d*> =1,tj. m = d* 1z

4V? + 72 = 5U?

slijedi da d|Z, recimo Z = dZ;. Dakle, dobili smo trojku (Uy, V1, Z1) koja
zadovoljava sustav (2c + 1)U? — 2¢V2 = 1, (¢ — 2)U? — ¢Z? = —2. No, to
je upravo sustav (4.16), (4.17) za m = 1, za koji znamo da su mu jedina
rjesenja (U1, Vi, Z1) = (£1,£1,+1). Dakle, (U,V, Z) = (£d, +d, +d), tj.

z? + % =d, (4.21)
2+ xy — yi==d, (4.22)
—2? 4 dxy + yP==d. (4.23)

Pretpostavili smo da su x i y nenegativni, pa imamo predznak + u (4.22) i
(4.23). Sada (4.21) i (4.22) povlace zy = 2y? pa, jer su z i y relativno prosti,
dobivamo da je (z,y) = (2,1).



Poglavlje 5

Aproksimacija algebarskim
brojevima

5.1 Aproksimacija kvadratnim iracionalnostima

Osnovni problem o diofantskim aproksimacijama jest problem aproksimacije
realnog broja pomocu racionalnim brojeva. Racionalne brojeve mozemo sh-
vatiti kao algebarske brojeva prvog stupnja. Stoga je prirodno promatrati
generalizaciju ovog osnovnog problema u kojoj se racionalni brojevi zamjen-
juju algebarskim brojevima stupnja < k, za dani prirodni broj k.

Ako je « algebarski broj n-tog stupnja, onda on zadovoljava jednadzbu
P(a) =0, gdje je P(x) = a, X™ + - - -+ ag polinom n-tog stupnja s relativno
prostim cjelobrojnim koeficijentima. Apsolutna visina, ili kra¢e samo visina,
od « je definirana sa

H(a) = ||P|| = max(|agl, - .., |an|).

Sljedeca slutnja (Schmidt (1980) je generalizacija Dirichletovog teorema
o diofantskim aproksimacijama:

Slutnja: Neka je « realan broj koji nije algenarski broj stupnja < k.
Tada postoji beskonaéno mnogo realnih algebarskih brojeva B stupnja < k sa
svojstvom

c(k, )
R TC

Slutnja je totna za k = 1 po Dirichletovom teorema, a poznato je da je

tocna i za k = 2, dok je za k > 3 pitanje njezine tocnosti i dalje otvoreno.

Teorem 5.1 (Davenport i Schmidt (1967)). Za svaki realan broj a koji
nije niti racionalan niti kvadratna iracionalnost, postoji beskonacéno mnogo
brojeva B koji su ili racionalni ili su kvadratne iracionalnosti, takvih da je

o — Bl < c(a) H(B) >,

79
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Ovaj teorem Gemo dokazati malo kasnije. Sto se tice opéeg slucaja, tj.
proizvoljnog k, navest ¢emo bez dokaza sljede¢i rezultat.

Teorem 5.2 (Wirsing (1961)). Za svaki realan broj o koji nije algebarski
broj stupnja < k, postoji beskonacno mnogo algebarskih brojeva [ stupnja
< k takvih da je

jor = B < e(k, @) H(8)" 272,

Neka je o = (a1,22,23), 2l| = max(fo1], [va], 2]}, te L(z) = a1 +
Bxa+~yxs linearna forma. Iz Teorema Minkowskog (Teoremi 2.5 i 2.6) slijedi
da postoji beskona¢no mnogo cjelobrojnih tocaka x # O sa svojstvom

()| < |z 72,

gdje konstanta u < ovisi o L. Za dokaz Teorema 5.1, trebat ¢e sam sljededi,
nesto jaci rezultat.

Teorem 5.3. Neka su L i P nezavisne linearne forme. Tada postoji beskonacno
mnogo cjelobrojnih tocaka x = (x1,x2,23) # O sa svojstvom

|L(2)] < 2]~ P (=), (5.1)
gdje konstanta u < ovisi o L 1 P.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je L(x) # 0 za cjelobrojne tocke x # O.
Izaberimo linearnu formu F' takvu da su F, L, P nezavisne. Stavimo

(x) = max(|F(z)], |[L(z)], | P(x)]). (5:2)

Za realan broj t, promotrimo konac¢an skup cjelobrojnih z # O koje
zadovoljavaju (z) < t. Za velike t-ove ovaj skup je neprazan i zbog nase
pretpostavke na L, vrijednosti od L u tocakama tog skupa su razli¢ite. Od-
aberimo jedinstvenu tocku x u tom skupu za koju je |L(z)| minimalno i
prvi element # 0 u trojki F'(x), L(z), P(z) je pozitivan. Nazovimo tu tocku
minimalnom tockom koja odgovara t. Ocito je da ako je x minimalna tocka
koja odrgovara t, onda je ta tocka minimalna za sve t-ove iz nekog intervala
t* <t < t**. Postoji niz realnih brojeva t; < to < --- koji tezi u beskonacno,
i niz tocaka x', 22, ..., takvih da je ' minimalna tocka koja odgovara svim
t-ovima u intervalu t; <t < t;41, ali niti jednom drugom t¢-u. Jasno je da
je (z') = t;. Uvedimo oznake F; = F(x'), L; = L(2'), P, = P(z"). Ocito
je |Li| > |La| > ---. Iz konstrukcije nizova t; i 2’ slijedi da ne postoji
cjelobrojna tocka x # O takva da je

(2) < i1, |[L(@)] < |Li. (5.3)

Nejednadzbe (5.3) definiraju simetri¢an konveksan skup volumena < t? 1 1Ll
tako da po teoremu Minkowskog o konveksnom tijelu imamo t?,|L;| < 1,
tj.

|Li| <t 7. (5.4)
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Tvrdnja teorema bit ¢e dokazana ako pokazemo da je |L;| < tl-_4PZ-2 za
beskona¢no mnogo i-ova. Pretpostavimo suprotno, tj. da je

P? = o|Lilt}). (5.5)
Tada iz (5.4) i (5.5) dobivamo

|| = o(titi)y) = o(t). (5.6)

Bududi da L; — 0 i (z°) = max(|F|, |L;|, | Pi|), zakljuéujemo da je F; = t;.

Za tocku y = 2T — 2% vrijedi 0 < F(y) < t;41. Buduéi da je |L(y)| < 1
L |P(y)| < [Pia| + [Bi| = o(tit1), imamo da je (y) < ti41 ako je i dovoljno
velik. Buduéi da (5.3) nema rjesenje razlicito od O, mora vrijediti

| Livr = Lil = [L(y)| = [Li].

Odavde je
LiLiJrl < 0. (57)

Lema 5.1. Neka je i dovoljno velik, te
1
Pl < 3t (5.8)

Tada je 't = va® + 'Y, gdje je v prirodan broj.

Dokaz: Definirajmo cijele brojeve u, v sa

u=[|Li-1/Lil], v=[tit1/t:i],
te cjelobrojne tocke y i z sa
Y = it — vxi, z =2 4zt
Tocke ' i 2! su nezavisne, pa je y # O. Analogno je z # O.
Imamo 0 < F(y) < t;, dok iz (5.4) slijedi |L(y)| < %ti ako je i dovoljno
velik. Konacno, iz (5.6) i (5.8) slijedi
—1 1 —1,2,—1 3
[P < |Pisa] + ity |B] < St + otiaty t5t05) <
za 1 dovoljno velik. Stoga je (y) < t;, pa buduéi da (5.3) nema ne-nul rjesenja,
mora vrijediti |L(y)| > |L;—1|. Dakle, |Li—1| < |Liy1| + v|Ls|, pa je u <
v+ |Liy1/Lil <v+1, tj. u < w.
Vratimo li se na z, dobivamo

buduéi da prema (5.7) L;—1 i L; imaju razli¢ite predznake. Posto (5.3) nema
ne-nul rjesenja, to je (z) > t;11. Buduéi da je |L(z)| = o(ti+1) i |P(z)] <
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|Pi_i|+u|P;| < |Pi—i|+v|P;| = o(ti+1), mora vrijediti | F(z)| > t;+1. Odavde
je
ti—1+ut; > tiya,
pajev < u+ 1, tj. v <wu. Dakle, dokazali smo da je u = v.
Promotrimo sada tocku

— ozt — xz—l =y— (L‘Z_l — xz—l—l

— z. (5.10)

w=ux

Iz izraza y—ax'~!, onoga §to ve¢ znamo o y, te iz (5.6), dobivamo |L(w)|, |P(w)| <

t; ako je i dovoljno velik. Iz 0 < F(y) < t;, dobivamo |F(w)| < t;, tako da je
(w) < t; <tiy1.

Takoder, iz izraza 271 — z, imajuéi u vidu da L(z) ima isti predznak kao

L;_4 iisti predznak kao L;,1, dobivamo

| L(w)| < max(|Lia], [L(2)]) < [Li].

Dakle, w zadovoljava (5.3), pa je w = O. O

Zavrsetak dokaza Teorema 5.3: Pretpostavimo da (5.8) vrijedi za neki
veliki ¢. Tada zbog Leme 5.1 imamo

[tiLiy1 — tiv1Li| = [ti1Li — t;Li 1],
|PiLiy1 — Piy1Li| = |Pio1Li — PiLi—q|.

Pretpostavimo sada da (5.8) vrijedi da sve i, h < i < k. Tada je

lthLhg1 — the1Ln| = |te—1 Ly — tpLi—1| (5.11)

|PyLp1 — Pry1Ly| = |Pe—1Ly — PiLp_1],

te
|Phy1Ln| < |PpLpgr| + [Pe—1Li| + | PrLi—1]|- (5.12)

Ove relacije su trivijalno zadovoljene u slucaju k = h + 1.

Lijeva strana od (5.11) je |L(tpz"™' — t,412")| i to nije 0. Ali prema
(5.4) desna strana od (5.11) tezi prema 0 kada k — oco. Prema tome, (5.8)
ne moze biti zadovoljeno za sve velike 7, pa postoji beskona¢no mnogo i-ova
za koje (5.8) ne vrijedi.

Pretpostavimo da (5.8) vrijedi zasve i, h <i < k,alinezai=hii=k.
Tada je |Pyy1| > 1t), i prema (5.12), (5.5) i (5.6) imamo

StalLn| < |PuLpsa| + [Pe—1Li| + | PiLi—1]
= o(tn|Lp1| + | L [265_y| Lie| + | Lal"/?t3| Li—a]).
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Buduéi da je |Lpy1| < |Lp| i |Lg| < |Lg—1, ovo daje
thlLn| = o(t| Li|"*| L)),
sto zbog |Li—1]| < |Lp| 1 (5.4) dalje povlaci
tlLn"? = o(tf | Lk /2| Li-1['?) = o(ti| Li|"/?).
Posebno, ako je h, pa onda i k, velik, imamo da je
tr Li|Y? > 2t5,| Ly /2.

Medutim, ovo je nemoguce buduéi da generira beskonac¢ni niz vrijednosti od
j za koje t;|L;|'/? raste u oo, dok s druge strane znamo iz (5.4) da je taj niz
omeden. O

Dokaz Teorema 5.1: Stavimo u Teoremu 5.3
L(z) = o’z + axg + 3, P(z) = 2ax; + xo.
Za dani z koji zadovoljava (5.1), polinom
B(t) = z1t? + xot + x3
zadovoljava
|B(a) < 2| ~HP(@)]* < 2] 7P |P(x)] < || 3|B(a)]. (5.13)

Sada je ili degB = 1 ili deg B = 2. Ako je deg B = 1, onda B(t) ima
racionalni korijen g sa svojstvom

pa je
la — B| = |B(e)/B' ()| < |lz| 7> < ||B]| 7 < H(B)™*

Ako je deg B = 2, onda korijen § od B(t) zadovoljava

1
0=B(p) = Bla) + (8 - a)B'(a) + 5 (8 — ) B"(a).
Rjesavajuéi ovu kvadratnu jednadzbu po S—a, vidimo iz (5.13) da su korijeni
5 realni, te da za jedan od korijena [ vrijedi

f—al=|-B +\/B’ = 2B(a)B"(a)|/|B"()]
= [2B(a |/|B \/B’ ? = 2B(a) B"(a)]
< |B(a)/B'(« )\<<Hw\ S HBH < H(B)
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5.2 Separacija korijena polinoma

Neka je P(x) = anz™+- - -+ag polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Pitamo
se koliko bliski mogu biti njegovi razli¢iti korijeni. Buduéi da slozenost poli-
noma P(X) obi¢no mjerimo njegovom visinom

H(P) = |[P|| = max([ac], ..., [an]),

prirodno je usporediti udaljenost medu razlicitim korijenima od P(X) s
visinom H(P). Vazan rezultat u tom smjeru je dobio Mahler 1964. godine
kada je dokazao da je |a— ] > H(P) " za svaka dva razlicita korijena a,
B polinoma P(X) stupnja n s cjelobrojnim koeficijentima. Konstanta koja
se podrazumijeva u > je efektivna i ovisi o stupnju n danog polinoma.

Veza ovog problema s problemima i rezultatima diofantskih aproksi-
macija dolazi od toga $to su korijena «, 8 polinoma P(x) algebarski brojevi.
I mi u ovom problemu razmatramo jednu varijantnu problema koliko se do-
bro jedan algebarski broj moze aproksimirati drugim algebarskim brojem.
Ako je jos dodatno polinom P normiran, onda su promatrani korijeni «,
algebarski cijeli brojevi.

Pored (obi¢ne, naivne) visine H(P) polinoma, postoje i druge defini-
cije visine polinoma (pa onda i visine algebarskog broja). Npr. za polinom
P(z) =ap(x —aq) -+ (x — ap,), se definira veli¢ina

M(P) = |ag| | [ max{1,|as]},
i=1

koja se naziva Mahlerova mjera polinoma P, dok se logaritamska Weilova
visina definira sa h(P) = 11n M(P). Vrijedi sljedeé¢a nejednakost izmedu

D
naivne visine i Mahlerove mjere:

M(P) < vVn+1H(P). (5.14)

Ona je posljedica Jensenove formule
1 .
In max{1, |a|} = / In |e*™ — aldt.
0

Sada ¢emo dokazati prije spomenuti Mahlerov rezultat

Teorem 5.4. Neka je P(x) polinom stupnjan > 2 s cjelobrojnim koeficijen-
tima 1 razlicitim korijenima. Za svaka dva razlicita korijena o, 3 polinoma
P(z) wvrijedi nejednakost

o = B > V3(n + 1)~ max{1, |a, | 5]} H (P) "
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Dokaz: Neka je
P(z) = apz" + - +ao = ap(z —a1) -+ (v — o).
Mozemo pretpostaviti da je |a] > [5], te uzmimo da je oy = «, ay =
B. Buduéi da polinom P(z) ima razli¢ite korijene (separabilan je), njegova

diskriminanta

Disc(P) = a2 H (o — j)?

1<i<j<n

je cijeli broj razli¢it od nule. Diskriminata Disc(P) se moze zapisati i pomoéu
determinante Vandermondeove matrice

laj o - o™t
lag a} -+ oyt
V=11a3 a% ag_l
la, a2 - ot

Vrijedi da je det(V) = [[;<;;<,(j—ai), paje Disc(P) = +a2n2(det (V)%
Vrijednost determinante V' se ne¢e promijeniti ako prvi redak zamijenimo s
razlikom prvog i drugog redka. U novoj matrici, elementi prvog redka su o/ —
(9. Prijemijeno sada na tu novu matricu Hadamardovu nejednakost, koja
kaze da apsolutna vrijednost determinante nije ve¢a od produkta duljina
vektora stupaca matrice. Dakle, imamo

Dise(P)| < Jan "2 (T} |o? = #12) - TTip (0 + ol + -+ Joa"2)

< |an|22|a — B2 (Z?:_f lad 1 4 ad 28 4 . 4 5%1‘2)
pn1 H?:z max{1, \ai]}Q"*2

<la—BPn" M (P)?" 2 max{l,|a|} 2 (1 +22+ 32+ -+ (n — 1)2).

Sadaiz 14+2%+---(n—1)2 = w < %3, |Disc(P)| > 11 nejednakosti
(5.14) dobivamo tvrdnju teorema. O

Za polinom P(z) stupnja n > 2 s cjelobrojnim koeficijentima i razlicitim
korijenima ay, ..., ay,, definiramo

sep(P) = min o; — oy

te eksponent separacije e(P) sa
sep(P) = H(P)~*).
Nadalje, za fiksirani n > 2, stavimo

e(n) = lim sup e(P),
deg(P)=n,H(P)—+o0
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eirr(n) 1= lim sup e(P),
deg(P)=n,H(P)—+oc0
gdje se u zadnjem sluc¢aju limes superior uzima po svim ireducibilnim cjelo-
brojnim polinomimam P(x) stupnja n.

Mabhlerov teorem pokazuje da je e(n) < n—1 za sve n. To¢ne vrijednosti
za e(n) 1 ey (n) su poznate samo za n = 2 in = 3, s time da je slucaj n = 2
trivijalan, dok je slucaj n = 3 znanost slozeniji. Vrijedi e;,(2) = e(2) = 1,
te eir(3) = e(3) = 2.

U sluéaju n = 2 je P(x) = az? + bx + ¢, Disc(P) = b? — 4ac, sep(P) =
\/|Disc(P)|/a. Ako uzmemo npr. a = k> +k —1,b=2k+ 1, c =1, onda je
Disc(P) = 5, pa je sep(P) < H(P)~!.

Godine 1982., Mignotte je dao familiju polinoma X" — 2(aX — 1)2,
za proizvoljne cijele brojeve n > 3 i a > 2 s vrlo dobrim separacijskim
svojstvima (koeficijent 2 osigurava ireducibilnost polinoma prema Eisen-
steinovom kriteriju). Naime, ovi polinomi imaju dva korijena jako bliska
a~l. Naime, iz P(a™! + €) =~ a™" — 2a%¢?, vidimo da P(x) ima korijene
priblizno jednake

o+ o223,
Buduéi da je H(P) = 2a?, pustimo li a u beskonaéno, dobivamo sep(P) <
H(P)~(+2)/4 3,
e(n) > eirr(n) > (n + 2)/4'

U meduvremenu je bilo nekoliko poboljsanja Mignotteovog rezultata, no
pitanje koji je eksponent najbolji moguéi i dalje je otvoreno.

Primjer 5.1. Neka je a algebarski broj treéeg stupnja, te Q(x) njegov
minimalni polinom. Prema Davenport-Schmidtovom teoremu (Teorem 5.1)
postoji beskonacno mnogo algebarskih brojeva § stupnja < 2 sa svojstvom
da je |a— B| < H(B) 3. Neka je R(z) minimalni polinom od 3. Promotrimo
polinom P(z) = Q(x)R(z). On ima korijene o i 8, te vrijedi H(P) <
H(R) = H(B) (jer je « fiksan). Mozemo pretpostaviti da je stupnja od
P(z) jednak 5 (po pretrebi ga pomnoczimo s linearnim faktorom). Stoga
zaklju¢ujemo da je e(5) > 3.

Primjer 5.2 (Bugeaud & Dujella, 2011). Za a > 1, korijeni polinoma
Py () = (20a* — 2)2* + (16a° + 4a)z® + (16a° + 4a*)2? + 8a’zx + 1,
su priblizno jednaki

ri=—1/4a"% —1/32a"" — 1/256a""% + ...,
ro=—1/4a"2 —1/32a~" 4+ 1/256a"13 + ...,
r3=—2/5a + 11/100a=3 + 69/4000a~" + 4/5ai + ...,
ra=—2/5a + 11/100a"3 + 69/4000a"" — 4/5ai + . ...
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Vrijedi: H(Py,) = O(a®), sep(Pyq) = |r1 — 12| = O(a™'3). Nadalje, prim-
jenom Eisensteinovog kriterija na recipro¢ni polinom zP,(1/x), zaklju-
¢ujemo da je polinom P(x) ireducibilan. Pa kad pustimo a u beskonacno,
dobivamo e(4) > ejy(4) > 13/6.

Familije polinoma iz prethodnog primjera mogu se poop¢iti na proizvoljni
stupanj (u konstrukeciji polinoma P, , koriste se Catalanovi brojevi). Tako
su Bugeaud i Dujella dokazali sljede¢u nejednakost

é d—2
2
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